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مقدمه ۱

کنیم. روشن [۹] از قولی نقل با را مقاله این موضوع دهید اجازه

متناهی تعداد به می توان را پرتقال «يك می کند بیان که دارد وجود ریاضی در قضیه  ای

پرتقال دو تقسيم شده قطعات دوبارۀ گذاشتن هم کنار با كه كرد قسمت چنان قطعه

دستورالعملی به شبیه بیشتر قضیه این مسلماً شود». حاصل اوليه پرتقال اندازۀ به

این با این حال، دقیق. ریاضیات تا است پرتقال یک با نفر هزاران تغذیه برای

را آن می توان که است باناخ‑تارسکی قضیۀ از درست کاملا کاربردی دستورالعمل

سه بعدی فضای از كران دار زيرمجموعۀ دو هر «برای کرد: بیان دقیق تر زیر به صورت

تعداد به به گونه ای می توان را زیرمجموعه آن دو از هر يك ناتهی، درون با اقليدسی

حاصل ديگر مجموعۀ آن ها مجدد اجتماع گيری با كه نمود افراز زيرمجموعه متناهی

به پرتقال یک از پرتقال دو ساختن از عجیب تر بسیار کارهای بی درنگ، شود».

را آن ها و کرد تقسیم قطعه متناهی تعداد به می توان را نخود «یک می رسد: ذهن

میانگین پذیری ناسازگون، تجزیۀ انتخاب، اصل هاوسدورف، پارادوکس باناخ‑تارسکی، قضیه کلیدی: کلمات و عبارات
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آن قطر که جامد توپ یک (یا باناخ استفان از مجسمه ای تا داد قرار هم کنار دوباره

آید». دست به است) خورشید تا زمین فاصلۀ از بزرگ تر

می کشد چالش به را سلیم عقل آشکارا به این صورت آن پیامدهای که قضیه ای آیا

(۱ است: استوار رکن دو بر آن اثبات و است مثبت جواب باشد؟ درست می تواند

که مطلب این (۲ نپذیرید، یا باشید داشته قبول آن را توانید می که انتخاب اصل

است. «میانگین پذیری» به نام خاصیتی فاقد مولد دو روی آزاد گروه

می کنند، اشاره واقعیت به تا آنجا که ریاضی « قضایای که می کند بیان [۱] در اینشتین آلبرت

سخن این ندارند.» کاری واقعیت با هستند قطعی و مسلم که حد آن در و نیستند قطعی و مسلم
باناخ۱ استفان لهستانی، ریاضی دان دو اینکه قبل از سال دو یعنی می گردد باز ۱۹۲۲ به اینشتین

بارزترین از یکی قضیه این گفت می توان  کنند. ثابت را بالا شگفت آور قضیۀ تارسکی۲ آلفرد و

عجیب چیزی هرجا که هست رایجی مثَل اما است. ریاضیات مورد در اینشتین قول نقل نمونه های

که انتخاب، اصل دیدیم بالا قول نقل در و است میان در بی نهایت پای می بینید ریاضیات در

اصلی ارکان از یکی کرد، صورت بندی مجموعه ها نظریۀ موضوع اصول ضمن در را آن تسرملو۳

مضمون این با شگفت انگیز کاربردهای با بی ضرر به ظاهر اصلی است؛ باناخ‑تارسکی قضیۀ اثبات

عضو هر از که دارد وجود مجموعه ای باشیم، داشته ناتهی مجزای مجموعه های از خانواده ای اگر که

.[۳] نک. اصل این دیگر کاربردهای دیدن برای دارد؛ عضو یک دقیقا خانواده آن

کنیم بیان آن جزئیات ذکر با را باناخ‑تارسکی شگفت آور قضیۀ اثبات داریم قصد مقاله این در

بپردازیم. گروه ها میانگین پذیری مفهوم و قضیه این ارتباط به آخر در و

را R۳ اقلیدسی فضای در واحد گوی می  بریم. کار به مقاله کل در را زیر متداول نمادگذاری های

B۳مرز همچنین است. شده تشکیل ‖X‖ ≤ ۱ شرط با X ∈ R۳ تمام از که می دهیم نشان B۳ با

می دهیم. نشان S۲ با و می نامیم دو بعدی کره را ‖X‖ = ۱ که X ∈ R۳ تمام مجموعۀ یعنی

فاصله، حافظ نگاشت های یعنی طولپایی ها، گروه است. دو بعدی صفحۀ در واحد دایرۀ S۱ از منظور

که می دهیم نشان SOn با را Rn روی دوران ها تمام مجموعۀ و می دهیم نشان En با را Rn روی

است. En از زیرگروهی

باناخ‑تارسکی قضیۀ سرچشمه های ۲

بود.در شکل گیری حال در بیستم قرن اوایل در که دارد اندازه نظریۀ در ریشه باناخ‑تارسکی قضیۀ

1. Stefan Banach 2. Alfred Tarski 3. Zermelo
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(شمارا جمعی) لبگ اندازۀ یک وجود عدم و کرد ثابت را اندازه ناپذیر مجموعۀ یک وجود ویتالی۱ ۱۹۰۵

داد نشان ویتالی نتیجۀ به توجه با [۵] هاوسدورف۲ گرفت. نتیجه را R مجموعه های زیر تمام روی

باقی مانده مجموعۀ آنگاه کنیم، حذف را معین شمارای زیر مجموعۀ یک S۲ دو بعدی کرۀ از اگر که

B∪C و ،C ،B ،A که به طوری است C و ،B ،A مجزای دوبه دو زیر مجموعۀ سه به تقسیم قابل

اینجا از او دارد. وجود فاصله حافظ و دوسویی تابع یک آن ها بین یعنی هستند، هم نهشت همگی

شود تعریف S۲ زیر مجموعه های همۀ روی که متناهی جمع پذیری اندازۀ هیچ S۲ روی که گرفت نتیجه

موجود اندازه ای چنین اگر زیرا ندارد؛ وجود باشد برابر هم نهشت مجموعه های اندازۀ آن تحت و

پارادوکس به S۲ برای هاوسدورف نتیجۀ  است. ۲
۳ و ،۱

۲ ،۱
۳ هم زمان B ∪ C اندازۀ آنگاه باشد

اثبات در کلیدی نقش دید خواهیم و می آوریم) را آن اثبات ادامه در (که است موسوم هاوسدورف

خط یا صفحه برای هاوسدورف پارادوکس که داد نشان نویمان۳ فون دارد. باناخ‑تارسکی قضیۀ

دوبعدی صفحۀ کران دار زیرمجموعه های تمام برای را مساحت مفهوم می توان یعنی نیست، برقرار

مساحت این به هر حال باشند، داشته یکسان مساحت هم نهشت مجموعه های که کرد تعریف به گونه ای

گرفت. نظر در شمارا جمع پذیر اندازۀ یک را آن نمی توان و است متناهی جمع پذیر

از افراز یک گفت می توان کنیم بیان ریاضی زبان به را باناخ‑تارسکی قضیۀ بخواهیم اگر

و A۱, A۲, . . . , An, B۱, B۲, . . . , Bm مجزای دوبه دو مجموعۀ متناهی تعداد توسط B۳ گوی

که به طوری است موجود φ۱, φ۲, . . . , φn, ψ۱, ψ۲, . . . , ψm طولپای نگاشت های

B۳ =
n∪

i=۱
φi(Ai) =

m∪
j=۱

ψj(Bj).

پارادوکس نام شایستۀ کاملا به همین دلیل و می کشد چالش به را حجم از ما هندسی شهود قضیه این

و انتقال اند و دوران از ترکیبی سه بعدی فضای در طولپا نگاشت های شهودی نظر از در اصل است.

قطعه های دوبارۀ چیدن با که دارد امکان چطور پس شود، حفظ نگاشت ها این تحت باید حجم مقدار

سروکار نقطه بی نهایت با اینجا در ما که مطلب این گرفتن نظر در با شاید شود؟ برابر دو حجم موجود،

شود. کاسته امر این بودن عجیب از کمی داریم

انتقال تحت صلب اجسام حجم ماندن ثابت دربارۀ ما اولیۀ تصور که کنیم توجه باید از طرفی

یک باناخ‑تارسکی قضیۀ حال آنکه است. برقرار لبگ اندازه پذیر مجموعه های برای فقط دوران و

انتخاب اصل را مجموعه هایی چنین وجود که می کند تقسیم لبگ اندازه ناپذیر مجموعه های به را گوی

1. Vitali 2. Hausdorff 3. von Neumann
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آوریم؟ دست به معادل گوی دو گوی یک از چطور

است. انتخاب بی دردسر به ظاهر و بدیهی اصل دردسرهای از یکی این و می کند تضمین

ناسازگون تجزیه های ۳

مفهوم این می شود. بیان ناسازگون۱ مجموعه های مفهوم برحسب باناخ‑تارسکی پارادوکس معمولا

همچنین می دهد. رسمیت را مجموعه یک زیرمجموعه های چیدن هم کنار و انتقال و کپی برداری عمل

است. X زیرمجموعه های دادن حرکت برای طبیعی ابزاری نیز X مجموعۀ روی G گروه عمل

هرگاه می کند عمل X مجموعۀ روی G گروه گوییم کنیم. استفاده می توانیم مفهوم این از بنابراین

،x ∈ X هر برای که به طوری باشد موجود G × X → X, (g, x) 7→ g · x نگاشت یک

گوییم است. G گروه همانی عضو e اینجا در .g · (h ·x) = (gh) ·x و e ·x = x ،g, h ∈ G

. g · x 6= x ،x ∈ X و g ∈ G \ {e} هر برای اگر است نیمه  منظم X روی G عمل

زیر گروهی که دوران ها، گروه ،SOn همچنین می کند، عمل Rn روی En گروه مثال، عنوان به

روی SOn بنابراین و است ناوردا SOn عمل تحت Sn−۱ و می کند عمل Rn روی است En از

عمل نیمه منظم به صورت خودش روی چپ طرف از ضرب عمل با گروه هر می کند. عمل نیز Sn−۱

روی G گروه می کند. عمل نیمه منظم به صورت مربوط گروه کل روی زیرگروه هر همچنین و می کند

g ·A = {ga : a ∈ A} آن در که (g,A) 7→ g ·Aنگاشت تحت خود، توانی مجموعۀ ،P(G)

می کند. عمل

می نامند G ‑ناسازگون را E ⊆ X کند، عمل X مجموعۀ روی G گروه کنید فرض .۱ .۳ تعریف

و A۱, A۲, . . . , An مجزای دوبه دو زیر مجموعه های هرگاه است) G‑ناسازگون تجزیۀ دارای E )

E = که باشد موجود g۱, g۲, . . . , gn, h۱, h۲, . . . , hm ∈ G و E از B۱, B۲, . . . , Bm

می نامند. ناسازگون را G گروه ،E = X = G هر گاه . 
∪n

i=۱ gi ·Ai =
∪m

j=۱ hj ·Bj

همچنین نیست E کل برابر Bj و Ai مجموعه های اجتماع لزوماً ۱ .۳ تعریف در که کنید توجه

1. paradoxical sets
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نیستند. مجزا دو به  دو لزوماً hj ·Bj و gi ·Ai مجموعه های

G گروه یک ناسازگون بودن چگونه بدانیم است نیاز ابتدا باناخ‑تارسکی قضیۀ اثبات برای

تجزیۀ یک دارای نیز می کند عمل نیمه منظم به صورت آن روی G که X مجموعۀ می شود باعث

بشود. ناسازگون

این در باشد ناسازگون G اگر کند. عمل نیمه منظم به طور X روی G کنید فرض .۲ .۳ قضیه

است. G−ناسازگون مجموعۀ یک X  صورت

اعضای Gو ,B۱از B۲, . . . , Bm ,A۱و A۲, . . . , An مجزای دوبه دو زیرمجموعه های اثبات.

که به طوری می گیریم نظر در را G از h۱, h۲, . . . , hm و g۱, g۲, . . . , gn

G =
n∪

i=۱
giAi =

m∪
j=۱

hjBj .

مدارهای فضای X/G و دهیم نشان [x] = {g · x : g ∈ G} با را x ∈ X مدار اگر

انتخاب عضو یک مدار هر از می توان انتخاب اصل از استفاده با باشد، X روی G گروه عمل

که داد نشان می توان به سادگی دارد. عضو یک دقیقاً مدار هر از که ساخت را M مجموعۀ و کرد

و A∗
i ،۱ ≤ j ≤ m و ۱ ≤ i ≤ n برای اکنون است. X برای افراز یک {g ·M : g ∈ G}

می کنیم. تعریف زیر به صورت را B∗
j

A∗
i =

∪
g∈Ai

g ·M = Ai ·M, B∗
j =

∪
g∈Bj

g ·M = Bj ·M.

و هستند X از مجزا زیرمجموعه هایی A∗
۱, A

∗
۲, . . . , A

∗
n, B

∗
۱ , B

∗
۲ , . . . , B

∗
m اکنون

n∪
i=۱

gi ·A∗
i =

n∪
i=۱

gi · (Ai ·M) =
( n∪
i=۱

giAi

)
·M = G ·M = X

است. G‑ناسازگون مجموعۀ Xیک اینکه یعنی این Xو =
∪m

j=۱ hj ·B∗
j مشابه به طور و

است. برقرار زیر به صورت نیز ۲ .۳ قضیۀ عکس

داشته G−ناسازگون تجزیۀ Xیک اگر X مجموعۀ Gروی گروه دلخواه عمل یک برای .۳ .۳ قضیه

است. ناسازگون نیز G آنگاه باشد
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زیرمجموعه های A۱, A۲, . . . , An, B۱, B۲, . . . , Bn و باشد دلخواه x ∈ X فرض اثبات.

که باشند به گونه ای g۱, g۲, . . . , gn, h۱, h۲, . . . , hm ∈ G و X از مجزا دوبه دو

X =
n∪

i=۱
gi ·Ai =

m∪
j=۱

hj ·Bj .

می توان به سادگی .GY = {g ∈ G : g ·x ∈ Y } می کنیم تعریف X از Y زیرمجموعۀ هر برای

i = ۱, ۲, . . . n, j = ۱, ۲, . . . ,m برای hj و ،gi ،GBj ،GAi مجموعه های که کرد بررسی

می دهند. تشکیل G برای ناسازگون تجزیۀ یک

است. E۳−ناسازگون مجموعۀ یک B۳ مجموعۀ باناخ‑تارسکی). (قضیۀ ۴ .۳ قضیه

گروه اگر ۲ .۳ قضیۀ بنابر می کند، عمل مربوط گروه روی نیمه منظم به صورت زیرگروه یک از آنجا که

مجموعه های تمام بنابراین و است ناسازگون نیز G خود آنگاه باشد ناسازگون زیرگروه یک دارای G

مسیر بنابراین می شوند. G‑ناسازگون نیز می کند عمل نیمه منظم به صورت آن ها روی G که X

دو آزاد گروه می شود ثابت ابتدا که است صورت این به می پردازیم آن به ادامه در که ۴ .۳ قضیۀ اثبات

می کنیم مشخص SO۳ از F۲ با یکریخت زیرگروه یک سپس است ناسازگون گروه یک F۲ مولدی

S۲ از D شمارای زیرمجموعۀ یک می شود ثابت سرانجام می شود. ناسازگون نیز SO۳ درنتیجه و

مجموعۀ یک S۲ \D در نتیجه و می کند عمل نیمه منظم به صورت S۲ \D روی F۲ که است موجود

و S۲ اینکه اثبات پس از آخر، در است. هاوسدورف پارادوکس همان این که است SO۳‑ناسازگون

است، باناخ‑تارسکی قضیۀ همان که ،۴ .۳ قضیۀ اثبات دارند، SO۳‑هم نهشت تجزیۀ دو S۲ \D

کرد. خواهیم بیان را

آزاد گروه های ۴

تولید شده آزاد گروه باشد، مجموعه یک S اگر ناسازگون اند. گروه های از مهمی منبع آزاد گروه های

{s, s−۱ : s ∈ S} مجموعۀ از آن حروف که است تحویل  یافته واژه ها تمام مجموعۀ S توسط

نباشد. s−۱s یا ss−۱ شامل واژه  ای هیچ یعنی تحویل  یافته از منظور اینجا در است، شده انتخاب

را S اعضای تعداد می آید. به دست آن ها تحویل و واژه ها دادن قرار هم کنار از گروه ضرب عمل

به است لازم می دهند. نشان Fn با را n مرتبۀ از آزاد گروه و می نامند تولید شده آزاد گروه مرتبۀ

S اعضای بین رابطه ای هیچ و باشد G گروه یک از زیر مجموعه ای S اگر که کنیم توجه نکته این
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از مستقل زیر مجموعۀ یک را S حالت این در نشود، گروه همانی عنصر برابر آن ها وارون های و

گروه یک در اگر پس است. |S| مرتبۀ از آزاد گروه یک S توسط تولید شده زیرگروه و می نامیم G

تولید F۲ با یکریخت آزاد گروه یک زوج آن گفت می توان شود یافت مستقل اعضای از زوج یک

می کنند.

F۲ کیلی گراف

بدون گراف یک (G : S) کیلی گراف آن از S زیرمجموعۀ و G گروه برای که می کنیم یادآوری

هر برای s−۱g و g بین همچنین و sg و g بین و است G آن راس های مجموعۀ که است جهت

دارد. وجود ضلع یک s ∈ S و g ∈ G

است. ناسازگون گروه یک F۲ آزاد گروه .۱ .۴ قضیه

اکنون .ρ ∈ S و باشد شده تولید S = {a, a−۱, b, b−۱} مجموعۀ توسط F۲ کنید فرض اثبات.

به صورت F۲ کیلی گراف آنگاه می شوند، شروع ρ با که باشند F۲ از اعضایی مجموعۀ Ψ(ρ) اگر

.[۷] است ۲ شکل

که می شود دیده ۲ شکل به توجه با

F۲ = {e} ∪Ψ(a) ∪Ψ(a−۱) ∪Ψ(b) ∪Ψ(b−۱)

این کار برای .a · Ψ(a−۱) ∪ Ψ(a) = F۲ می کنیم ادعا مجزایند. دوبه دو مجموعه ها این و

از را a−۱ اگر بنابراین و نمی شود شروع a حرف با h این صورت در ،h ∈ F۲ \ Ψ(a) اگر
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a−۱ · h ∈ Ψ(a−۱) در نتیجه و نمی دهد رخ حذفی هیچ a−۱ · h در کنیم ضرب h در چپ

است واضح همچنین .F۲ \ Ψ(a) ⊆ a · Ψ(a−۱) در نتیجه .h ∈ a · ψ(a−۱) درنتیجه و

به همین طریق است. F۲ در Ψ(a) متمم a · Ψ(a−۱) لذا و a · Ψ(a−۱) ⊆ F۲ \ Ψ(a) که

است. F۲‑ناسازگون مجموعۀ یک F۲ یعنی این و .b ·Ψ(b−۱) ∪Ψ(b) = F۲

۲ مرتبۀ از آزاد زیرگروهی دارای n ≥ ۳ برای SOn گروه که است کرده ثابت [۶] در وگن

می آوریم. مرجع همین از n = ۳ برای را قضیه این اثبات است.

است. دو مرتبۀ از آزاد زیرگروه یک دارای SO۳ گروه .۲ .۴ قضیه

جهت خلاف دوران را τ عضو و z محور حول θ = cos−۱(۳
۵) اندازۀ به دوران را σ عضو اثبات.

به صورت τ و σ به مربوط ماتریس های بگیرید. نظر در  x محور حول زاویه همان با ساعت عقربۀ

σ =

۳
۵ −۴

۵ ۰
۴
۵

۳
۵ ۰

۰ ۰ ۱

 , τ =

۱ ۰ ۰
۰ ۳

۵ −۴
۵

۰ ۴
۵

۳
۵


هستند.

نشان باشد {σ, σ−۱, τ, τ−۱} مجموعۀ اعضای توسط تولید شده تحویل یافتۀ واژۀ یک w اگر

آزاد گروه یک مجموعه این حروف توسط تولید شده گروه لذا و است غیر بدیهی طولپایی w می دهیم

،σ±۱ تحت آن مزدوج اگر فقط و اگر است غیرهمانی عضو w که است واضح است. ۲ مرتبۀ از

ختم σ±۱ به که تحویل یافته کلمات کنیم ثابت است کافی  پس باشد. غیر همانی ،σ±۱wσ∓۱ یعنی

می شود داده نشان ماتریسی محاسبات و ،w طول ،n روی استقرا با هستند. غیر همانی می شوند

و a, b و است w طول n که می برد ( a
۵n ,

b
۵n ,

c
۵n ) به شکل برداری به را (۱, ۰, ۰) بردار w که

۵ بر هم ۰ اینکه فرض با نیست. بخش پذیر ۵ بر b که خاصیت این با هستند صحیحی اعداد c

است. غیر بدیهی طولپایی w بنابراین و w.(۱, ۰, ۰) 6= (۱, ۰, ۰) می شود نتیجه است بخش پذیر

داریم w = σ±۱ و n = ۱ برای

w ·

۱
۰
۰

 = σ±۱ ·

۱
۰
۰

 =
۱
۵

 ۳ ∓۴ ۰
±۴ ۳ ۰
۰ ۰ ۵

۱
۰
۰

 =
۱
۵

 ۳
±۴
۰

 .
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که باشد ( a
۵n ,

b
۵n ,

c
۵n ) به شکل ، n = ۱, ۲, . . . , k − ۱ برای wn.(۱, ۰, ۰) کنید فرض

به که باشد k طول به واژه  ای wk اگر حال نباشد. بخش پذیر ۵ بر bn و an, bn, cn ∈ Z آن در

به واژه  ای wk−۱ آن در که است wk = ϕwk−۱ به صورت wk شود، ختم راست طرف از σ±۱

محاسبات با و می شود استفاده استقرا فرض از . ϕ ∈ {τ, τ−۱, σ, σ−۱} و است k − ۱ طول

است، بالا در اشاره شده به صورت wk.(۱, ۰, ۰) که می شود ثابت ϕ حالت چهار هر برای ماتریسی

تولید شده زیرگروه یعنی این نمی نگارد. خودش به را (۱, ۰, ۰) زیرا نیست همانی طولپایی wk پس

است. ۲ مرتبۀ از آزاد گروه یک اعضا این توسط

هاوسدورف پارادوکس و هم نهشت تجزیه های ۵

باناخ‑ قضیۀ اثبات در R۳ روی طولپایی های و F۲ آزاد گروه از چگونه دید خواهیم بخش این در

استفاده کنیم. تارسکی

باهم B و A گوییم .A,B ⊆ X و کند عمل X مجموعۀ روی G گروه کنید فرض .۱ .۵ تعریف

B و A گوییم همچنین ،g.A = B که به طوری باشد موجود g ∈ G هرگاه هستند G‑هم نهشت

تعداد با افرازهایی دارای B و A هرگاه A ∼G B می نویسیم و دارند G‑هم نهشت تجزیه های

یعنی باشد، G‑هم نهشت ،B افراز از عضو یک با A افراز عضو هر که باشند عضو مساوی

A =

n∪
i=۱

Ai, B =

n∪
i=۱

Bi, Ai ∩Aj = ∅, Bi ∩Bj = ∅, i 6= j

به سادگی .i = ۱, ۲, . . . , n هر برای gi.Ai = Bi که باشد موجود g۱, g۲, . . . , gn ∈ G و

آنگاه B ∼G C و A ∼G B اگر یعنی دارد. تعدی خاصیت ∼G رابطۀ داد نشان می توان

.A ∼G C

را A که است این مثل دارند G‑هم نهشت تجزیه های B و A مجموعۀ دو وقتی که کنید توجه

آوریم. دست به را B مجموعۀ آن قطعات دوبارۀ چیدن با و کرده ایم تجزیه

برهان در است رفته کار به مثال این در که استدلالی و است کوچک پارادوکس یک زیر مثال

با طبیعی اعداد مجموعۀ می شود داده نشان مثال این در آمد. خواهد حاضر مقالۀ بعدی قضیه های

نگاشت های Gگروه اینجا در که هستند G‑هم نهشت تجزیه های دارای ۵ به جز طبیعی اعداد مجموعۀ

در مفهوم با مجموعه دو هم نهشت بودن مفهوم که کنید توجه است. Z روی فاصله حافظ دوسویی
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دارند. E۲‑هم نهشت تجزیه های که صفحه در مجموعه دو

بین فاصله حافظ دوسویی یک باید هم نهشتی برای دارد؛ تفاوت مجموعه دو بودن یک به یک تناظر

{۲, ۴, ۶, . . .} و {۱, ۲, ۳, . . . , } مجموعۀ دو مثال، عنوان به باشد. موجود مجموعه دو نقاط

نیستند. هم نهشت ولی یک به یک اند تناظر در

N\{۵} این صورتNبا در رویZباشد، فاصله حافظ دوسویی های Gگروه اگر ([۲]) .۲ .۵ مثال

.A = N \B و B = {۵k : k ∈ N} کنید تعریف اثبات برای دارند. G‑هم نهشت تجزیه های

B مجموعۀ f(n) = n + ۵ فاصلۀ حافظ و دوسویی تابع با اکنون .N = A ∪ B داریم پس

همچنین .B′ = f · B = f(B) می نویسیم و می دهیم انتقال بی نهایت سمت به واحد ۵ را

N \ {۵} = A∪B′ پس است. همانی فاصلۀ حافظ و دوسویی نگاشت ۱ آن در که A = ۱ ·A

برسیم. N \ {۵} به N از هم نهشت تجزیه های از استفاده با توانستیم بنابراین و

می توان بی نهایت» به «انتقال روش از استفاده با ۲ .۵ مثال با مشابه چگونه دید خواهیم ادامه در

برسید. S۱ \ {۱} به آن دوبارۀ چیدن و S۱ تجزیۀ پس از R۲ روی دوران های گروه از استفاده با

یک شعاع و مبدا مرکز به دایره S۱ = {(x۱, x۲) ∈ R۲ : x۲
۱ + x۲

۲ = ۱} اگر .۳ .۵ قضیه

SO۲−هم نهشت تجزیه های S۱ \ {۱} و S۱ آنگاه باشد، R۲ روی دوران های گروه SO۲ و باشد

دارند.

نظر در رادیان ۱ اندازۀ به ساعت عقربه های حرکت مخالف جهت در دوران را θ طولپایی اثبات.

۲π برابر ( n ∈ N ) θn · (۱, ۰) نقاط از هیچ یک زاویۀ است، گنگ ۲π از آنجا که بگیرید.

۱ به هیچ گاه است دایره روی (۱, ۰) زوج همان که ۱ عدد پی در پی دوران از یعنی این و نمی شود

A۲ = S۱ \ A۱و A۱ = {۱, θ · ۱, θ۲ · ۱, θ۳ · ۱, . . .} کنیم تعریف اگر بنابراین نمی رسیم.

روی θ طولپایی دادن اثر با اگر اکنون .A۱ ∩ A۲ = ∅ و S۱ = A۱ ∪ A۲ این صورت در

B۱ = کنیم تعریف و دهیم انتقال بی نهایت سمت به θ اندازۀ به را A۱ نقاط زاویه های A۱
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بنویسیم و دهیم اثر A۲ روی را همانی طولپایی و θ · A۱ = {θ · ۱, θ۲ · ۱, θ۳ · ۱, . . .}

این و B۱ ∩B۲ = ∅ و B۱ ∪B۲ = S۱ \ {۱} این صورت در ،B۲ = ۱ ·A۲ = S۱ \A۱

می رساند. انجام به را اثبات

است. SO۲−ناسازگون مجموعۀ یک S۱ واحد دایرۀ .۴ .۵ قضیه

گویای مضارب دوران زاویۀ با دوران های تمام از متشکل SO۲ زیرگروه RSO۲ کنید فرض اثبات.

SO۲/RSO۲ خارج قسمتی گروه عضو هر از که بگیرید نظر در مجموعه ای را H و باشد ۲π

کنید تعریف می کند. تضمین انتخاب اصل را H وجود باشد؛ داشته نماینده یک فقط و یک

می دهیم نشان ρi با را آن  اعضای است شمارا RSO۲ چون . M = {σ · (۱, ۰) : σ ∈ H}

نشان می توان و است شمارا {Mi}∞i=۱ این صورت در .Mi = ρi · M می کنیم تعریف و

هم نهشت هم با مناسب زاویۀ با دوران توسط Mi ها تمام به علاوه است. S۱ برای افراز یک داد

با یک به یک {M۲,M۴,M۶, . . .} مجموعۀ اعضای پس .Mj = (ρjρ
−۱
i ) ·Mi هستند:

است. S۱ برابر اخیر مجموعۀ این اجتماع که هم نهشت اند {M۱,M۲,M۳, . . .} مجموعۀ اعضای

{M۱,M۲,M۳, . . .} مجموعۀ اعضای با {M۱,M۳,M۵, . . .} مجموعۀ اعضای به همین طریق

برای ترتیب به Mk ها اجتماع زیرا می رساند انجام به را اثبات موضوع این هم نهشت اند. یک به یک

است. S۱ از نسخه یک فرد و زوج kهای

تحت که ندارد وجود S۱ روی شمارا جمعی اندازۀ می دهد نشان که می کنیم ثابت نتیجه یک حالا

باشد. ناوردا دوران

باشد شده تعریف S۱ زیرمجموعه های تمام روی که شمارا جمعی و متناهی اندازۀ هیچ .۵ .۵ نتیجه

ندارد. وجود نکند تغییر دوران تحت مجموعه ها اندازۀ و

تعریف شدند، تعریف ۴ .۵ قضیۀ در که باشند همان هایی Mk ها و باشد اندازه ای چنین µ اگر اثبات.

آنگاه B =
∪

k∈NM۲k−۱ و A =
∪

k∈NM۲k می کنیم

µ(S) = µ(A) + µ(B) = µ(S) + µ(S) = ۲µ(S)

است. نشدنی که
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چیدن با و کرد تقسیم قطعاتی به می توان را توپر گوی یک چگونه که می کند بیان بعد قضیۀ

رسید. آن مرکز بدون توپر گوی به یکدیگر کنار در آن قطعات

دارند. SO۳− هم نهشت تجزیه های B۳ \ {۰} و B۳ واحد گوی .۶ .۵ قضیه

A = C۱ کنید تعریف دارد. قرار B۳ درون که باشد مبدا از گذرنده دایره ای C۱ کنید فرض اثبات.

و B۰ = A۰ گرفتن نظر در با است. B۳ برای افراز یک {A,A۰} پس ،A۰ = B۳ \ C۱ و

A ،۴ .۵ قضیۀ بنابر است. B۳ \ {۰} برای افراز یک {B,B۰} که می بینیم B = C۱ \ {۰}

که می شوند افراز مجموعه n به دو هر یعنی این و هستند SO۲‑هم نهشت تجزیه های دارای B و

بنابراین SO۲‑هم نهشت اند. هم با یک به یک آن ها افرازهای قطعات

A =
n∪

i=۱
Ai, B =

n∪
i=۱

Bi, Bj = hj ·Aj , hj ∈ SO۲, j = ۱, ۲, . . . , n.

گروه همانی عضو ۱ آن در که B۰ = ۱ · A۰ و hj ∈ SO۳ بنابراین ،SO۲ ⊆ SO۳ از آنجا که

در نتیجه است. SO۳

B۳ = A۰ ∪
( n∪
i=۱

Ai

)
=

n∪
i=۰

Ai, B۳ \ {۰} = B۰ ∪
( n∪
i=۱

Bi

)
=

n∪
i=۰

Bi

.h۰ = ۱ آن در که j = ۰, ۱, ۲, . . . , n برای Bj = hj ·Aj و

S۲ از نسخه ای هرکدام که می شود افراز B و A مجزای مجموعۀ دو به S۲ می دهیم نشان حالا

است. نیاز مورد لم چند نیز قضیه این اثبات برای .B ∼SO۳ S۲ و A ∼SO۳ S۲ یعنی هستند

.S۲ ∼SO۳ (S۲ \D) که به طوری است موجود S۲ از D شمارای زیر مجموعۀ .۷ .۵ لم

تحت S۲ لذا دوران        اند SO۳ اعضای چون و می کند عمل R۳ روی SO۳ که گفتیم قبلا اثبات.

عمل S۲ روی نیز شد، تعریف ۲ .۴ بخش در که ،F۲ آزاد زیر گروه در نتیجه و است ناوردا عمل این

محل که را نقطه دو دقیقاً دوران هر یعنی نیست، نیمه منظم عمل این که است توجه قابل می کند.

ثابت نقاط تمام از متشکل را D مجموعۀ اگر می دارد. نگه ثابت است S۲ با دوران محور برخورد

Dn و D = ∪∞
n=۱Dn زیرا است. شمارا D بگیریم، نظر در S۲ روی F۲ غیر بدیهی اعضای

که می مانند ثابت F۲ از n طول به کلماتی توسط که S۲ در نقاطی از متشکل است مجموعه ای
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است ناشمارا نیز S۲ \D پس است، ناشمارا S۲ که می دانیم است. متناهی مجموعه ای به وضوح

از گذرنده محور را ℓ خط قطرند. یک سر دو که است موجود S۲ \D در نقطه زوج یک بنابراین

بگیرید. نظر در نقطه دو این و مرکز

A اگر باشند. مجزا D,µ.D, µ۲.D, . . . که طوری کنیم پیدا را ℓ حول µ دوران می خواهیم

به را D از عضو یک آن ها از صحیحی توان که بگیریم نظر در ℓ حول دوران های تمام مجموعۀ را

است ناشمارا ℓ حول دوران ها تعداد ازآنجا که و است شمارا مجموعه یک A ببرد، D از عضوی

اگر ،A مجموعۀ انتخاب به توجه با .µ /∈ A که به طوری می گیریم نظر در ℓ حول دورانی را µ پس

است موجود d۱, d۲ ∈ D صورت این  غیر در زیرا µm.D ؛ ∩ µn.D = ∅ آنگاه m,n ∈ N

.µ ∈ A درنتیجه و µm−n.d۱ = d۲ که به طوری

این در A۲ = S۲ \ A۱ و A۱ = D ∪ µ.D ∪ µ۲.D ∪ . . . کنیم تعریف اگر اکنون

B۱ = µ.A۱ =
∪∞

i=۱ µ
i.D کنید تعریف .A۱ ∩ A۲ = ∅ و S۲ = A۱ ∪ A۲ صورت

B۱ ∩ B۲ = ∅ صورت این در است، دوران ها گروه همانی عنصر ۱ آن در که B۲ = ۱.A۲ و

دو از هریک که شد ساخته S۲ \ D و S۲ از افراز دو بنابراین .S۲ \ D = B۱ ∪ B۲ و

S۲ \ D افراز مجموعه های از یکی با S۲ افراز مجموعه های از هریک و شده اند تشکیل مجموعه

هم نهشت اند.

باناخ‑ پارادوکس اثبات برای بعداً که است هاوسدورف پارادوکس همان زیر لم (ب)ی قسمت

کرد. خواهیم استفاده آن از تارسکی

داریم صورت این در باشد، ۷ .۵ لم شمارای مجموعۀ همان D کنید فرض .۸ .۵ لم

.f · x ∈ D اگر فقط و اگر x ∈ D آنگاه ، f ∈ F۲ و x ∈ S۲ اگر (الف)

است. SO۳−ناسازگون مجموعۀ یک S۲ \D مجموعۀ (ب)

. h ·x = x که به طوری است موجود h ∈ F۲ \{۱} بنابراین ،x ∈ D کنید فرض (الف) اثبات.

اگر برعکس، .f ·x ∈ D پس fhf−۱ ∈ F۲\{۱} چون .(fhf−۱) ·(f ·x) = f ·x اکنون

. g · (f · x) = f · x که به طوری است موجود F۲ در g نابدیهی عضو این صورت در f · x ∈ D

.x ∈ D پس ،f−۱gf ∈ F۲ \ {۱} و (f−۱gf) · x = x در نتیجه

اینکه یعنی است، ناوردا F۲ عمل تحت S۲ \ D که می بینیم قبل قسمت به توجه با (ب)

مجموعۀ ماهیت به توجه با همچنین می کند. عمل آن روی F۲ پس ، F۲ · (S۲ \D) ⊆ (S۲ \D) 
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از S۲ \D ناسازگونی اکنون ندارند. ثابت نقطۀ نابدیهی عناصر یعنی است، نیمه منظم عمل این D

می شود. نتیجه ۲ .۳ قضیۀ

باناخ‑تارسکی قضیۀ اثبات ۶

یک چگونه دهد نشان که است این باناخ‑تارسکی قضیۀ هدف کردیم اشاره مقدمه در که همان طور

کنار در آن ها مجدد چیدن و قطعات انتقال و دوران با که کرد تقسیم قطعاتی به می توان را توپر گوی

S۲ کرۀ برای را حکم این ابتدا بخش این در ساخت. اولیه گوی با هم اندازه توپرِ گوی دو بتوان هم

است. مطلب همین نیز باناخ‑تارسکی اثبات اساس که دید خواهیم بعداً می کنیم. اثبات

را آن که ،F۲ عمل تحت x F۲‑مدار آنگاه x ∈ S۲ \D اگر که می دانیم ۸ .۵ لم به باتوجه

. Fx = {f · x : f ∈ F۲} آن در که است S۲ \D از زیر مجموعه یک می دهیم، نشان Fx با

Fx ∩Fy 6= ∅ اگر یعنی مساوی، یا و هستند مجزا یا F۲‑مدارها که کرد بررسی می توان به  سادگی

(Fi)i∈I با را S۲ \D اعضای متمایز F۲‑مدارهای تمام خانوادۀ اگر همچنین .Fx = Fy آنگاه

گروه یک F۲ که دادیم نشان ۱ .۴ قضیۀ در .S۲ \ D =
∪

i∈I Fi صورت این در دهیم، نشان

F۲ ناسازگونی باناخ‑تارسکی قضیۀ اثبات در مطلب این کاربرد در سهولت برای است. ناسازگون

می بریم. کار به مقاله پایان تا را لم این در شده تعریف مجموعه های می کنیم. بیان زیر لم به صورت را

.P۲ ∼F۲ F۲ و P۱ ∼F۲ F۲ که به طوری است موجود F۲ از {P۱, P۲} افراز .۱ .۶ لم

کنید تعریف ۱ .۴ قضیۀ نمادگذاری های با اثبات.

A۱ = Ψ(a−۱) ∪ {e, an : n = ۱, ۲, ۳, . . .},

A۲ = Ψ(a) \ {e, an : n = ۱, ۲, ۳, . . .},

B۱ = Ψ(b−۱),

B۲ = Ψ(b).

و P۱ برای افرازی {A۱, A۲} به وضوح .P۲ = B۱ ∪B۲ و P۱ = A۱ ∪A۲ بنویسید اکنون

و (a.A۱)∪A۲ = F۲ دادیم نشان ۱ .۴ قضیۀ در که همان طور است. P۲ برای افرازی {B۱, B۲}

{P۱, P۲} که است واضح همچنین .P۲ ∼F۲ F۲ و P۱ ∼F۲ F۲ بنابراین .b.B۱ ∪B۲ = F۲

است. F۲ برای افرازی
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کنیم. اثبات S۲ برای را تارسکی باناخ‑ قضیۀ که آماده ایم اکنون

که به طوری است موجود S۲ برای {S۱, S۲} افراز .(S۲ برای باناخ‑تارسکی (قضیۀ ۲ .۶ قضیه

. S۲ ∼SO۳ S۲ و S۱ ∼SO۳ S۲

انتخاب، اصل از استفاده با شد. تعریف ۷ .۵ لم در که باشد همان D مجموعۀ کنید فرض اثبات.

در دارد عضو یک فقط و یک S۲ \D روی F۲ عمل مدار هر از که را M ⊆ S۲ \D مجموعۀ

کنید تعریف ۱ .۶ لم در شده تعریف P۱, P۲ ⊆ F۲ برای می گیریم. نظر

P۱ ·M = {f ·m : f ∈ P۱,m ∈M}, P۲ ·M = {f ·m : f ∈ P۲,m ∈M}.

مدار هر از M اینکه به توجه با ازطرفی، .P۱ ·M,P۲ ·M ⊆ S۲ \D می گیریم نتیجه ۸ .۵ لم از

دارد، عضو یک Fi

P۱ ·M ∪ P۲ ·M = (P۱ ∪ P۲) ·M = F۲ ·M =
∪
i∈I

Fi = S۲ \D,

P۱ ·M ∩ P۲ ·M = (P۱ ∩ P۲) ·M = ∅.

برای . P۲ ·M ∼SO۳ F۲ ·M و P۱ ·M ∼SO۳ F۲ ·M که می دهیم نشان بعدی قدم در

داریم ۱ .۶ لم به توجه با کار این

A۱ ·M ∪A۲ ·M = (A۱ ∪A۲) ·M = P۱ ·M,

a · (A۱ ·M) ∪A۲ ·M = (aA۱ ∪A۲) ·M = F۲ ·M,

B۱ ·M ∪B۲ ·M = (B۱ ∪B۲) ·M = P۲ ·M,

b · (B۱ ·M) ∪B۲ ·M = (bB۱ ∪B۲) ·M = F۲ ·M.

اعضای پس هستند تهی bB۱ ∩B۲ و ،B۱ ∩B۲ ،aA۱ ∩A۲  ،A۱ ∩A۲ مجموعه های از آنجا که

و ،{B۱ ·M,B۲ ·M} ،{a · (A۱ ·M), A۲ ·M} ،{A۱ ·M,A۲ ·M} مجموعه های

،P۲ ·M  ،F۲ ·M ،P۱ ·M برای افرازهایی ترتیب به و مجزایند نیز {b · (B۱ ·M), B۲ ·M}

.P۲ ·M ∼SO۳ F۲ ·M و P۱ ·M ∼SO۳ F۲ ·M بنابراین می دهند. تشکیل F۲ ·M و
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و S۱ ∩S۲ = ∅ آنگاه ،S۲ := P۲ ·M و S۱ := P۱ ·M ∪D کنیم تعریف اگر سرانجام،

S۱ ∪ S۲ = P۱ ·M ∪D ∪ P۲ ·M

= (P۱ ·M ∪ P۲ ·M) ∪D

= (S۲ \D) ∪D

= S۲.

نتیجه پس D ∼SO۳ D همچنین و P۱ ·M ∼SO۳ F۲ ·M دادیم نشان اینکه به توجه با حالا

که می گیریم

S۱ ∼SO۳ (F۲ ·M) ∪D = (S۲ \D) ∪D = S۲.

بنابراین ،S۲ ∼SO۳ S۲ \D کردیم ثابت ۷ .۵ لم در از طرفی

S۲ = P۲ ·M ∼SO۳ (F۲ ·M) = S۲ \D ∼SO۳ S
۲.

به طوری موجودند B۱,B۲ ⊆ B۳ مجزای زیرمجموعه های باناخ‑تارسکی). (پارادوکس ۳ .۶ قضیه

. B۲ ∼SO۳ B۳ و B۱ ∼SO۳ B۳ و B۳ = B۱ ∪ B۲ که

کنیم. بیان را تارسکی باناخ قضیۀ اثبات آماده ایم اکنون

S۲ کرۀ از D و ،A۱, A۲, B۱, B۲ قطعۀ پنج ۲ .۶ قضیۀ اثبات به توجه با .۴ .۳ قضیۀ اثبات

تعریف i = ۱, ۲ و ۰ < r ≤ ۱ حقیقی اعداد برای شد. ساخته قضیه در نظر مورد خواص با

رفتند. کار به ۲ .۶ قضیۀ در که هستند همان هایی Siها آن در که rSi = {rx : x ∈ Si} کنید

مجزا بنابر .B۲ =
∪

۰<r≤۱ rS۲ و B۱ =
∪

۰<r≤۱ rS۱ آن در که B۱,B۲ ⊆ B۳ اکنون

همچنین هستند. مجزا نیز مجموعه دو این B۲ و B۱ ساختن روش و S۱, S۲ بودن

B۱ ∪ B۲ =
∪

۰<r≤۱
r(S۱ ∪ S۲) =

∪
۰<r≤۱

rS۲ = B۳ \ {۰}.

قطعۀ سه
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∪
۰<r≤۱

r(A۱.M),
∪

۰<r≤۱
r(A۲.M),

∪
۰<r≤۱

rD

نو از زیر به صورت SO۳ از اعضایی کمک به را آن ها می توان و می کنند افراز را B۱ مجموعۀ B۳ از

چید هم کنار

∪
۰<r≤۱

r((aA۱).M),
∪

۰<r≤۱
r(A۲.M),

∪
۰<r≤۱

rD.

B۱ ∼SO۳ بنابراین است. B۳ \ {۰} برابر مجموعه ها این اجتماع که می شود دیده به سادگی

به همین طریق، .B۱ ∼SO۳ B۳ پس B۳ \ {۰} ∼SO۳ B۳ که دیدیم ۶ .۵ در چون و ،B۳ \ {۰}

اجتماع و می کنند افراز را B۲ مجموعۀ
∪

۰<r≤۱ r(B۲.M) و
∪

۰<r≤۱ r(B۱.M) قطعۀ دو

B۳ \{۰} برای افرازی
∪

۰<r≤۱ r(B۲.M) و
∪

۰<r≤۱ r((bB۱).M) به صورت قطعات این

.B۲ ∼SO۳ B۳ \ {۰} ∼SO۳ B۳ بنابراین است.

گروه ها ناسازگونی و میانگین پذیری ۷

را میانگین پذیری تعریف ابتدا می پردازیم. گروه ها ناسازگونی و میانگین پذیری رابطۀ به بخش این در

می آوریم.

باشد موجود G روی µ متناهی جمع پذیر اندازۀ هرگاه می گویند میانگین پذیر را G گروه .۱ .۷ تعریف

.µ(gA) = µ(A) باشیم داشته A ⊆ G هر و g ∈ G هر برای و µ(G) = ۱ که به طوری

داشته G از B و A مجزای زیرمجموعۀ دو هر برای که است این µ بودن متناهی جمع پذیر از منظور

.µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) باشیم

نیست. ناسازگون آنگاه باشد میانگین پذیر G گروه اگر .۲ .۷ قضیه

زیر مجموعه های A۱, A۲, . . . , An, B۱, B۲, . . . , Bm که کنید فرض خلف برهان با اثبات.

G =
∪n

i=۱ giAi =
∪m

j=۱ hjBj و می کنند صدق ۱ .۳ تعریف در که باشند G از مجزا دوبه دو

۱ .۷ در گفته شده خواص با اندازه ای µ کنید فرض همچنین Gاند . از اعضایی hj ها giو آن در که
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صورت این در باشد.

µ(G) + µ(G) = µ(
n∪

i=۱
giAi) + µ(

m∪
j=۱

hjBj)

≤
n∑

i=۱
µ(giAi) +

m∑
j=۱

µ(hjBj)

=

n∑
i=۱

µ(Ai) +

m∑
j=۱

µ(Bj)

= µ(
( n∪
i=۱

Ai

)
∪
( m∪
j=۱

Bj)
)

≤ µ(G)

ندارد. امکان  که

می شود. نتیجه نیز است نویمان فون به منسوب که زیر قضیۀ از ۲ .۷ قضیۀ

باشد. G−ناسازگون نمی تواند X آنگاه کند، عمل X روی G میانگین پذیر گروه اگر .۳ .۷ قضیه

نظر در ثابت را x ∈ X باشد ، ۱ .۷ تعریف در صادق P(G) روی اندازه ای µ کنید فرض اثبات.

دیده به سادگی .ν(A) = µ{g ∈ G : g.x ∈ A} کنید تعریف A ⊆ X هر برای و گرفته

هر برای و است متناهی جمع پذیر یعنی می یابد، انتقال ν به µ اندازۀ ویژگی های تمام که می شود

قضیۀ با مشابه باشد ناسازگون X اگر اکنون .ν(g.E) = ν(E) داریم E ⊆ X و g ∈ G

پس ν(X) = µ(G) = ۱ اینکه به توجه با و می آید به دست ۲ν(X) ≤ ν(X) نامساوی ۲ .۷

است. تناقض گفته شده رابطۀ

ناسازگون که گروه هایی یعنی می شود؛ نتیجه است تارسکی آن از که زیر قضیۀ از ۲ .۷ قضیۀ عکس

میانگین پذیرند. نیستند

تجزیۀ هیچ E ⊆ X و کند عمل X مجموعۀ روی G گروه اگر .([۶] تارسکی (قضیۀ ۴ .۷ قضیه

موجود X زیر مجموعه های تمام روی µ متناهی جمع پذیر اندازۀ آنگاه باشد نداشته G −ناسازگونی

. µ(E) = ۱ و µ(g.Y ) = µ(Y ) داریم g ∈ G,Y ⊆ X هر برای که به طوری است
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ناسازگون گروه یک SO۳ که می شود نتیجه ۳ .۳ قضیۀ پس از توضیحات و ۲ .۴ قضیۀ به توجه با

نیست. میانگین پذیر ۲ .۷ قضیۀ بنابر و است

G اگر داد نشان و کرد تعریف را گروه ها میانگین پذیری مفهوم ۱۹۲۴ سال در نویمان فون

باناخ‑ قضیۀ تأثیر تحت مفهوم این ندارد. F۲ با یکریخت زیر گروهی آنگاه باشد میانگین پذیر

گروه های یعنی است، درست نیز حکم این عکس که زد حدس نویمان فون بود. شده تعریف تارسکی

در آلشانسکی۱ .[۱۰] هستند دو مرتبۀ از آزاد گروه با یکریخت زیر گروه های دارای میانگین ناپذیر

هیچ و نیستند میانگین پذیر گروه ها این داد نشان تارسکی۲ غول آسای گروه های تعریف با ۱۹۸۰

تارسکی غول آسای گروه یک را G گروه باشد، اول عددی p اگر ندارند. F۲ با یکریخت زیرگروه

فون بنابراین باشد. p مرتبۀ از دوری گروهی G از غیر بدیهی زیرگروه هر هرگاه می نامیم p برای

F۲ با یکریخت زیرگروه یک G اینکه با است معادل G گروه ناسازگونی که می کرد گمان نویمان

انتشار بعد از سال دو آدیان۳ .[۶] است نادرست حدس این داد نشان آلشانسکی اما باشد، داشته

مثال های از هیچ یک البته کرد. پیدا نویمان فون حدس برای دیگری نقض مثال آلشانسکی مثال

که می کردند گمان ریاضی دانان مدت ها تا و نیستند متناهی نمایش۴ گروه های جزو پیداشده نقض

۲۰۰۳ سال در سرانجام باشد. درست متناهی نمایش گروه های برای نویمان فون حدس است ممکن

برای نقضی مثال که کردند پیدا را متناهی نمایش گروه های از دسته ای ساپیر۵ مارک و آلشانسکی
لودا۷ سال همان در که کرد پیدا ساده ای نقض مثال مونو۶ ۲۰۱۳ سال در بودند. نویمان فون حدس

بود. مولدها بین رابطه ۹ و مولد ۳ با متناهی نمایش که کردند پیدا مثال این از زیرگروهی مور۸ و

توپولوژیک گروه می شود: تعریف نیز توپولوژیک گروه های برای میانگین پذیری که کنید توجه

ناوردای متناهی جمع پذیر، اندازۀ یک هرگاه می نامیم میانگین پذیر را G فشرده موضعاً هاوسدورف

با G گسستۀ گروه اگر باشد. موجود G بورل زیرمجموعه های خانوادۀ روی متناهی و چپ،

نسبت زیرمجموعه ها تمام زیرا هست نیز توپولوژیک میانگین پذیر باشد، میانگین پذیر ۱ .۷ تعریف

احتمال اندازۀ یک هار۹ اندازۀ باشد فشرده G گروه اگر بورل اند. مجموعۀ گسسته توپولوژی به

فشرده گروه هر بنابراین و می شود تعریف بورل مجموعه های روی که است چپ ناوردای و شمارا جمعی

طولپایی ها گروه از فشرده زیرگروه SO۳ گروه مثال عنوان به اما است. توپولوژیکی میانگین پذیر

یک گروه این که دیدیم مقاله این در ولی است، توپولوژیکی میانگین پذیر بنابراین و است R۳ روی

نیست. میانگین پذیر ۱ .۷ تعریف با گروه این می گیریم نتیجه اینجا از است. ناسازگون گروه

1. Alexander Ol’shanskii 2. Tarski monster groups 3. Sergei Ivanovich Adian 4. finitely presented
5. Mark Sapir 6. Nicolas Monod 7. Yash Lodha 8. Justin Tatch Moore 9. Haar measure
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تمام روی µ مثل متناهی جمع پذیری اندازۀ هیچ گرفت نتیجه می توان باناخ‑تارسکی قضیۀ از

نگاشت های تحت مجموعه ها اندازۀ و باشد µ(B۳)متناهی که طوری ندارد R۳وجود زیر مجموعه های

زیر مجموعه های تمام روی که متناهی جمع پذیر اندازه های وجود که دریافت فون نویمان بماند. ثابت طولپا

گروه کرد ثابت او کرد. متمایز را خاصیت این با گروه هایی و است امکان پذیر باشد شده تعریف G

برقرار R۲ و R برای باناخ‑تارسکی قضیۀ بنابراین و است میانگین پذیر n = ۱, ۲ برای En

نیست.
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Abstract. The Banach-Tarski paradoxit state that, is possible to partition the solid ball
into fi nitely many pieces and reassemble them to form two solid balls, each identical
in size to the first. In this article, we discuss a self-sufficient proof of the Banach-Tarski
paradox. This paradox is based on the axiom of choice.
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