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کرد.

سطح بودن تخت است. تخت زمین کرۀ که می کردند فکر مردم از بسیاری پیش سال هزاران
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یکسان محلی ناظران چشم به زمین روی در بسیاری شکل های که است این می شود توجه آن به

را نامنتظم کوچک تودۀ یک یا دونات شکل می تواند زمین ناظران این دید از نمونه، برای می آیند.

باشد. داشته

دیدی با بخواهیم وقتی که می دهد نشان آشکارا توپولوژی نام به ریاضی از شاخه ای در تحقیقات

یک می شویم. روبه رو مشابه وضعیتی با کنیم توصیف را عالم کلی شکل فضا در نقطه ای از محدود

فاصله های در معمول اقلیدسی فضای هندسی ساختار که بگیرید نتیجه نمی تواند زمین روی در ناظر

اگر نیست. دست در نیز آن بر خلاف گواهی هیچ هنوز هرچند می ماند، پابرجا نیز عالم دوردستِ

یک مثل است ممکن فضا که است این رایج تصور یک چیست؟ پس نیست، اقلیدسی عالم ساختار

فضا چهار بعدی خمیدگی آن، با مرتبط کاملا مفهوم و فضا سه بعدی خمیدگی باشد. «خمیده» رویه

و نجوم در مهمی اندیشه های اینشتین، عمومی نسبیت نظریۀ در کلیدیشان نقش دلیل به زمان، و

شده اند. کیهان شناسی

مقایسه با نیست. کافی عالم شکل اسم به چیزی بیان برای به تنهایی خمیدگی تعیین با این همه،

ولی گرفت، نظر در را ممکن سه  بعدی ساختارهای از بعضی عالم برای می توان دو بعدی رویه های با

فضا چون درواقع، می شود. شروع سوم بعد ورود با که است وضعیتی غنای از حاکی تنها مقایسه این

می توان می شود، گرفته نظر در فضا‑زمان نام به واحد مفهوم یک به صورت نسبیت نظریۀ در زمان و

داریم قانع کننده ای دلیل با این همه، است. چهاربعدی عالم برای مناسب ریاضی ساختار که کرد فرض

بنابراین است. حاکم سه بعدی فضای ساختار تنها چهاربعدی فضا‑زمان ساختار بر که کنیم باور که

این به که را سه بعدی ساختارهای انواع باید عالم ساختار پیش داوری بدون و کلی بررسی برای

سه خمینه به اختصار یا سه بعدی خمینه های را ساختارها این بشناسیم. می شوند ختم محسوس عالم

می نامند.

است قرن یک بیش از است. رویه ها یا دو خمینه ها مطالعۀ گسترش نوعی به سه خمینه ها مطالعۀ

رده بندی ولی کنند، دسته بندی و توصیف را ممکن دوخمینه های همۀ چگونه می دانند توپولوژی دان ها که

یک به صورت می کنند پیدا آن ها که پیچیده ای شکل های علت به سه بعدی خمینه های همۀ اصولی

پیچیدگی ها این بیانگر نوعی به جراحی به موسوم ریاضی روشی است.۱ مانده باقی حل نشده مسئلۀ

درست سه خمینه یک نخ یک پیچیدۀ هم به گرۀ هر از می توان جراحی روش از استفاده با است.

ماهیگیری نخ از گره خورده کلاف دو کنید تصور گره. آن پیچاندن یا زدن گره طرز از صرف نظر کرد،

م. ـــ ببینید. آن ها رده بندی و سه بعدی خمینه های با آشنایی برای را [۱] نمونه، برای ۱۹۸۴؛ سال تا البته .۱
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اصولی رده بندی امکان بدون نه. یا است هم مثل نخ دو این گره خوردگی آیا ببینید می خواهید و دارید

اواخر این تا از این رو، نیست. هم سه خمینه ها تحلیل امکان به امیدی هیچ نخ ها از گره هایی چنین

داشتند. سه خمینه ها دربارۀ اصولی نظریه ای ابداع به کمی امید ریاضی دانان

دربارۀ (ترستون) حاضر نویسندگان از یکی تحقیقات شود. بازبینی باید اکنون بدبینانه گمان آن

سه خمینه ها همۀ شناخت به را ما است ممکن که دارد وجود الگویی که می دهد نشان سه خمینه ها هندسۀ

تاباندن و پیچش در نتیجه و می گیرند، قرار الگو آن قالب در شناخته شده سه خمینه های همۀ  برساند.

کرد. بیان هندسی زبان به می توان را آن ها

نمونه، برای شد. پدیدار کمی رابطه های هندسی درک به نیاز اثر بر ۱۹ سدۀ در خمینه ها نظریه

ترسیم صفحه نقطه های از مجموعه ای به صورت می توان را متغیر دو با معادله ای جواب های مجموعۀ

این ،معمولا می کند؛ صدق معادله در که است متغیرها مقدارهای از جفتی نمایش دهندۀ نقطه هر کرد.

معادله یک جواب مجموعۀ مشابه، طریق به است. خم ها از مجموعه ای یا خم یک نقطه ها از مجموعه

سطح مانند کرد، ترسیم سه بعدی فضای در دو بعدی رویه یک به صورت می توان غالباً را متغیر سه با

به طور گفته شده روش همین به را متغیر سه از بیش با معادله های جواب مجموعۀ می توان کره. یک

اگرچه بالاترند. بعد با فضایی در بالا بعد از خمینه ای جواب ها مجموعه این کرد: توصیف هندسی

معادله هایی مطالعۀ برای ذهنی ابزارهایی ریاضی دانان کرد، تجسم مستقیماً را اشیائی چنین نمی توان

کرده اند. ابداع می شوند بالا ابعاد با خمینه هایی به منجر که

ـــ ریاضی واژگان می کند فراهم توپولوژی آنچه کند. حل عملا را معادله ها نمی تواند توپولوژی

غیرمشخص جواب مجموعۀ یک دربارۀ کلی بحث امکان آن وسیلۀ به که است ـــ صفت ها و نام ها

دارای معادله اند یک جواب مجموعۀ که نقطه هایی از متشکل خمینۀ هرچند بنابراین، می گردد. میسر

بلکه، نیست. خاص شکل آن ویژگی های به مقید خمینه آن توپولوژی است، ابهام بدون شکلی

حفظ خمینه دلخواه [دگردیسی]۱ شکل تغییر با که می شود شامل را ویژگی هایی بررسی توپولوژی

نباشد. سوراخ کردن و پاره کردن، بریدن، با همراه شکل تغییر این که مادامی می شوند

کاو تورفتگی یک کار این برای کرد تبدیل قهوه فنجان یک به شکل تغییر با می توان را دونات

بزرگ را تورفتگی آن دونات دیگرِ جاهای فشردن با هم زمان سپس و می کنیم ایجاد دونات سطح در

نمی تواند که است کسی توپولوژی دان می گوید، ریاضی قدیمی شوخی یک که همان طور می کنیم.

توپولوژی دان از سوی دیگر، دهد. تمیز دسته) یک (با قهوه فنجان از را سوراخ) یک (با دونات

1. deformation
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پیوسته شکل تغییر با را یکی زیرا می دهد، تمیز بی دسته لیوان یک سطح از را دونات سطح می تواند

شکل های تغییر توپولوژی چون که رسد نظر به چنین است ممکن آورد. در دیگری شکل به نمی توان

بسیاری در اما، می روند. دست از آن در خمینه جالب ویژگی های بیشتر پس می شمرد مجاز را دلخواه

می کند. ایفا مهم نقشی توپولوژیک اطلاعات ریاضی مسائل از

نظریۀ نیست. یکی سه بعدی اقلیدسی نامتناهی فضای ساختار با لزوماً عالم توپولوژیک ساختار .۱ شکل
شده خمیده خود «به بی شماری صورت های به است ممکن فضا که می دهد نشان سه بعدی خمینه های ریاضی
۱۹۳۲ سال در وبر و زایفرت هربرت که است سه خمینه ای فضا توپولوژی برای ممکن مدل یک باشد».
بالاتر یا چهار بعد از را آن باید کار این برای زیرا کرد، مجسم بیرون از نمی توان را خمینه این کردند. کشف
طریقی به روبه رویش وجه های که دوازده وجهی یک به صورت محدودتر شکلی به  می توان را آن با این حال، دید.
خارج و داخل طرف به که رنگی خط دار کرد. نوارهای تجسم است شده گرفته یکی یا چسبیده هم به ریاضی  وار
وجه جفت هر از شود: انجام باید چگونه چسباندن ها که می دهند نشان حرکت اند در وجهی دوازده وجه های
متناظرش وجه به کرد دوران وجه، آن دو بر عمود محور حول کامل دور یک سه دهم اندازۀ به آنکه بعداز یکی
است، شده داده نشان دوازده وجهی بیرونِ سایه دار تصویرهای به صورت نوارها از بخشی اگرچه می چسبد.
نوارها از یکی که هنگامی دارند. وجود دوازده وجهی داخل در نقاط فقط زیرا نیستند، آنجا واقعاً نوارها آن
دوباره روبه رویش وجه در و می شود ناپدید وجه آن از می کند حرکت دوازده وجهی وجه های از یکی سوی به
خمینۀ ساختار مثل عالم ساختار اگر است. شده دوازده وجهی وارد دیگری سمت از اینکه گو می شود پیدا

می یابد. انبساط همیشه برای ولی است متناهی جهان باشد زایفرت‑وِبِر
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دِن۱، ماکس پوانکاره، هانری را سه خمینه ها توپولوژیک نظریۀ دربارۀ بنیادی تحقیقات اولین

است این سه خمینه ها مطالعۀ در مشکل یک کردند. آغاز ۱۹۰۰ نزدیک سال های در هیگو۲ پل و

را رویه ها از بسیاری بدهد. انتزاعی نمایش به را جایش اندازه ای تا باید آن ها بی واسطۀ تجسم که

بیرون از رویه، خودِ بعد از بالاتر بعد یک سوم، بعد از را آن ها می توان زیرا کرد مجسم می توان

می توان شود. بسته یا و خمیده خودش روی تا می دهد کافی جای رویه به اضافی بعد نگریست.

یا چهار بعد از فضایی در را آن گویی که صورت این به کرد، تجسم را سه خمینه یک بیرونی نمای

نیست. لازم هم پیچ و تابی چنین که برد خواهیم پی ولی می کنیم، نگاه داریم بیشتر

به صورت روبه رویش ضلع های که مربعی به صورت می توان را دوبعدی چنبرۀ به موسوم دو بعدی خمینۀ .۲ شکل
را راست ضلع با چپ ضلع و پایین، ضلع با بالا ضلع به بیان دیگر، داد. نمایش است چسبیده هم به انتزاعی
اگر می شود؛ ظاهر چپ ضلع در دوباره شود دور راست ضلع سمت از خط دار افقی نوار اگر می گیریم. یکی
از بسیاری در اشیاء حرکت مانند حرکت این می شود. ظاهر پایین ضلع در شود، دور بالا ضلع سمت از نوار
در مربع رأس چهار هر می شود، چسبانده هم به انتزاعی به صورت اضلاع که هنگامی است. ویدئویی بازی های
قطعه های می کند، حرکت رأسی سمت به خط داری نوار که وقتی می شوند؛ منطبق هم بر خمینه روی نقطه یک

می شوند. ظاهر دیگر رأس سه در آن

1. Max Dehn 2. Poul Heegaard



ویکس سه بعدی/ترستون، خمینه های ریاضیات ۳۵۶

تشکیل شده اند پین هم به نقطه یک در که صلب میلۀ دو از دوطرفه میل لنگ میله  بندی دستگاه .۳ شکل
دوران میله ها صفحۀ در پین حول آزادانه میله ها می شود. داشته نگه ثابت میله ها از یکی انتهای می شود؛
محور دو از حاصل صفحۀ از نقطه ای با می توان را میله ها از ممکن پیکربندی هر چپ). (سمت می کنند
و است، ثابت راستای یک و اول میلۀ راستای بین زاویۀ نشانگر محور یک کرد: ترسیم هم بر عمود مختصات
وضعیت های تمام که آمده به دست نقطه های همۀ مجموعۀ می دهد. نشان را دوم میلۀ به متناظر زاویۀ دوم محور
پیکربندی چون راست). (سمت می شود نامیده دستگاه پیکربندی فضای می دهد، نمایش را دستگاه ممکن
پیکربندی فضای نمی کند، تغییری میله ها مذکور زاویه های از هر یک درجه ای ۳۶۰ تغییر با دوطرفه میل لنگ
نقطه های می دهند. نشان را میله ها درجه ای ۳۶۰ تا درجه صفر دوران که خط هایی به محدود است مربعی
پیکربندی فضای به بیان دیگر، هستند، دستگاه یکسان پیکربندی های نمایش دهندۀ مربع متقابل اضلاع روی

. است دو چنبره به صورت

که چندضلعی هایی به صورت می توان را دو خمینه ها که دریافتند ریاضی دانان نوزدهم سدۀ در

،۱۸۸۴ سال چاپ پختستان ۲، داستان در داد۱ نمایش شده اند گرفته یکی هم با نوعی به ضلع هایشان

می کند. زندگی صفحه در کلا که می کند توصیف را دو بعدی موجود یک داستان اَبوت ای. ادوین

بگیرید، نظر در عجیب تر توپولوژی یک با دو بعدی خمینۀ یک روی را موجودی چنین حرکت های

بالایی ضلع از موجود این که هنگامی باشند. شده گرفته یکی هم با مقابلش ضلع های که مربعی یعنی

در می شود، دور راست سمت ضلع از که هنگامی می شود؛ ظاهر مربع پایین در می شود، دور مربع

سمت ضلع و پایین ضلع به مربع بالای ضلع به خودیِ خود بنابراین، می شود. ظاهر دوباره چپ سمت

چنین روی ویدئویی بازی های از بسیاری که است گفتنی است. چسبیده چپ سمت ضلع به راست

آن پایین ضلع در می شود دور صحنه بالای ضلع از بازی در شخصیتی وقتی می کنند: عمل اصلی

گونه اند. همین هم ضلع ها بقیۀ و می شود، ظاهر دوباره
م. ـــ ببینید. را [۱۷] در ۱۸ .۸ تمرین نمونه برای .۱

2. Flatland



۳۵۷ (۱۴۰۳ تابستان و (بهار ۱ شمارۀ ،۴۳ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

استوانه یک پایینی، به بالایی ضلع چسباندن است. آسان کاری مربع یک ضلع های چسباندن

یک هم به دایره) (دو استوانه بازِ سرهای چسباندن و است باز طرف دو  از که می دهد به دست

درزهای ضلع ها، چسباندن پس از می دهد. به دست دو بعدی، چنبرۀ یک یعنی سوراخ، یک با دونات

کنند. پیدا را چسب ها جای نمی توانند پختستان ساکنان و می شوند؛ پاک شده چسبیده محل های

به موسوم یکسانی، مجرد خمینه های باشد) شده یکی هم با به درستی ضلع هایش (که مربع و دونات

هستند. دو بعدی، چنبرۀ

به نیازی دو بعدی چنبرۀ شهودی درک برای می بینیم ویدئویی بازی های در چنان که با این همه،

کرد، تقلید مربع یک روی را شیء یک حرکت می توان به آسانی تمرین کمی با نیست. چسباندن عمل

تعداد انتزاعی چسباندن شیوۀ باشد. شده انجام انتزاعی به صورت تنها آن ضلع های چسباندن که

نکتۀ است. مشکل بسیار آن ها تجسم آن غیاب در که کرد هندسی شهود حوزۀ وارد را خمینه زیادی

هندسی درک برای تا داد گسترش می توان به آسانی را چسباندن شگرد که است این ما برای مهم

آید. کار به نیز سه خمینه ها

به اتاق، یک درون فضای مانند فضا، مکعبی بلوک یک از که بگیرید نظر در را سه خمینه ای

دیوار به را چپ سمت دیوار و پشتی دیوار به را جلویی دیوار انتزاعی به صورت است. آمده  دست

کرد تصور می توان دهید، انجام درست را کار این اگر بچسبانید. سقف به را کف و راست سمت

توصیف برای آنچه اما است. شده متصل خودش به و پیچیده خودش دور چهارمی بعد در اتاق که

جلویی دیوار سمت به خمینه در شیئ اگر می شود. معلوم چسباندن فرایند از است لازم خمینه این

می شود؛ ظاهر دوباره پشتی دیوار از و می شود ناپدید دیوار آن به] رسیدن [هنگام در شود، داده حرکت

چپ دیوار از و می شود ناپدید راست سمت دیوار به] رسیدن [هنگام در شیء آن شکل، همین به

حرکت این آشکارا می شود. ظاهر دوباره آن کف در و ناپدید مکعب سقف در و می شود، ظاهر دوباره

شبیه سه بعدی خمینه ای خمینه، این دارد؛ دو بعدی چنبرۀ در شیء یک حرکت به فوق العاده ای شباهت

می شود. نامیده سه بعدی چنبرۀ دلیل همین به و است دو بعدی چنبرۀ به

در زندگی به آسانی می توان بگذاریم، کنار را فیزیکی واقعیت و فضا عادی مفاهیم لحظه ای اگر

روی مقابل نقطۀ از و می گذرد آن از که دیدی خط و پشتی دیوار به کرد. تصور را سه بعدی چنبرۀ یک

را راست سمت است. سر پشت از خودتان تصویر می بینید آنچه کنید، نگاه می گردد باز جلویی دیوار

سرتان بالای از تصویری تا کنید نگاه را پایین ببینید، را چپ سمت از خودتان تصویر تا کنید نگاه

انگار می بینید شما که چیزی می پیماید، جهت ها تمام در را اتاق دید خط چون درواقع، ببینید. را
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این شده اند. مرتب مستطیلی مشبکۀ یک در همگی که است، خودتان و اتاق از تصویر بی نهایت

وجود به است آینه از کفش و سقف، دیوارها، همۀ که اتاقی در که است چیزی به شبیه اپتیکی پدیدۀ

همۀ بلکه کند؛ وارونه را اتاق تصویرهای که ندارد وجود بازتابی هیچ اینجا در که فرق این با می آید.

هستند. شیء خودِ مستقیم تصویرِ تصویر ها

و کف، دیوارها، که است اتاقی در ناظری دیدگاه مانند سه بعدی چنبرۀ یک در واقع ناظر دیدگاه .۴ شکل
راست دیوار ،مثلا از، دید خط نمی شود. پیدا تصاویر آینه ای وارون هیچ اما،  باشد؛ شده پوشیده آینه با سقفش
منظر از را اتاق می کند نگاه راست سمت از ناظر وقتی بنابراین، می آید؛ بیرون چپ دیوار از و می کند عبور
وقتی و می بیند، پشت دیوار منظر از را اتاق می کند نگاه جلو از ناظر وقتی نحو، همین به می بیند. چپ دیوار
سه  بعدی چنبرۀ داخل نامعلومی به طور دید خط چون می بیند. اتاق کف منظر از را اتاق می کند نگاه بالا از ناظر
شده گسترده جهت ها همۀ در که است نامتناهی مستطیلی مشبکۀ یک اتاق که رسد می نظر به چنین می ماند،
مستطیلی نامتناهی مجموعۀ این در موجود تصاویر زیرا نیست، نامتناهی سه بعدی چنبرۀ با این همه، است.

هستند. چیز یک تصویرهای همه درواقع

عالم که می شود نتیجه نکرده اند مشاهده را عجیبی دیداری پدیده های چنین منجمان اینکه از آیا

میلیارد ۲۰ تا ۱۰ بین عالم سن است. منفی جواب باشد؟ سه بعدی چنبرۀ یک به صورت نمی تواند

هیچ نوری، سال میلیارد ۶۰ مثلا درازی به بود، سه بعدی چنبرۀ به صورت عالم اگر است. سال

که است این دیگر امکان نداشت. را آن طول در کامل برگشت و رفت یک برای کافی زمان نوری

به صورت عالم اگر باشد: کرده ثبت قبلا است پیموده را عالم دور که را نور حرکت رصدی اخترشناسی
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خودمان کهکشان است ممکن می بینیم ما که دوردست کهکشان های از یکی باشد، سه بعدی چنبرۀ

که می شود تشکیل نوری از ما کهکشان تصویر زیرا است دشوار موضوع این درستی بررسی باشد.

کرده عالم از گذر صرف را زمانی فاصلۀ این و است شده گسیل منبع اش از پیش سال میلیارد ها

راه شیری کهکشان شد خواهد دیده آنچه دارد، کافی وضوح تصویر تعداد هر که کنیم فرض اگر است.

دارای عالمی چنین است. می شده گسیل نور وقتی که طوری آن است، تکاملش اولیۀ مراحل در

ندارد. مرزی هیچ گونه ولی است متناهی حجم

همچنین و دیگر چندوجهی های از می توان را عالم فضایی ساختار برای دیگری ممکن مدل های

بعضی کنیم تصور که است این مربوط خمینۀ درک برای راه بهترین مورد هر در آورد. دست به مکعب

به آسانی خمینه هایی چنین از دوتا شده اند. چسبانده هم به انتزاعی به صورت چندوجهی وجه های از

و منتظم اند پنج ضلعی های  دوازده وجهی، وجه ۱۲ از هر یک می شود. ساخته منتظم دوازده وجهی از

یک مخالف سوی دو در و هم با موازی جفت هر که شده اند مرتب جفت هایی به صورت وجه ها این

دارند. قرار دوازده وجهی از قطر

پنج ضلعی با پنج ضلعی ها از جفت هر از عضو یک دوازده وجهی گون سه بعدیِ خمینۀ اولین در

جهت در کامل دور یک یک دهم اندازۀ به اول عضو که طریق این به می شود منطبق رو به رویش

خمینۀ را خمینه این می شود. داده دوران صفحه اش بر عمود محور حول ساعت عقربه های خلاف

پوانکاره (اما است هم ارز کرد کشف ۱۹۰۲ سال در پوانکاره که سه خمینه ای با زیرا می نامند پوانکاره

دوم دوازده وجهی گون خمینۀ آورد.) به دست دوازده وجهی از می توان را خمینه این که نمی دانست

سه دهم اندازۀ به دوران بعداز رو به رویش پنج ضلعی به پنج ضلعی هر که می آید دست به طور این

فضای را آمده به دست خمینۀ شود. چسبانده ساعت عقربه های خلاف جهت در کامل دور یک

۱۹۳۲ سال در را آن وِبِر سی. و زایفرت هربرت زیرا می نامند ، زایفرت‑وِبِر۱ دوازده وجهی گون

با می شود حاصل عالمی سه بعدی، چنبرۀ مانند خمینه، دو این از ببینید.) را ۱ (شکل کردند کشف

لبه. یا مرز بدون ولی متناهی حجم

به دست فضا بزرگ مقیاس ساختار برای مشابه طریق به می توان را دیگری زیاد بسیار مدل های

چندوجهی های وجوه چسباندن با سه خمینه ها بیشتر نامنتظم اند، چندوجهی ها بیشتر ازآنجاکه آورد.

است ممکن آن ها چسباندن طریقۀ توضیح باشد زیاد وجه ها تعداد اگر می آیند. به دست نامنتظم

شود. پیچیده بسیار کاری

1. Seifert-Weber
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غیرحرفه ای خوانندۀ دارد. غیرواقعی جنبۀ کمی ما کار این که برسد نظر به چنین است ممکن

احتمالا اما دارد کردن فکر ارزش که است موضوعی فضا واقعی توپولوژی که کند تصدیق احتمالا

سودمندی در به حق است ممکن شخصی چنین به ویژه، دهد. انجام باید چگونه را کار این که نداند

که دلیل این به ایرادهایی چنین در توپولوژی دان دید از کند. شک کلی به طور «فضاها» مطالعۀ

مطالعۀ یقیناً است. رفته دست از هدف اصل است شده توجه توپولوژی استعاری توصیفات به فقط

نظریه ای توپولوژی خود ولی باشد، علم زمینه های دیگر از مسئله  هایی از متأثر است ممکن توپولوژی

تکلیف تعیین طریقی به فضا ساختار روزی فردا اگر واقعی. دنیای دربارۀ نظریه ای نه و است مجرد

نمی کند. رها را مجرد فضاهای مطالعۀ توپولوژی دانی هیچ شود،

دیگر مانند برعکس، است، بیگانه واقعی دنیای با توپولوژی که نیست این گفته این نتیجۀ

ارتباط این ولی دارد، بسیار بنیادی و قوی ارتباط های بیرون دنیای با توپولوژی ریاضی، شاخه های

باختن رنگ به شروع گفتیم، فضا برای که موردی مثل استعاره ای، یک اگر بنابراین است. غیرمستقیم

تجربه است. داده دست به استعاره آن که را شکلی مطالعۀ نه کنیم رها را استعاره آن است بهتر می کند

مؤثری پیامدهای عموماً دارد غنی درونی ساختار که ریاضی نظریۀ یک که است داده نشان بارها

پیش بینی را آن نمی توانست نظریه آن ابداع بیش از هیچ کس غالباً که دارد واقعی دنیای درک برای

از سطح آن به هیچ وقت باشد داشته قرار کلیشه ای استعاره های بار زیر پیوسته نظریه ای اگر کند.

بیابند. را کاربردهایی چنین آن در که نمی رسد پختگی

نوع نفع به را آسمانی استعارۀ اکنون که است خوب توپولوژیکی تحلیل گسترۀ دادن نشان برای

مکانیزم و میله ها از متشکل که بگیرید نظر در را مکانیکی دستگاه یک بگذاریم. کنار آن زمینی

متصل متناظرش حرف به را دستی تحریر ماشین در کلید یک که دستگاهی مانند است میله بندی۱

متشکل دستگاه هایی به عبارت دیگر یا می کنیم، بررسی را مسطح میله  بندی های تنها اینجا در می کند.

می کنند. حرکت صفحه یک در فقط میله ها همۀ که شده اند پین هم به طوری که را صلب میله های از

می شوند. پین آن به میله ها که باشد داشته نیز ثابت پایۀ یا تکیه گاه نقطۀ یک باید دستگاه این

است. میله  بندی یک ممکن حرکت های بررسی مکانیکی میله  بندی های دربارۀ نظریه یک هدف

این نیست لازم و می آید، آن ها کار به بررسی این که دارد وجود زیادی واقعی مکانیکی دستگاه های

مطالعۀ باشند. داشته هم به متصل میله های از مجموعه ای با زیادی فیزیکی همانندی دستگاه ها

یک یافتن مسئلۀ به زیادی توجه زمان آن در بود، رایج بسیار نوزدهم سدۀ دوم نیمۀ در میله  بندی ها

1. linkage
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جواب می رسد نظر به کند. حرکت راست خط در نقطه یک دست کم آن در که می شد میله  بندی

برای قدرت انتقال دستگاه طراحی مانند شد، خواهد بسیاری عملی کاربردهای به منجر مسئله این

هیچ یک است، شده پیدا مسئله این برای بسیاری زیبای و نظری راه حل های اگرچه بخاری. لوکوموتیو

است. نشده منجر مکانیکی طراحی یک به عمل در

میل لنگ میله بندی یک از ممکن پیکربندی های همۀ مجموعۀ از دو بعدی چنبرۀ مشابه سه خمینۀ .۵ شکل
یک و میله هر بین زاویۀ اگر چپ). (سمت می آید به دست است صفحه یک به محدود حرکتش که سه تایی
نقطه ای می تواند سه تایی میل لنگ ممکن وضعیت هر گیرد، قرار عمود دو به دو محور سه روی ثابت راستای
تغییر میله ای هیچ کامل دوران اثر بر میله بندی این پیکربندی راست). (سمت شود گرفته نظر در مکعب از
انتزاعی به صورت است درجه ۳۶۰ دوران با متناظر که مکعب وجه هر پیکربندی، فضای در بنابراین نمی کند.
سه بعدی چنبرۀ حاصل سه خمینه می شود. گرفته یکی است درجه صفر دوران با متناظر که روبه رویش وجه با

می شود. نامیده

صفحه در پاره خط ها از مجموعه ای طریق از می توان ریاضی از نظر را مکانیکی میله  بندی یک

این برای پین هایی، یا لولایی، نقطه های خط ها تلاقی نقاط از بعضی در است ممکن داد؛ نمایش

از آزادانه می توانند لولایی نقطه های و خط ها که می شود فرض ریاضی نظریۀ این در باشد. میله  بندی

میله  بندی دستگاه حرکت های پین هایش و میله ها که فیزیکی مدل یک ساخت مسئلۀ کنند. عبور هم

معلوم است. فرعی مسئلۀ یک ریاضی آنالیز از نظر اما نیست، بدیهی مسئلۀ کند تقلید را ایده آل

همان که دارد وجود فیزیکی میله بندی دستگاه یک ریاضی میله  بندی دستگاه از صورتی هر که می شود

نظری نمونۀ از پیچیده تر خیلی است ممکن فیزیکی میله  بندی دستگاه اگرچه می کند، اجرا را حرکت

متفاوت. کاملا ظاهری با و باشد آن

دستگاه آن پیکربندی فضای را مکانیکی میله  بندی یک برای ممکن همۀ وضعیت های مجموعۀ
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میله  بندی دستگاه ساده ترین است. توپولوژیک خمینۀ یک حالت ها بیشتر در فضا این می نامند؛

سر و میله طرف یک در تکیه گاه نقطۀ یک به شده پین میلۀ یک از که بگیرید نظر در را مکانیکی

رسم فضا در دایره ای میله، متحرکِ سر است. شده تشکیل صفحه یک در حرکت برای دیگر آزاد

فضای اینجا در است. میله  بندی دستگاه از وضعیت یک دقیقاً با متناظر دایره این نقطۀ هر و می کند،

سرش دو که گرفت نظر در مستقیم پاره خط یک مثل می توان را آن که است، دایره یک پیکربندی

هر و است، دوچنبره شبیه یک بعدی خمینۀ یک دایره است. شده چسبانده هم به انتزاعی به صورت

است. متناظر دستگاه آن از وضعیت یک با خمینه این در نقطه

روبه روی ضلع های اگر آورد. در مربع یک شکل به و کرد باز هم از می توان را سوراخ یک با دونات .۶ شکل
ازآنجاکه است. هم ارز توپولوژیکی ازنظر دونات با حاصل رویۀ شوند، چسبانده هم به انتزاعی به صورت مربع
می شود گفته توپولوژیکی دیدگاه از بنابراین است؛ اقلیدسی نوع از آن هندسۀ است، تخت صفحه، مانند مربع

است. اقلیدسی هندسۀ دارای سوراخ یک با دونات که

یک یعنی دوطرفه۱، میل لنگ دستگاه یک اول میلۀ انتهای به دیگر میله ای کردن وصل با

میلۀ از کوتاه تر میله بندی این در دوم میلۀ اگر می آید. به دست آزادی درجۀ دو با مکانیکی میله  بندی

به بیرون طرف از حلقه می رسد. تکیه گاه مرکز به حلقه روی نقطه هر به دوم میلۀ آزاد سر باشد، اول

1. double crank
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یک نیز شده اند متصل هم به مرکزی پین یک توسط که دوطرفه میل لنگ سه از متشکل میله  بندی .۷ شکل
داخل در نقطه هر از مرکزی پین و می شود، انجام صفحه یک در حرکت ها تمام می دهد. دست به دوخمینه

می گذرد. شش ضلعی

طول تفاضل با برابر شعاع با دایره ای به درون از و میله دو طول مجموع با برابر شعاعی با دایره ای

از نقطه ای هر به دوم میلۀ آزاد سر باشد، برابر هم با میله دو طول اگر است. شده محدود میله دو

سر این رد باشد اول میلۀ از بلندتر دوم میلۀ اگر می رسد. میله دو طول مجموع با برابر شعاع با دایره

دو این نباید با این همه، است. میله دو طول تفاضل با برابر آن درونی شعاع که است حلقه ای نیز آزاد

نقطۀ وضعیت از ما اطلاعات زیراکه گرفت. اشتباه دستگاه پیکربندی فضای با را نقاط از مجموعه

نقطه ای هر نظیر نمی کند. مشخص یکتایی به صورت را دستگاه پیکربندی فضای دوم میلۀ انتهایی

صورت دو به می تواند دوطرفه میل لنگ دستگاه زانویی برسد، آن به می تواند دوم میلۀ آزاد انتهای که

شود. خم

میل لنگ ممکن پیکربندی های که است آن ساده تر راه پیکربندی، فضای درست بررسی برای

می توان را پیکربندی چنین هر کنیم. مطالعه میله آزاد سر وضعیت گرفتن نظر در بدون را دوطرفه

مثلثاتی جهت در راست)، جهت مثلا) ثابت جهت یک و میله هر بین زاویۀ یعنی زاویه، دو توسط

زاویۀ ولی می کنند، تغییر درجه ۳۶۰ تا صفر بین هم از مستقل و آزادانه زاویه دو هر گرفت. اندازه

دستگاه یک در زاویه دو مقدارهای اگر می شود. گرفته یکی درجه ۳۶۰ زاویۀ با میله هر برای صفر

۳۶۰ و صفر اسم به خط هایی به محدود مربعی در نقطه هر شود، ترسیم صفحه در متعامد مختصات

هر آن، بر افزون می کند. نظیر را دوطرفه میل لنگ دستگاه از پیکربندی یک هر زاویه به درجه

درجه ۳۶۰ و صفر چون می شود. داده نمایش مربع آن در نقطه ای توسط دستگاه این از پیکربندی
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می شود. گرفته یکی راست ضلع با چپ ضلع و پایینی ضلع با مربع بالایی ضلع می شود، گرفته یکی

است. دوچنبره پیکربندی فضای پس

دستگاه این در وضعیت هر شود، اضافه دوطرفه میل لنگ دستگاه آن آزاد سر به سومی میلۀ اگر

جهت در نیز زاویه ها کرد. توصیف میله ها برای زاویه سه کردن وارد با می توان را سه تایی میل لنگ

تا صفر بین مستقلا و آزادانه زاویه سه هر و می شود اندازه گیری ثابت راستای یک به نسبت مثلثاتی

مقدارهای اگر می شود. گرفته یکی درجه ۳۶۰ و صفر زاویه های قبل، مانند می کنند. تغییر درجه ۳۶۰

میل لنگ دستگاه ممکن وضعیت هر شود، ترسیم سه بعدی متعامد مختصات دستگاه یک در زاویه سه

به انتزاعی به صورت روبه رویش وجه های که می شود داده نمایش مکعبی از یکتا نقطه ای با سه تایی

است. سه چنبره یک سه تایی میل لنگ دستگاه پیکربندی فضای بنابراین است. شده چسبانده هم

ضلع ها که بودند چندوجهی هایی یا چندضلعی کردیم بررسی تاکنون که پیکربندی فضاهای همۀ

وجود توپولوژیکی قانون هیچ اما می شدند. چسبانده یکدیگر به شکل تغییر بدون آن ها وجه های یا

نیستند؛ هم نهشت هندسی ازلحاظ که بشود رویه هایی و یال  ها انتزاعی چسباندن هم به مانع که ندارد

مستلزم آن ها در چسباندن عمل که لحاظ این از هستند خاص خیلی آوردیم که نمونه هایی حقیقت، در

میل لنگ سه تا از متشکل مکانیکی میله  بندی دستگاه یک نبودند. شده چسبیده بخش های شکل تغییر

باشد شده ثابت متساوی الاضلاع مثلث یک رأس های از یکی در هریک که بگیرید نظر در را دوطرفه

(شکل باشد شده متصل دیگر دوطرفه میل لنگ دستگاه دو مشابۀ نقاط به آن انتهایی متحرک نقاط و

پین ممکن وضعیت های همۀ مجموعۀ ایتدا دستگاه، این پیکربندی فضای درک برای ببینید). را ۷

به حلقه یک در را اتصال محل دوطرفه میل لنگ دستگاه های از هر یک بگیرید. نظر در را مرکزی

سه تقاطع بر که نقطه ای هر بر مرکزی پین محل بنابراین می دارد. نگه دستگاه آن تکیه گاه نقطۀ مرکز

شش ضلعی یک تقاطع ناحیۀ می کند. گذر دارد قرار دیگر دوطرفه میل لنگ دستگاه سه به وابسته حلقۀ

است. صفحه در خمیده خطی

دستگاه برای که آورید یاد به است. مسطح شش ضلعی یک از بیش چیزی پیکربندی فضای اما

داشت. وجود می رسید آن به دوم میل لنگ انتهای که نقطه ای هر برای پیکربندی دو دوطرفه میل لنگ

می تواند صورت دو به دوطرفه میل لنگ هر زانویی شش ضلعی ، درون در نقطه هر برای مشابه، نحو به

شش ضلعی درون در نقطه هر برای پیکربندی ها تعداد دوطرفه میل لنگ دستگاه سه داشتن با شود. خم

دوطرفه میل لنگ دستگاه سه پیکربندی فضای بنابراین است. پیکربندی هشت یا ،۲۳ برابر مسطح

آید. به دست خمیده خطی مجرد شش ضلعی هشت ضلع های انتزاعی چسباندن با می توان را
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مرکزی پین وقتی چسباند؟ هم به پیکربندی فضای یک در باید چطور را مجرد شش ضلعی هشت

دستگاه های از یکی بگیرد، قرار صفحه در شش ضلعی از ضلع یک روی دوطرفه میل لنگ دستگاه سه

میله های است: ممکن راه دو از حالت این می آید. در راست خط به صورت اجباراً دوطرفه میل لنگ

هر در اما، گیرند. قرار متضاد جهت های در یا جهت یک در می توانند دوطرفه میل لنگ دستگاه آن

غیر دستگاه دو خم شدن جهت و مرکزی پین وضعیت کردن مشخص با دستگاه پیکربندی حالت دو

می شود. مشخص دیگر هم راستای

شش ضلعی ضلع دو از هر یک نظیر باشد راست خط به صورت دوطرفه لنگ میل اولین وقتی

چنین هر با دارد. وجود پیکربندی فضای در متمایز ضلع تا) هشت نه (و ۲۲ = ۴ تنها مسطح

را حالتی دو شش ضلعی دو این می شود. چسبانده هم به شش ضلعی دو پیکربندی فضای از ضلعی

در اول شش ضلعی روبه روی ضلع می دهد. نشان شود خم می تواند دوطرفه میل لنگ اولین که که

دوطرفۀ لنگ میل زیرا می  شود، چسبانده دوم شش ضلعی در روبه رو ضلع به نیز پیکربندی فضای

اول شش ضلعی از دیگر دوطرفۀ میل لنگ دو خَمش درمی آید. راست خط به صورت آنجا در نیز اول

به پیکربندی فضای دیگر ضلع  های همۀ برای مطلب تحلیل نوع نمی کند. تغییر دوم شش ضلعی به

است. صورت همین

قرار صفحه در شش ضلعی از رأسی بر دوطرفه لنگ میل سه مرکزی پین که وقتی بالا، همانند

پیکربندی فضای در بنابراین، می آیند. در راست خط به صورت دوطرفه میل لنگ های از تا دو می گیرد،

درواقع، می شود، نظیر مسطح شش ضلعی رأس هر به که دارد وجود تا) هشت (به جای نقطه دو تنها

شش ضلعی داخل مرکزی پین وقتی شود. خم بتواند سوم میل لنگ که حالتی هر برای نقطه یک

دیگر راست شدۀ میل لنگ دو آن که روشی چهار با متناظر مجرد شش ضلعی چهار کند،  حرکت مسطح

باشند. داشته اشتراک پیکربندی فضای در رأس یک در باید شوند خم می توانند

این ندارد. گوشه ای یا مرز هیچ مسطح، شش ضلعی برعکس که، است رویه ای پیکربندی فضای

این بین ضلع ۶ × ۲۲ = ۲۴ تعداد کرد. فرش یا کاشی کاری شش ضلعی هشت با می توان را رویه

دارد. وجود رأس ۶ × ۲ = ۱۲ نیز دارند تماس هم با که کاشی ای چهار بین و دارد وجود کاشی ها

زیرا است، کامل منطقی از نظر شد بیان که دوطرفه میل لنگ سه برای پیکربندی فضای توصیف

که است آن رضایت بخش تر با این همه، است. شده بیان مشحصاً آن در انتزاعی چسباندن های همۀ

می شود معلوم بدهیم. نمایش فضا در بسته رویه ای به صورت را خمینه و دهیم انجام را چسباندن ها

به موسوم فنی شرطی که شود منتهی خمینه ای به چسباندن عمل اگر است شدنی کاری چنین که
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را چسباندن عمل بنابراین است، جهت پذیر کردیم توصیف که خمینه ای برآورده کند. را جهت پذیری

نیست. سرراست کار این ولی داد، انجام می توان

سوراخ تعدادی یا دوناتی سطح با جهت پذیر دو بعدیِ خمینۀ هر که شد ثابت نوزدهم سدۀ نیمۀ در

رویه ای کره نمونه، برای می نامند. رویه گونای۱ را سوراخ ها تعداد است. هم ارز توپولوژیکی لحاظ از

برابر سوراخ، یک با دونات سطح گونای مانند دسته، یک فنجان سطح گونای است. صفر گونای از

دارد. آن ویژند۳ به بستگی چوب شور  ۲ شیرینی سطح گونای است. یک

چندضلعی شکل وجه های تعداد باشد، شده تقسیم دلخواه شکل به چندضلعی های به که رویه ای برای

بستگی رویه مشخصات به فقط که است ثابت مقداری رأس ها تعداد اضافۀ به ضلع ها تعداد منهای آن

عدد این است. چندضلعی ها به رویه کردن خانه بندی روش از مستقل عدد این که است جالب دارد.

از جهت پذیر رویۀ اویلر عدد می شود. نامیده اویلر عدد اویلر لئونارد سوئیسی ریاضی دان افتخار به

چندضلعی ها نیست لازم شود، خمیده فضا در می تواند رویه یک چون است. ۲−۲n برابر n گونای

کره نمونه، برای باشند. خمیده به دلخواه تقریباً است ممکن نیز آن ها ضلع های و باشند مسطح

هشت به استوا خط روی نقطه چهار به جنوب و شمال قطب های کردن وصل طریق از می تواند

آن اویلر عدد و است، صفر گونایش نمی شود، یافت سوراخی هیچ کره روی چون شود. تقسیم مثلث

دارد، وجود رویه این روی ضلع ۱۲ و رأس شش می شود دیده به آسانی است. ۲ − ۲ × ۰ = ۲

رأس ها، وجه ها، تعداد که است گفتنی است. ۲ برابر کره روی مثلثی ناحیۀ هشت اویلر عدد پس

هم ارز کره با توپولوژیکی از لحاظ که هست، نیز منتظم هشت وجهی مشخصۀ مثال این در ضلع  ها و

است.

با شش ضلعی گون، وجه هشت به می تواند دوطرفه میل لنگ دستگاه سه پیکربندی فضای چون

۸ − ۲۴ + ۱۲ = −۴ باید آن پیکربندی فضای اویلر عدد شود، تقسیم رأس، ۱۲ و ضلع ۲۴

می آید، به دست ۲ − ۲n با −۴ آن اویلر عدد دادن قرار برابر با ،n خمینه، این گونای باشد.

کلی وضعیت در دوطرفه میل لنگ دستگاه سه پیکربندیِ فضای شش ضلعی هشت .n = ۳ بنابراین

ببینید). را ۹ (شکل داد نشان سه سوراخه دونات روی می توان را

ملموس نمایش این زیرا است رضایت بخش سوراخ سه با چنبره مانند خمینه یک دیداری نمایش

خمینه انتزاعی توصیف در که را تقارن هایی از بسیاری نمونه، برای دارد. نیز کاستی هایی ولی است،

ما که انتزاعی توصیف در بگذاریم. کنار معمولی فضای در خمینه نمایش منظور به باید بودند حاضر

1. genus 2. pretzel 3. brand
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دیگر شش ضلعی های با شش ضلعی هر دادیم دوطرفه میل لنگ سه پیکربندی فضای برای آغاز در

را آن شکل درجه ۲۴۰ یا ۱۲۰ اندازۀ به شش ضلعی یک دوران آن، بر افزون است. هم نهشت

می رود. بین از پیکربندی فضای دیداری نمایش در انتزاعی تقارن بیشتر با این همه، نمی دهد. تغییر

دوران دارند: دورانی تقارن نَه هم نهشت اند یکدیگر با نَه سوراخ سه با چنبره روی شش ضلعی  های

نیست. شدنی آن، شکل تغییر بدون درجه ۲۴۰ یا ۱۲۰ اندازۀ به آن ها از یکی

متمایز نقطه های آن در که است دوبعدی خمینه یک دوطرفه میل لنگ سه پیکربندی فضای .۸ شکل
میل لنگ دو از یکی وقتی (الف) هستند. میله بندی یک ممکن، چیدمان  های یا پیکربندی های، نمایش دهندۀ
است دستگاه مرکزی پین رد که خمیده خط شش ضلعی داخل نقطۀ هر به شود خم صورت از یکی به دوطرفه
میل لنگ ها دیگر خم شدن از مستقل دوطرفه میل لنگ های از هریک شدن خم (ب) کرد. پیدا دسترسی می توان
می دهد. به دست میله بندی دستگاه برای پیکربندی ۸ = ۲۳ شش ضلعی داخل در نقطه هر بنابراین و است
خَم می تواند دوطرفه میل لنگ های از یکی تنها می رسد، شش ضلعی ضلع یک به مرکزی پین که هنگامی (پ)
رأس یک به مرکزی پین که هنگامی (ت) کند.  اختیار می تواند پیکربندی چهار تنها میله بندی دستگاه شود؛
پیکربندی دو فقط میله بندی دستگاه شود؛ خَم می تواند دوطرفه میل لنگ های از یکی تنها می رسد، شش ضلعی

کند. اختیار می تواند
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به نقطه ای از آن هندسی ویژگی های که است این دارد سوراخ سه با چنبره که دیگری مسئلۀ

یکی نزدیکی در آن ویژگی های با بیرونی کنارۀ نزدیکی در رویه ویژگی های می کند: تغییر دیگر نقطۀ

ذاتی ویژگی های هندسی ویژگی های از ما منظور که می کنیم کید تأ است. متفاوت آن سوراخ های از

اطراف، فضای به اتکا بدون رویه، روی اندازه گیری های طریق از درونی) (یا ذاتی هندسۀ است. رویه

آن داد، تمیز رویه برونی هندسۀ از باید را هندسه این می شود. تعیین است گرفته قرار آن در رویه که

صاف برگۀ یک اگر نمونه، برای می کند. توصیف را فضا در رویه شدن خم چگونگی که هندسه ای

مخروط و استوانه ذاتی هندسۀ بسازد، مخروط یا استوانه یک تا شود خمیده شکل تغییر بدون کاغذ

است. متفاوت کاملا آن ها برونی هندسه های چه اگر است، کاغذ برگۀ هندسۀ همان

هندسۀ از موثق نشانه ای می آید غیریکنواخت نظر به بیرون از رویه یک شدن خم اینکه بنابراین،

کنید تصور چیست؟ چنبره یک سطح بیرونی و درونی ناحیه های بین ذاتی تفاوت نیست. آن ذاتی

را قطعه آن وقتی شود. پهن میز یک روی و بریده چنبره کوژ و بیرونی بخش از کوچکی قطعۀ که

از قسمتی در بخواهند وقتی خیاط ها پرتقال. پوست مثل درست می شود باز هم از می کنیم صاف

استفاده عمل این عکس از لباس، یک سرشانۀ مانند بپوشانند، را کوژ شکل به قسمتی یک لباس

هم به شکاف لبۀ بخش دو و می شود جدا پارچه از ساسون نام به لباس سرتیز قسمت یک می کنند.

می شود. دوخته

آن شود پهن میز یک روی و شود بریده چنبره سوراخ نزدیک کوچکی قطعۀ اگر ازسوی دیگر،

مثلثی۱، تکۀ دوختن و پارچه بریدن با می تواند خیاط می افتد. خودش روی و می خورد چین قطعه

می رود کار دامن به تهیۀ در بیشتر شیوه این کند. عکس بر را کار آن بریدگی آن به سرتیز، تکۀ یا

روی شدن پهن هنگام دوخته  پارچۀ تکه یک اینکه است. گشاد آن پایین و تنگ زانوها بالای در که

ویژگی شود آن شکل کاملا می شود پهن سطح آن روی وقتی یا بیفتد هم روی یا شود پاره سطحی

است. آن ذاتی هندسۀ از مهمی

چنان که دارد. سوراخ سه با چنبره همانند کاملا تغییراتی سوراخ یک با چنبره ذاتی هندسۀ

یک دارای باشد شده گرفته یکی روبه رویش ضلع های که مربعی و سوراخ یک با چنبره کردیم، کید تأ

سوراخ یک با چنبره هندسۀ از ساده تر بسیار مربع روی ذاتی هندسۀ با این همه، هستند. توپولوژی

کوچک ناحیه ای هندسۀ همانند مربع در نقطه هر گرداگرد کوچک ناحیه ای در ذاتی هندسۀ است:

به بیان دیگر، است. درست نیز مربع رأس های یا ضلع ها برای حتی ویژگی این است. صفحه در

1. gadeq
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همانند است شده گرفته یکی هم با روبه رویش ضلع های که مربع از کوچکی ناحیۀ هر در ذاتی هندسۀ

باشد داشته یکنواختی ای چنین خمینه یک ذاتی هندسۀ وقتی است. مربع از کوچک ناحیۀ هر هندسۀ

است. موضعی همگن هندسه آن می گویند

شش ضلعی هر می دهند، تشکیل را دوطرفه میل لنگ سه پیکربندی فضای مجرد شش ضلعی هشت .۹ شکل
نقطه های از یکی به تا شود خم می تواند دوطرفه میل لنگ سه که است راهی هشت از یکی با متناظر
شود، خم ساعت عقربه های جهت در دوطرفه میل لنگ یک زانویی اگر برسد. خمیده خط شش ضلعی درون
شش ضلعی  های این می نامیم. ۱ را پیکربندی اش شود خم مثلثاتی جهت در زانویی اگر و ،۰ را پیکربندی اش
اعمال شده رابطه های و شش ضلعی هشت این تجسم برای می کنیم. شماره گذاری دودویی رقم سه با را مجرد
را آن ها چنان و داد قرار سوراخ سه با چنبره یک روی را شش ضلعی ها می توان پیکربندی، فضای در آن ها بر
خمینۀ یک به پایینی شکل در سوراخ سه با چنبره شده اند.  ساخته لاستیک جنس از گویی که داد شکل تغییر
رقم های شوند.  داده نشان بیشتری تقارن با شش ضلعی ها تا است شده داده شکل تغییر هم ارز توپولوژیکی
دو رقم ها اگر می کند.  مشخص را چسباندن الگوهای مجرد، شش ضلعی  های این به تخصیص یافته دودویی
چسبیده هم به مقابل ضلع دو امتداد در شش ضلعی ها باشند، منطبق وضعیت سه از تا دو در شش ضلعی
مربوط دوطرفۀ میل لنگ که حالتی در است خمیده خط شش ضلعی ضلع دو با متناظر ضلع دو این می شود،
داشته موافق رقم یک که شش ضلعی چهارتا هر باشد. آمده در راست خط صورت به مخالف دودویی رقم به
یک طرفین در که شش ضلعی چهار این از رأس هایی مشترک اند. رأس یک در پیکربندی فضای در باشند
دو پیکربندی دهندۀ نمایش نقطه دو این می شوند. منطبق هم بر فضا از دومی نقطۀ یک در دارند قرار قطر

است. هم مخالف آن ها شماره گذاری رقم های که است دوطرفه میل لنگ
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۱۲۰ حدود در بود. دوبعدی خمینه های درک در مهم پیشرفتی موضعی همگنی مفهوم تعریف

که کرد تولید چنان می توان را ـــ سوراخ یک با چنبره فقط نه و ـــ رویه هر که شد ثابت پیش سال

موضعی همکن هندسۀ نوع یک از بیش خمینه ای هیچ آن، بر افزون باشد. موضعی همگن هندسه اش

ندارد.

صفحه اقلیدسی هندسۀ آن نوع اولین دارد. موضعی همگن ذاتی هندسۀ نوع سه تنها رویه هر

مثلث درونی زاویه های مجموع و قطرش، ضرب در π با است برابر صفحه روی دایره محیط است.

بیان برای اندازه ای نوعی به که است، صفر صفحه گاوسی خمیدگی می شود گفته است. درجه ۱۸۰

کرد. ابداع گاوس فردریش کارل را آن بار اولین که است رویه یک ذاتی شکل

وقتی کره یک سطح از بریده شده عرقچین یک است. کُره روی هندسۀ دوم موضعی همگن هندسۀ

می شود. باز هم از سوراخ سه با دونات کوژ ناحیۀ یک از تکه ای مثل پیش تر شود پهن صفحه روی

متداول اسم است. صفحه روی شعاع همان با دایره ای محیط از کمتر کره روی دایره محیط بنابراین

elliptic یونانی واژۀ از که بیضوی، هندسۀ می آید: محیط شدن کم همین از کره موضعی همگن هندسۀ

مجموع در کره روی مثلث یک درونی زاویه های است. شده گرفته شدن کم معنی به بیضوی) =)

مجموع باشد، بزرگ تر کرۀ مساحت به مثلث مساحت نسبت چه هر و است، درجه ۱۸۰ از بیش

است. مثبتی ثابتِ گاوسی خمیدگی دارای کره ببینید). را ۱۰ (شکل می شود بزرگ تر زاویه ها

از موضعی همگن هندسۀ دارای رویه یک از شده بریده دایرۀ داشت، انتظار می شود که همان طور

این محیط روی شود، پهن سوراخ سه با چنبره از سوراخ یک نزدیک تکه ای مانند که وقتی سوم نوع

تفاوت صفحه روی معمولی اقلیدسی هندسۀ با می شود، نامیده بیضوی هندسۀ که کره، روی هندسۀ .۱۰ شکل
نیست، درجه ۱۸۰ برابر صفحه، در مثلث یک همانند کره روی مثلث یک دورنی زاویه های چپ) (سمت دارد.
شکل مثل کره از شده بریده عرقچین یک می یابد. افزایش کروی مثلث مساحت با زاویه ها مجموع اندازۀ بلکه
دایره مساحت می شود. تکه تکه و می خورد تَرک شود پهن صفحه روی وقتی راست سمت در شده داده نشان

است. مثبت ثابت خمیدگی دارای کره است. صفحه روی شعاع همان با دایره مساحت از کمتر کره روی
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هذلولوی هندسۀ را هندسه این به این دلیل، است. صفحه روی مشابه دایرۀ محیط از بزرگ تر دایره

تعریف است. شده گرفته افزایش معنای به هذلولوی) =) hyperbolic یونانی واژۀ از که می نامند،

برای تقریبی مدل های می توان ولی نیست، ممکن تحلیلی فرمول به وسیلۀ کامل هذلولوی رویۀ یک

مثلث هر درونی زاویه های مجموع ببینید). را ۱۱ (شکل ساخت را رویه ای چنین بزرگ قطعه های

زاویه ها مجموع باشد، بزرگ تر مثلث مساحت هرچه و است، درجه ۱۸۰ از کمتر رویه این روی

است. منفی ثابت گاوسی خمیدگی دارای هذلولوی رویۀ می شود. کوچک تر

یاد به داد. موضعی همگن هندسۀ سوراخ سه با چنبره به می توان چگونه دهیم نشان است خوب

یا بریده بدون می تواند است شده ساخته آن  ها از خمینه این که شش ضلعی هشت از هر یک که آورید

طوری را شش ضلعی هر که است این کار روش اکنون دهد. شکل تغییر و خمیده دلخواه به شدن پاره

جفت وجور دیگر شش ضلعی های با همچنان و شود موضعی همگن آن هندسۀ که دهیم شکل تغییر

است. سوراخ سه با چنبره روی طور که آن باشد

مجموع می شود. نامیده هذلولوی هندسۀ منفی ثابت خمیدگی با رویه ای روی هندسۀ چپ) (سمت .۱۱ شکل
دایرۀ می یابد. کاهش مثلث شدن بزرگ با مجموع این و است، درجه ۱۸۰ از کمتر مثلث یک درونی زاویه های
این مساحت می شود؛ تا خودش روی و می خورد چین  راست سمت شکل مثل هذلولوی رویۀ یک از شده بریده
را هذلولوی رویۀ برای کاغذی مدل یک است. صفحه در شعاع همان با ناحیه ای مساحت از بزرگ تر ناحیه
مثلث هفت که طوری ساخت ضلع هایشان امتداد در متساوی الاضلاع مثلث زیادی تعداد چسباندن با می توان

باشند. داشته اشتراک رأسی هر در

دارند. اشتراک هم با چهار تا چهار تا رأس هر در سوراخ سه با دونات روی شش ضلعی هشت همۀ

که می شد، درجه ۴۸۰ برابر رأس هر در زاویه ها مجموع باید می بودند، اقلیدسی شش ضلعی  ها اگر

۴۸۰ از حتی رأس یک در زاویه چهار مجموع باید می بودند، کروی شش ضلعی  ها اگر نیست. ممکن

بزرگ تر چندضلعی هر چه هذلولوی صفحۀ در اما، است. ناممکن بازهم که می شد، بزرگ تر درجه
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هذلولوی صفحۀ در بزرگ کافی اندازۀ به شش ضلعی یک است. کوچک تر آن درونی زاویه های باشد،

با رأس یک در مرتب به صورت شش ضلعی ها این از چهارتا باشد، درجه ۹۰ درونی زاویه های باید

آن و گیرد قرار هذلولوی صفحۀ یک روی شش وجهی هشت اگر بنابراین می شوند. جفت وجور هم

هشت چسباندن از حاصل خمینۀ بشود، درجه ۹۰ برابر درونی زاویۀ هر که شود منبسط چنان صفحه

نمی توان مستقیماً را جدید خمینۀ این کرد. خواهد پیدا موضعی همگن هذلولویِ هندسۀ شش وجهی،

ساده ترند. بسیار آن هندسی ویژگی های ولی کرد، تجسم

می یابد. کاهش هذلولوی رویۀ روی شش ضلعی شدن بزرگ با منتظم شش ضلعی زاویه های اندازۀ .۱۲ شکل
فضای در شش ضلعی هشت شود. درجه ۹۰ درونی زاویۀ هر که می شود بزرگ چنان شش ضلعی تصویر این در
زاویۀ شش هر بنابراین و باشند، داشته اشتراک چهار تا چهار تا رأس هر در باید دوطرفه میل لنگ سه پیکربندی
شش ضلعی  های به توپولوژیکی به صورت شش ضلعی هشت اگر باشد. قائمه زاویۀ باید شش ضلعی هر درونی
خمینۀ شوند، چسبانده هم به انتزاعی به صورت قبل مثل و شود داده شکل تغییر قائمه زاویه های با هذلولوی
فضای هندسۀ به این ترتیب است. موضعی همگن خمینه این هندسۀ است؛ ثابت خمیدگی دارای حاصل دو بعدی

می شود. ساده تر بسیار پیکربندی

می توان را بیشتر یا سوراخ دو با دونات هر که باشد لذتبخش خواننده برای امر این بررسی شاید

این هندسۀ باشند. داشته اشتراک هم با شش ضلعی چهار رأس هر در که برید شش ضلعی  هایی به

روش آورد. در هذلولی به صورت قائمه زاویۀ با هذلولوی شش ضلعی های ساختن با می توان را خمینه

یک در رویه روی در رأس هایش همۀ که دهیم برش چندضلعی یک به را رویه که است این رایج تر

هشت به نیز و دوازده ضلعی، یک به می توان را سوراخ سه با دونات نمونه، برای کنند. تلاقی نقطه

شش دست کم باید آمده به دست چندضلعی باشد، پیچیده خیلی رویه اگر کرد. تقسیم شش ضلعی،

درونی زاویه های باید شوند، جفت وجور هم با به خوبی رأس شش این بخواهیم اگر باشد. داشته رأس

میسر هذلولوی صفحه روی چندضلعی شدن بزرگ طریق از کاهش این یابد. کاهش چندضلعی

از نظر اولیه رویۀ با جدید رویۀ شود، چسبانده هم به دو به دو چندضلعی ضلع های که هنگامی می شود.

می شود. موضعی همگن هذلولوی هندسۀ دارای ولی است، یکی توپولوژیکی
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چندضلعی هایی زیرا نیست، هذلولوی آن ها موضعی همگن هندسۀ که دارد وجود متناهی رویۀ چهار تنها

مربع سوراخ، یک با دونات از دارند. ضلع شش از کمتر می آیند دست به رویه ها در برش ها از که

انتزاعی به صورت می تواند مربع درونی زاویه های تغییر بدون مربع رأس چهار هر و می آید، به دست

شده القاء موضعی همگن هندسۀ نیست، لازم دیگری شکل تغییر هیچ ازآنجاکه شود. چسبانده هم به

به موسوم جهت ناپذیر دو بعدی خمینۀ یک و کره نحو، همین به است. اقلیدسی دوبعدی چنبرۀ به

بطری نام به دیگر جهت ناپذیر دو بعدی خمینۀ یک و هستند بیضوی هندسۀ دارای تصویر، صفحۀ

است. اقلیدسی هندسۀ دارای کلاین

دو بعدی برش هر شود: خم رویه یک شبیه بسیار طریقی به است ممکن سه بعدی خمینۀ یک

هم از می توان باشد داشته قرار اقلیدسی فضای در که را مثبت خمیدگی با سه بعدی خمینۀ یک از

خواهد چین و تا خود روی به منفی خمیدگی با سه بعدی خمینۀ یک از دوبعدی برش هر و کرد، باز

نیز سه بعدی صورت های دارای جملگی هذلولوی هندسۀ و اقلیدسی، هندسۀ بیضوی، هندسۀ خورد.

هستند.

هذلولوی هندسۀ که کرد مطرح را فکر این (ترستون) حاضر نویسندگان از یکی ۱۹۷۶ سال در

این از توپولوژی دان ها از بسیاری است. سه بعدی خمینه های همۀ تقریباً درک کلید موضعی همگن

با هستند. دو بعدی خمینه های از پیچیده تر بسیار سه بعدی خمینه های زیرا کردند، تعجب موضوع

نظر به کرد، دسته بندی آن گونای براساس و مشخص می توان را جهت پذیر دو بعدی خمینۀ هر اینکه

به مخصوص ویژگی های دارای نخ، پیچیدۀ هم به گرۀ یک مانند سه  بعدی، خمینه های که می رسد

قالب های بیشتر، موشکافی با اما، داد. جا بزرگ تری قالب های در را آن بتوان سخت و باشد خود

خمینه های از بسیاری به که است استوار مطلب این بر قالب ها این وجود می شوند. پیدا بزرگ تری

داد. نسبت موضعی همگن هندسۀ یک می توان سه بعدی

برای آنچه به شبیه کاملا فرآیندی کرد؟ کار وارد را ساده ای هندسی ساختار چنین می توان چگونه

چندوجهی یک به را خمینه می آید. کار به بسیاری حالت های برای بردیم کار به دوبعدی خمینه های

با انتزاعی چسباندن با دوباره چندوجهی از رأس چند بناست که ببینیم باید بعد و می دهیم، برش

که دوازده وجهی رأس ۲۰ همۀ زایفرت‑وِبِر فضای در نمونه، برای بشوند. جفت وجور جا یک در هم

یک رأس هر در که فضایی ای زاویۀ می شوند. چسبانده هم به انتزاعی به صورت می کنند تولید را فضا

یک در بتوانند رأس بیست این که است آن از بزرگ تر خیلی می شود تشکیل اقلیدسی دوازده وجهی

می توان شود، داده قرار سه بعدی هذلولوی فضای در دوازده وجهی اگر اما، گیرند. قرار هم کنار نقطه
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دوازده وجهی ای که طوری داد موضعی هذلولی هندسۀ می  توان زایفرت‑وبر فضای به راست) (سمت .۱۳ شکل
هذلولی فضای در چندوجهی یک شدن بزرگ شود. بزرگ بتوان هذلولی فضای در می کند تولید را فضا که
زاویۀ می شود، بزرگ دوازده وجهی که هنگامی است. هذلولی رویۀ یک روی چندضلعی یک بزرگ شدن همانند
که انتزاعی چسباندن های از می شود. تیزتر تدریجاً رأس هر بنابراین و می شود کوچک رأس هر در فضایی
شوند. جمع نقطه یک در دوازده وجهی رأس ۲۰ همۀ که می آید بر چنین می کنند ایجاد را زایفرت‑وبر فضای
کوچک چنان فضایی زاویۀ ۲۰ همۀ تا شود کوچک باید هذلولوی فضای در رأس هر در فضایی زاویۀ بنابراین
چسباندن با نیز پوانکاره دوازده وجهی گون فضای چپ) (سمت گیرند. قرار هم کنار نقطه یک در که شود
وجه جفت یک از عضو هر که تفاوت این با می آید، به دست دوازده وجهی یک روبه روی وجه های دوبه دوی
برای که سه دهم اندازۀ به دوران برعکس می چسبد نظیرش عضو به کامل دور یک یک دهم اندازۀ به دوران پس از
در دوازده وجهی رأس چهار گرفتن یکی به منجر انتزاعی چسباندن های است. لازم زایفرت‑وبر فضای ساختن
است آن از کوچک تر کمی معمولی دوازده وجهی یک رأس هر در فضایی زاویۀ می شود. خمینه آن روی رأس هر
می توان را فضایی زاویه های اما شوند، جفت وجور مرتب به طور نقطه یک حول بتوانند دوازده وجهی چهار که
در آن اثر برعکس کردن منبسط این اثر شود. متورم بیضوی فضای در دوازده وجهی که شرطی به کرد بزرگ

است. هذلولوی فضای

برابر رأس ۲۰ همۀ و شود کوچک کافی اندازۀ به رأس هر در فضایی زاویۀ تا کرد متورم چنان را آن

به چرخش پس از را هذلولی دوازده وجهی رو به روی وجه های اگر بگیرند. جای نقطه یک پیرامون

زایفرت‑وبر فضای حاصل خمینۀ بچسبانیم، هم به انتزاعی به صورت کامل دور یک سه دهم اندازۀ

است. موضعی همگن هذلولی هندسی ساختار یک با

به دست دوازده وجهی یک وجه های چسباندن هم به از می توان را پوانکاره دوازده وجهی فضای

در فضایی زاویۀ شود. چسبانده هم به چهارتایی گروه پنج در باید رأس ها مورد این در ولی آورد،

در نقطه یک در را آن ها بتوان که است آن از کوچک تر اندکی معمولی دوازده وجهی یک رأس هر

مناسبی اندازۀ به که مثبت خمیدگی با فضا یک در دوازده وجهی یک ولی داد. جا چهارتایی گروه های
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فضای می توان شده بزرگ دوازده وجهی از استفاده با دارد. مناسب اندازۀ با گوشه هایی باشد بزرگ

راست سمت ۱۳ (شکل باشد موضعی همگن و بیضوی آن هندسۀ که ساخت را پوانکاره دوازده وجهی

موضعی همگن هندسۀ یک سه بعدی چنبرۀ به چگونه کنیم اشاره است خوب اینجا در ببینید). را

چسبانده هم به انتزاعی به صورت مکعب یک رأس هشت خمینه آن ساختن برای می شود. القاء

هندسۀ گذاشت، هم کنار نقطه یک در شکل تغییر بدون می توان را رأس هشت این چون می شود.

است. اقلیدسی سه بعدی، چنبرۀ موضعی همگن

زیرا نیست کلی واقعاً پیشین مثال  های که کنیم کید تأ باید نشود، گمراه خواننده اینکه برای

نامنتظم چندوجهی یک وجه های چسباندن طریق از سه بعدی خمینه ای که هنگامی متقارن اند. بسیار

خمینۀ روی موضعی همگن هندسۀ به منجر که چندوجهی ای شکل تعیین در است لازم می شود تعریف

چسبانده هم به که چندوجهی گون وجه های شکل بدهیم. خرج به بیشتری دقت می شود سه بعدی

هستند ضلع یک دور که وجه ها آن بین زاویه های مجموع و باشند، جور هم با است لازم می شوند

باشد. درجه ۳۶۰ باید

وجود سه بعدی خمینه های هندسۀ و دو بعدی خمینه های هندسۀ بین بزرگ تفاوت دو دست کم

به می توان موضعی همگن هندسۀ دیگر نوع پنج شد، گفته که هندسه ای سه بر افزون اول، دارد.

و سه بعدهای در که می شوند ظاهر دلیل این به دیگر هندسه های کرد.۱ القاء سه بعدی خمینه های
می شود.۲ تعریف ذاتی خمیدگی یک می گذرد خمینه نقطۀ یک از که دو بعدی برش هر برای بیشتر

باشد. داشته ثابت خمیدگی یک دو بعدی برش های همۀ در موضعی همگن هندسۀ یک که ندارد لزومی

هندسه هشت هر ذاتی خمیدگی درک پایۀ می تواند دو بعدی خمینه های ساده تر هندسه های با این همه،

گیرد. قرار

برطرف نشدنی پیچیدگی های از نشان نظر به است ممکن سه بعدی و دو خمینه های بین دوم تفاوت

که آید به دست جدیدی سه بعدی خمینه های که کرد ترکیب چنان را سه بعدی خمینه های می توان باشد.

صرفاً روش های با چگونه می دانند توپولوژی دان ها خوش بختانه، نمی پذیرند. موضعی همگن هندسۀ

دهند. برش ساده قطعه های به را سه بعدی خمینه یک توپولوژیک

به سه بعدی خمینه یک دادن برش پس از که است زده حدس (ترستون) حاضر نویسندگان از یکی

می پذیرد. را ممکن نوع هشت از موضعی همگن هندسۀ یک قطعه  ها این از هریک ساده، قطعه های

از بسیاری برای آن درستی و است شده ثابت سه بعدی خمینه های از بزرگی رده های برای حدس این

م. ـــ است. شده تعریف [۷] در برشی خمیدگی .۲ م. ـــ ببینید. را [۱] .۱
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و است، شده بررسی رایانه کمک به مستقیماً یا عملی به صورت سه بعدی خمینه های دیگر مثال های

می رسد نامحتمل نظر به است. نشده پیدا حدس این برای نقضی مورد هیچ تاکنون مثال ها این در
شود.۱ پیدا حدس این برای نقضی مثال که

درستی در سه بعدی خمینه های هندسۀ پیچیدگی های که است این نشانگر نیز تجربی بررسی های

روی است شده ثابت درواقع، ندارد. تأثیری خمینه ها این بیشتر برای قضیه] [اکنون حدس این

موضعی هذلولوی هندسۀ می توان سه بعدی خمینه های می کنند) تعریف که خاصی معنای (به «بیشترِ»

ویژگی های دارای هذلولوی سه بعدی خمینه های زیرا است، خوشحالی باعث یافته این کرد. القاء

یک اگر کرد ثابت یِیل دانشگاه از موستو۲ ،۱۹۷۱ سال در نمونه، برای هستند. زیادی خوب

مشخص کاملا را هندسه آن خمینه توپولوژی باشد، موضعی هذلولوی هندسۀ دارای سه بعدی خمینۀ

اصولا موضعی همگن هندسۀ دارای خمینه های همۀ که است این موستو قضیۀ از نتیجه ای می کند.

خمینه های شناسایی برای سرراستی آزمونی قضیه این آن، بر افزون هستند.۳ شدن رده بندی قابل

از لحاظ که می دهیم شکل تغییر طوری را خمینه ای که هنگامی می دهد. دست به هذلولوی سه بعدی

می کند تضمین قضیه آن و گرفت اندازه می توان را حجمش بگیرد، خود به قابل شناسایی شکل هندسی

توپولوژیک شکل در خمینه دو تمییز معمولا دارد. بستگی خمینه توپولوژیِ نوع به تنها آن حجم که

است. خمینه هر برای دم دست خصوصیت یک آن ها حجم بنابراین است، دشوار اختیاریشان

عالم توپولوژیک ساختار دربارۀ اولیه مان تأملات به است خوب شد گفته آنچه داشتن نظر در با

بیضوی، هندسۀ دارای و است همگن همه جا عالم که می آید بر چنین رصدی مشاهدات از گردیم. باز

حال در اکنون عالم که داریم نظریه این تأیید در محکمی دلایل همچنین است. اقلیدسی یا هذلولوی،

دارد مشت در چه دور آینده در عالم اینکه تصور است. داشته ادامه مهبانگ آغاز از که است انبساط

در ماده متقابل گرانشی جاذبۀ که است این یکی دارد. وجود امکان دو تنها اساساً اما است. جالب

از بزرگ»۴ شدن «خرد یک به عالم می شود سبب و می کند متوقف را عالم انبساط سرانجام عالم

را عالم انبساط که نیست قوی اندازه آن به گرانشی جاذبۀ که است این دوم امکان کند. رمبش۵ نو

می یابد. انبساط همیشه برای عالم درنتیجه و کند، متوقف

آن هندسۀ به وابسته عالم نهایی سرنوشت که است این عمومی نسبیت نظریۀ نتایج از یکی

هندسۀ دارای عالم اگر می کند. رمبش نو از سرانجام باشد، بیضوی هندسۀ دارای عالم اگر است.

[۹] نمونه برای .۳ م. ـــ ببینید. را [۱] نمونه برای است؛ مشهور ترستون هندسی سازی قضیۀ به اکنون حدس این .۱
م. ـــ ببینید. را

2. G. D. Mostow 4. big crunch 5. recollapse
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انبساط هم باز باشد، اقلیدسی هندسۀ دارای عالم اگر می یابد. انبساط همیشه برای باشد، هذلولوی

یک دادن قرار با را عالم هندسۀ می توان اصولا می کند. میل صفر به آن انبساط آهنگ ولی می یابد،

۱۸۰ از بیش آن زاویه های مجموع اگر کرد. مشخص دورنی اش زاویه های اندازه گیری و بزرگ مثلث

فضا هندسۀ باشد، درجه ۱۸۰ برابر زاویه ها این مجموع اگر است، بیضوی فضا هندسۀ باشد، درجه

عمل در است. هذلولوی هندسه این باشد، درجه ۱۸۰ از کمتر زاویه ها مجموع اگر و است، اقلیدسی

عالم هندسۀ زیرا بزنند، تخمین را آن انبساط آهنگ و عالم در ماده چگالی کوشند می کیهان شناسان

کافی اندازۀ به مفروض انبساط آهنگ یک برای چگالی اگر دارد. هم بستگی اندازه گیری دو این با

رمبید. خواهد نو از عالم باشد زیاد

شکل در دو بعدی خمینه های مستدیر قطعه های مثل خمیده، سه بعدی خمینۀ یک کروی «برش» .۱۴ شکل
با سه بعدی خمینۀ یک (الف) بگیرد. جای معمولی اقلیدسی فضای در ندارد امکان شکل تغییر بدون ،۱۰
است؛ معمولی کرۀ خمیدگی دارای خمینه این دو بعدی برش هر (ب) می شود؛ باز هم از همه جا مثبت خمیدگی
روی به و خورد خواهد چین منفی خمیدگی با سه بعدی خمینۀ یک از دو بعدی برش هر نحو، همین به (پ)
تغییر خمیدگی اش که سه بعدی خمینه ای است؛ شده بریده هذلولوی رویۀ یک از اینکه گو می شود جمع خود
(ت)  باشد؛ یکسان نقطه ها همۀ در آن قالب که مادامی باشد موضعی همگن هندسۀ دارای می تواند نیز می کند
برش دو در حالی که می شود، جمع خود روی به و می خورد چین معمولی فضای در خمینه از برشی نمونه، برای

می شوند. جدا هم از دیگر
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عالم اندازۀ که است آن تعیین کنندۀ عالم خمیدگی اینکه مبنی بر دارد وجود غلطی باور با این همه،

و، باشد بیضوی باید آن هندسۀ باشد، متناهی عالم اگر می شود گفته غالباً نامتناهی. یا است متناهی

یک که زایفرت‑وبر، فضای از باشد. نامتناهی باید عالم باشد، هذلولوی عالم هندسۀ اگر برعکس،

باور دو این از هیچ یک که می شود معلوم است، موضعی هذلولوی هندسۀ با متناهی سه بعدی خمینۀ

فضای مانند سه بعدی خمینه های فضا متناهی توپولوژیک مدل های بیشتر درواقع، نیست. درست

یک برای هستند مدل هایی خمینه هایی چنین هستند. موضعی هذلولوی هندسۀ یک با زایفرت‑وبر

می یابد. انبساط همیشه برای که متناهی عالم
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