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و عملگرها بر و می اندازیم انتگرالی معادله های تاریخچۀ به کوتاه نگاهی مقاله، این در چکیده.
و قوی تکینگی ضعیف، تکینگی ـــ تکینگی نوع سه می شویم. متمرکز تکین انتگرالی معادله های
انتگرالی عملگرهای شامل معادله های انتگرالی، های معادله از مثال هایی آوردن با را ـــ اَبرتکینگی
انتگرالی معادلۀ استخراج نحوۀ خاص، به طور می کنیم. تعریف مرزی انتگرالی های معادله و کوشی آبل،
می کنیم. بیان ماکسول معادلات بازنویسی به کمک قوی تکین انتگرالی معادلۀ یک به عنوان را حجمی

مقدمه ۱

می آیند، به دست فیزیک مسائل مدل سازی از دیفرانسیل معادلات مانند انتگرالی معادلات معمولا

به انتگرالی معادلات دارند. مکانیک مباحث با تنگاتنگ پیوندی انتگرال گیری و مشتق گیری چراکه

با دیفرانسیل معادلۀ بازنویسی از می توان را معادلات این می شوند. ظاهر کاربردها در صورت دو

مدل هایی کمک با می توان را پدیده ها از برخی طرفی، از آورد. به دست مشتق عملگر از انتگرال گیری

منجر که کرد توصیف دارند، دو هر یا و مکان متغیر یا زمان متغیر به نسبت انتگرال گیری به نیاز که

.[۲۰] می شود انتگرالی معادلۀ یک به

سال از یعنی حرکت، دربارۀ نیوتن دوم قانون ارائۀ زمان از می توان را دیفرانسیلی معادلات ظهور

معادلات نوع این رد هست. متفاوت انتگرالی معادلات برای وضعیت اما گرفت، نظر در ۱۶۸۷

معادلۀ بازنویسی همان واقع در که کرد جستجو نوزدهم قرن اول نیمۀ اواخر ریاضی متون در باید را

ماکسول معادلات کوشی، انتگرالی معادلۀ آبل، انتگرالی معادلۀ تکینگی، کلیدی: کلمات و عبارات
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در دوبوئاریمون۱ پاول اولین بار را انتگرالی» «معادلۀ عبارت است. انتگرالی به صورت دیفرانسیل

شد استفاده می گرفت، قرار انتگرال علامت زیر مجهول، تابع آن، در که معادلاتی برای ۱۸۸۸ سال

دو برای بنیادی نظریه های شدند موفق فردهولم۳ ایوار و ولترا۲ ویتو بیستم، قرن اوایل در .[۱۲]

مربوط نوشته های در مهم تقسم بندی یک مبنا، همین بر دهند. ارائه خطی انتگرالی معادلات نوع

فردهولم انتگرالی معادلات و ولترا انتگرالی معادلات ردۀ دو حاضر، حال در انتگرالی معادلات به

ولترای انتگرالی معادلۀ به منجر خطی اولیۀ مقدار مسئلۀ یک بازنویسی دیگر، عبارت به است.

u(x) = f(x) +

∫ x

a
k(x, y)u(y)dy (۱ .۱)

معلوم f(x) راست سمت تابع و k(x, y) هسته تابع و است مجهول u(x) تابع آن، در که می گردد

موسوم انتگرالی معادلۀ یک تولید باعث مرزی مقدار مسئلۀ یک بازنویسی دیگر، طرف از هستند.

به صورت خطی حالت در آن شکل که می گردد فردهولم معادلۀ به

u(x) = f(x) +

∫
Ω
k(x, y)u(y)dy, x ∈ Ω ⊆ Rd (۲ .۱)

است.
آدامار،۶ نیستروم،۵ هیلبرت،۴ فردهولم، همچون نام هایی به آنها حل روش و انتگرالی معادلات

نقشی بیستم قرن در انتگرالی معادلات نظریۀ است. خورده گره دیگری بسیار ریاضی دانان و رادن۷
متمتیکا۸ اکتا مجلۀ  در فردهولم ،۱۹۰۳ سال در داشت. آنالیز توسعۀ و پیشبرد در پررنگ بسیار

فکر گرفت. نظر در حقیقی مقدار پیوستۀ تابع یک را (۲ .۱) معادلۀ هسته ٔ آن، در و کرد منتشر مقاله ای

انتگرال که جبری معادلات از نامتناهی خطی دستگاه از حدی به صورت را انتگرالی معادلۀ بود این او

بر آغازی فردهولم، دستاوردهای بگیرد. نظر در می شود، زده تقریب ریمانی مجموع های کمک با

فردهولم نتایج تعمیم ریس۹ فریدیِش ،۱۹۱۶ سال در شد. ۱۹۲۰ دهۀ در جدید تابعی آنالیز توسعۀ

به صورت (۲ .۱) معادلۀ کلی شکل برای را

u = f +Ku

درخشیدنِ برای عرصه اما است. فشرده  خطی عملگر یک K : X → X آن، در که آورد به دست
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بیستم، قرن آغاز در جزئی دیفرانسیل معادلات برای وردشی۱ روش های معرفی با انتگرالی معادلات

نتایج صورت بندیِ دشواریِ به دلیل این دادند. دست از را خود اهمیت از مقداری آنها و شد تنگ

.[۲۲] بود کلاسیک انتگرالی معادلات برای جواب یکتایی و وجود دربارۀ دقیق

جزئی دیفرانسیل معادلات برای عددی جواب یافتن که افتاد اتفاقاتی بیستم، قرن میانۀ در

روش برگشت. صحنه به انتگرالی معادلات روش عنوان با انتگرالی معادلات نتیجه در و شد مهم

انتگرالی معادلات به را بیضوی دیفرانسیل معادلات که می شود گفته روش هایی به انتگرالی معادلات

در رده یک ایجاد موجب که آن قدر است؛ قابل توجه مزایایی دارای تبدیل این می کنند. تبدیل مرزی

تفاضل و متناهی عناصر مانند روش هایی کنار در جزئی دیفرانسیل معادلات عددی حل روش های

روش های از رده این اهمیت موجب آنچه می شناسیم. مرزی عناصر روش به نام را آن که شد متناهی

مرز با فقط مرزی انتگرالی معادلۀ (در دامنه بعد کاهش است، شده دیفرانسیل معادلات عددی حل

دیدگاه از است. بی کران حتی و پیچیده مرزهای با معادلاتی بررسی سادگی و داریم) سروکار دامنه

مقدمات با آشنایی (برای سوبِلیف۳ و شوارتس۲ توسط تعمیم یافته) (توابع توزیع نظریۀ معرفی نظری،

دوچندان معنایی انتگرالی، معادلات دوباره ٔ حیات این به بخوانید)، را [۲۶] سوم فصل نظریه، این

یکتایی و وجود بررسی خدمت در جدید، چارچوب این در گذشته قرن کلاسیک نظریه های بخشید.

معادلات به بیضوی دیفرانسیل معادلات تبدیل در گرفت. قرار مرزی انتگرالی معادلات برای جواب

تکینگی می گیرد. قرار آمده به دست انتگرال معادلۀ هسته ٔ در و دارد مهم نقشی گرین۴ تابع انتگرالی،

معادلۀ نظریِ بررسی حتی موارد، برخی در که می شود باعث انتگرال گیری دامنۀ ناهمواریِ و گرین تابع

با چالش سرآغازِ این نباشد. ممکن ریس توسط آمده به دست نتایج چارچوب در حاصل، انتگرالی

است. تکین انتگرالی عملگرهای

معادلات و اول نوع انتگرالی معادلات از است عبارت معادلات، این دسته بندی از دیگر نوعی

به صورت به ترتیب فردهولم، و ولترا اول نوع انتگرالی معادلات معمول شکل دوم. نوع انتگرالی

f(x) =

∫ x

a
k(x, y)u(y)dy (۳ .۱)

و

f(x) =

∫
Ω
k(x, y)u(y)dy, Ω ⊆ Rd, d ∈ {۱, ۲, . . . } (۴ .۱)

1. variational methods 2. Laurent Schwartz 3. Sergei Lvovich Sobolev 4. Green function
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در که است ظاهری تفاوت های از فراتر دوم، نوع و اول نوع انتگرالی معادلات تفاوت البته است.

I −K به صورت ساختاری داشتن به دلیل دوم نوع انتگرالی معادلات بررسی می کنیم. مشاهده بالا

عملگر از فشرده پریشیدگی۱ یک را آن می توان زیرا است، آسان تر است، فشرده Kعملگری آن در که

کنید. مراجعه [۱۱] اول فصل به باره، این در جامع بحثی مطالعۀ برای .[۱۵] کرد تفسیر همانی

انتگرالی، معادلۀ هر ساختار در کرد. دسته بندی می توان هم دیگر نگاهی از را انتگرالی معادلات

هسته را آن که است دیگر جزء یک و مجهول شامل نیز آن و دارد وجود انتگرالی عملگر یک

معادلۀ را آن اگرنه، و هموار انتگرالی معادلۀ را آن باشد، هموار انتگرالی معادلۀ هستۀ اگر می نامیم.

است مسائلی گسترۀ در انتگرالی عملگرهای تکینگی دربارۀ بحث اهمیت می نامیم. تکین۲ انتگرالی

الکتریسیتۀ مسائل به می توان آنها جملۀ از می شوند. مدل سازی تکین انتگرالی معادلات توسط که

عددیِ حل زمینۀ در پژوهش ها از بخشی امروزه کرد. اشاره الکترومغناطیس و ایرودینامیک ساکن،

و دارد اختصاص کسری دیفرانسیل معادلات عددی حل روش های بررسی به دیفرانسیل، معادلات

مشتق عمل از ترکیبی یک، بعد در کسری عملگرهای کرد، خواهیم اشاره نیز ادامه در که همان طور

است. می شود) معرفی ضعیف تکین عملگر یک به عنوان مقاله این در (که آبل عملگر و کلاسیک

صحیح روش یافتن جهت رهنمون بهترین گام، اولین در معادله جواب رفتار شناخت که است بدیهی

پی طبقه بندی این اهمیت به می توان دیگر بار حیث، این از لذا و است جواب تقریب برای عددی

برد.

تکینگی داد: تشخیص می توان را تکینگی نوع سه انتگرالی، معادلات به مربوط نوشته های در

به است. انتگرالی عملگر هستۀ رفتار از ناشی تفکیک این اَبرتکینگی.۳ و قوی تکینگی ضعیف،

هموار انتگرالی معادلۀ که می کند تعیین بگیرد، قرار انتگرال داخل چیزی چه اینکه ساده تر، عبارت

با یک بعد در را تکینگی انواع ابتدا مقاله، ادامۀ در باشد. چه آن تکینگی نوع و باشد تکین یا

نماینده های به عنوان را کوشی و آبل انتگرالی معادله های و بررسی هسته مبنای بر آن تعریف ارائۀ

می کنیم. تعریف قوی و ضعیف تکین انتگرالی معادلات

یک بعدی تکین انتگرالی معادلات ۲

برای را (۴ .۱) و (۲ .۱) فردهولم انتگرالی معادلات یا و (۳ .۱) و (۱ .۱) ولترا انتگرالی معادلات

[a, b] × [a, b] روی اندازه پذیر تابعی ،k(x, y) معادله، هستۀ اگر بگیرید. نظر در Ω = [a, b]

1. perturbation 2. singular 3. hypersingularity
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نامساوی در ۰ ≤ α < ۱ یک به ازای و باشد

|k(x, y)| ≤ c|x− y|−α, x, y ∈ [a, b] (۱ .۲)

هستند. ضعیف تکین همگی مذکور، معادلات آنگاه کند، صدق

آبل انتگرالی معادلۀ ۱ .۲

معادلات از (بعد است آبل انتگرالی معادلۀ به موسوم آمده، به دست انتگرالی معادلات اولین از یکی

نیلس ،۱۸۲۳ سال در می پردازیم). آنها به بعد بخش در و آورد به دست گاوس که مرزی انتگرالی

انتگرالی معادلۀ به پایستگی، قانون از استفاده با هم زمانی۱ خم  مسئلۀ جواب یافتن برای آبل هنریک

رسید زیر

f(y) =

∫ y

۰

u(x)√
y − x

dx. (۲ .۲)

را (۲ .۲) انتگرالی معادلۀ هستۀ  یافت. [۱۶] اول فصل در می توان را محاسبات و بیشتر جزئیات

کلی ترِ به صورت می توان

k(x, y) = (y − x)−α, α ∈ (۰, ۱) (۳ .۲)

بازۀ در آن ریمان انتگرال یعنی است، تکینگی دارای x = y به ازای انتگرالده اینجا در نوشت.

کرد: تعریف ناسره انتگرال یک به صورت می توان را راست سمت ندارد. وجود [۰, x]∫ x

۰
(y − x)−αu(y)dy = lim

ϵ→۰+

∫ x−ϵ

۰
(y − x)−αu(y)dy.

انتگرالی معادلۀ هستۀ می شود. ناشی تعریف این از می نامیم، ضعیف تکین را عملگر این اینکه علت

است. اقلیدسی نرم نشان دهندۀ | · | و x ∈ Rd که است u(x) = |x|−α توزیع جنس از آبل،

هموار توزیع یک لذا و است انتگرال پذیر موضعاً Rd روی u(x) ،α < d برای که دید می توان

۵ .۲ .۲ مثال در را بیشتر جزئیات است. تکین توزیع یک u(x) ،α ≥ d برای اما می کند، تعریف

کنید. دنبال [۱۸] از

انتگرالی عملگر

(Ku)(x) =

∫ x

a
k(x, y)u(y)dy

1. tautochrone curve
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مشتق ها تعریف در مهم نقشی عملگر این می نامیم. آبل عملگر شود، بیان (۳ .۲) با آن هستۀ که را

معادلات یعنی معادلات، نوع این از مهم دستۀ دو دارد. یک بعد در کسری دیفرانسیل معادلات و

می شود. تعریف آن کمک با ریمان‑لیوویل۲ کسریِ دیفرانسیل معادلات و کاپتو۱ کسریِ دیفرانسیل

،n ∈ N ،n − ۱ < α < n که α > ۰ هر برای می کنیم. بیان را آنها تعریف های ادامه، در

می شوند تعریف زیر به صورت [a, b] کراندار بازۀ روی کسری چپ و راست انتگرال های

(aI
α
x u)(x) =

۱
Γ(α)

∫ x

a
(x− y)α−۱u(y)dy چپ) کسریِ (انتگرال

و

(xI
α
b u)(x) =

۱
Γ(α)

∫ b

x
(y − x)α−۱u(y)dy راست) کسریِ (انتگرال

شده گرفته عاریه کسری دیفرانسیل معادلات به مربوط نوشته های از کسری، انتگرالی عملگر عبارت

مناسب، u تابع برای α مرتبۀ از چپ ریمان‑لیوویل کسریِ مشتق هستند. آبل عملگر اینها و است

می شود تعریف زیر به صورت
R
aD

α
xu = Dn

۰I
n−α
x u

کسریِ ریمان‑لیوویل مشتق است. n مرتبۀ از کلاسیک مشتق نشان دهندۀ Dn عملگر آن در که

از است عبارت آن متناظر راست

R
xD

α
b u = (−۱)nDn

xI
n−α
b u.

می شود تعریف زیر به صورت α مرتبۀ از راست کاپتوی مشتق و چپ کاپتوی مشتق این، بر علاوه

C
۰ D

α
xu = ۰I

α
x D

nu

و
C
xD

α
b u = (−۱)nxI

α
b D

nu.

انتگرالی عملگر و مشتق عملگر دو ترکیب از کلاسیک کسری دیفرانسیل عملگرهای که می شود دیده

داشته حضور کاپتو یا ریمان‑لیوویل مشتق عملگر آن، در که را معادله ای هر می آید. به دست کسری

می نامیم. کاپتو کسری دیفرانسیل معادلۀ یا ریمان‑لیوویل کسری دیفرانسیل معادلۀ باشد،

1. Michele Caputo 2. Riemann-Liouville
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کوشی انتگرالی عملگر ۲ .۲

بگیرید نظر در را زیر ∫انتگرال b

a

۱
y − x

dx = lim
ϵ۱→۰+

∫ y−ϵ۱

a

۱
y − x

dx+ lim
ϵ۲→۰+

∫ b

y+ϵ۲

۱
y − x

dx.

به ϵ۱ = ϵ۲ = ϵ اگر داشت. نخواهد وجود ناسره انتگرال کنند، میل صفر به مستقلا ϵ۲ و ϵ۱ اگر

انتگرال کوشی اصلی مقدار را آن که می شود log(y−a
b−y ) با برابر بالا انتگرال مقدار کند، میل صفر

می نویسیم و می نامیم

p.v.
∫ b

a

۱
y − x

dx = log
(y − a

b− y

)
.

باشد، انتگرال پذیر ناسره به طور نقطه آن در و تکین نقطۀ دارای (هسته) انتگرالده اگر کلی به طور

۱ با برابر α نمای (۱ .۲) در اگر بنابراین می نامیم. قوی تکینگی را آن اگرنه، و ضعیف را تکینگی

هیلبرت تبدیل حال است. قوی تکینگی باشد،

(Hu)(x) = ۱
πi

∫ ∞

−∞

u(y)

x− y
dy (۴ .۲)

تکین انتگرالی عملگر تنها و دارد وجود کوشی اصلی مقدار به معنای انتگرال این بگیرید. نظر در را

یک مرزی مقادیر موهومی و حقیقی قسمت های میان پیوندی به دنبال اگر است. یک بعد در قوی

.[۶ ،۴] می رسیم (۴ .۲) تکین انتگرال به باشیم، تحلیلی تابع

بالا بعد در تکین انتگرالی معادلات ۳

ابعاد در تکین انتگرالی معادلات دیگر، سوی از شد. اشاره مرزی انتگرالی معادلۀ نقش به مقدمه در

آمده به دست انتگرالی معادلات اولین به می توان جمله از که دارند کاربردها در پررنگ تر نقشی بالا
وارون۱ مسائل بازنویسی از که انتگرالی معادلات و پتانسیل نظریۀ مطالعۀ از حاصل گاوس، توسط

انتگرالی، معادلۀ به ثابت ضرایب با بیضوی دیفرانسیل معادلۀ تبدیل کرد. اشاره می آیند، به دست

به را لاپلاس‑دیریکله مسئلۀ ادامه در شود. اَبرتکین یا تکین انتگرالی معادلات به منجر می تواند

لاپلاسی عملگر می کنیم. بررسی را آن تکینگی یا همواری سپس و تبدیل مرزی انتگرالی معادلۀ یک

از آغاز با نهایت، در می کنیم. معرفی اَبرتکین انتگرالی عملگرهای از نمونه ای به عنوان را کسری

1. inverse problems
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یک از نمونه ای که می رسیم الکتریکی میدان برای حجمی انتگرالی معادلۀ به ماکسول، معادلات

است. قوی تکین انتگرالی معادلۀ

از قبل شد. اشاره ضعیف تکین انتگرالی عملگر یک تشخیص نحوۀ به ۲ بخش مقدمۀ در

۲ .۲ بخش در که آنچه به توجه با بالا، ابعاد در تکین انتگرالی عملگرهای از مثال هایی به پرداختن

می کنیم. روشن را «اَبرتکین» و قوی» تکین» معنای شد، گفته

،x, y ∈ Ω برای و Ω ⊆ Rd کنیم فرض ([۱۸]) .۱ .۳ تعریف

|x− y| =
( d∑

j=۱
(xi − yi)

۲
)۱/۲

.

انتگرالی عملگر

I(u)(x) =

∫
Ω

f(x, y)

|x− y|α
u(y)dy

ضعیف تکین عملگر یک I(u) آنگاه ،α < d اگر بگیرید. نظر در f(x, y) هموار تابع برای را

اَبرتکین عملگر یک با ،α > d برای و است قوی تکینگی دارای I(u) ،α = d برای است.

هستیم. مواجه

مرزی انتگرالی معادلۀ ۱ .۳

دیفرانسیل معادلۀ جواب بگیرید. نظر در را L خطی دیفرانسیل عملگر

L{F (x, x۰)} = −δ(x− x۰), x ∈ Rd

است. x۰ نقطۀ در دیراک۲ دلتای نشان دهندۀ δ(x − x۰) آن، در که می نامیم اساسی۱ جواب را

همگن مرزیِ شرط با خطی دیفرانسیل معادلۀ جواب G(x, x۰) کنیم فرض

L(G(x, x۰)) = −δ(x− x۰), x ∈ Ω ⊆ Rd,

B(G(x, x۰)) = ۰, x ∈ Γ = ∂Ω

مرزی) مقدار (مسئله مرزی شرط با دیفرانسیل معادلۀ این به وابسته گرین تابع را G(x, x۰) باشد.

1. fundamental solution 2. Paul Dirac
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از است عبارت لاپلاس عملگر می نامیم.

∆ : Hk(Ω) → Hk−۲(Ω), ∆ :=
d∑

i=۱

∂۲

∂x۲
i

(k ≥ ۲, Ω ⊆ Rd)

آن اساسی جواب و

F (x, y) =

{
۱

۲π log |x− y| x, y ∈ R۲

۱
۴π|x−y| x, y ∈ R۳

هموار Γ := ∂Ω آن، مرز و d = ۲, ۳ به ازای Rd در ساده همبند ناحیۀ یک Ω کنیم فرض است.

لاپلاس‑دیریکله مسئلۀ }باشد.
∆u(x) = ۰ x ∈ Ω
u(x) = g(x) x ∈ Γ

می دهیم قرار و می گیریم نظر در را

[v(x)]Γ := v(x)|x∈Rd\Ω − v(x)|x∈Ω.

نمایش می توان گرین، اتحاد از استفاده با

u(x) =

∫
Γ
∂n(y)G(x, y)[u(y)]Γdl(y)−

∫
Γ
G(x, y)[∂nu(y)]Γdl(y) (۱ .۳)

انتگرالی عملگرهای انتگرال پذیر، ψهای و ϕ به ازای حال نوشت. Rd \ Γ روی جواب برای را

می گیریم نظر در را لایه۲ دو پتانسیل و تک لایه۱ پتانسیل به موسوم

(Sϕ)(x) =
∫
Γ
G(x, y)ϕ(y)dl(y), (Dψ)(x) =

∫
Γ
∂n(y)G(x, y)ψ(y)dl(y).

قرار اگر کرد. تلقّی دو لایه پتانسیل و تک لایه پتانسیل از مجموعی می توان را (۱ .۳) راست طرف

نمایش آنگاه ،u(x)|x∈Rd\Ω = ۰ دهیم

u(x) = −
∫
Γ
∂n(y)G(x, y)u(y)dl(y) +

∫
Γ
G(x, y)∂nu(y)dly, x ∈ Ω

1. single layer 2. double layer
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داریم ،φ نامعلوم چگالی برای نمایش فرمول به توجه با [u(x)]Γ = ۰ به ازای و داشت خواهیم را

−
∫
Γ
G(x, y)φ(y)dl(y) = g(x), x ∈ Γ.

انتگرالی معادلۀ یک هسته، به توجه با که است مرزی انتگرالی معادلۀ یک از نمونه ای اخیر، معادلۀ

نامعلوم چگالی برای لایه دو پتانسیل نمایش ،[∂nu]Γ ≡ ۰ گرفتن نظر در با است. ضعیف تکین

می آید به دست ψ

u(x) =

∫
Γ
∂n(y)G(x, y)ψ(y)dl(y), x ∈ Ω.

انتگرالی معادلۀ به مرزی، شرط به توجه با

−۱
۲
ψ(x) +

∫
Γ
∂n(y)G(x, y)ψ(y)dl(y) = g(x), x ∈ Γ

که زمانی ∂n(y)G(x, y) عبارت d = ۲ برای که داد نشان می توان باشد، هموار Γ اگر می رسیم.

توجه با d = ۳ برای این، بر علاوه است. پیوسته تابع یک به توسیع قابل می شود، نزدیک x به y

انتگرالی معادلۀ یک با هموار، مرز برای لذا است. ضعیف تکین ،α = ۲ به ازای ۱ .۳ تعریفِ به

اگر اما کنید)، دنبال [۱۳] کتاب دوم و اول فصل از را (جزئیات می شویم مواجه دوم نوع فردهولم

انتگرال آنگاه باشد، تکینگی یا تیزی دارای ∫مرز
Γ
∂n(y)G(x, y)ψ(y)dl(y)

.[۸] است قوی تکین معادلۀ یک آمده به دست انتگرالی معادلۀ و کرد تعریف کوشی معنای به باید را

کسری لاپلاسی عملگر ۲ .۳

عملگر برای کرد. فراموش را کسری لاپلاسی انتگرال تعریف و گفت سخن تکین انتگرال از نمی توان

خوانندۀ و نمی پردازیم آنها همۀ جزئیات به اینجا در که دارد وجود متنوعی تعریف های کسری، لاپلاسی

می دهیم قرار و α ∈ (۰, ۲) می کنیم فرض می دهیم. ارجاع [۱۹ ،۱۷] به را علاقه مند

cd,α =
۲αΓ(d+α

۲ )

πα/۲
∣∣Γ(−α/۲)

∣∣ .
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می شود: تعریف زیر به صورت u ∈ L۱(Rd) هر فوریۀ تبدیل

F{u}(ξ) = ۱
(۲π)d/۲

∫
Rd

exp(ξ · x)u(x)dx.

تساوی به و می کنیم اعمال (۱ .۳) لاپلاس عملگر به را فوریه تبدیل

F{−∆u}(ξ) = |ξ|۲F{u}(ξ)

را کسری لاپلاسی عملگر فوریۀ تبدیل و می کنیم جایگزین α کلی ترِ توان با را ۲ توان می رسیم.

[۲۷] می آوریم به دست

F{(−∆)α/۲u}(ξ) = |ξ|αF{u}(ξ).

می رسیم کسری لاپلاسی عملگر به فوریه، تبدیل وارون به کمک نهایت، در

(−∆)α/۲u(x) := F−۱{|ξ|αF{u}}(x), x ∈ Rd. (۲ .۳)

انتگرالی عملگر

(Lu)(x) = lim
ϵ→۰+

cd,α

∫
Rd\Bϵ(x)

(u(x+ z)− u(x))
۱

|z|d+α
dz

= lim
ϵ→۰+

∫
Rd\Bϵ(x)

(u(x+ z)− u(x))νϵ(z)dz

Rd \Bϵ(z) مجموعۀ مشخصۀ تابع χRd\Bϵ(z) آن در که νϵ(z) =
cd,α

|z|d+αχRd\Bϵ(z) به ازای

این دارد؟ وجود (۲ .۳) کسری لاپلاسی عملگر و عملگر این میان پیوندی چه می شود. تعریف است،

ببینید. [۹] از ۳ .۳ گزارۀ در می توانید را ادعا این اثبات و هستند معادل واقع در دو

نماد با کسری لاپلاسی عملگر متون، بیشتر در

(−∆)α/۲u = cd,α p.v.
∫
Rd

u(x)− u(y)

|x− y|d+α
dy

آن، در که می شود داده نشان

p.v.
∫
Rd

u(x)− u(y)

|x− y|d+α
dy = lim

ϵ→۰

∫
Rd\Bϵ(x)

u(x)− u(y)

|x− y|α+d
dy.
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است. اَبرتکین عملگر یک عملگر، این ۱ .۳ تعریف به توجه با

دو به Ω کراندار باز مجموعۀ یک روی کسری لاپلاسی عملگر تعریف برای که می کنیم کید تأ

برای یعنی کنیم، تحلیل طیفی به صورت را لاپلاس عملگر توان اینکه یکی کرد. عمل می توان صورت

شرط با لاپلاس‑دیریکله  مسئلۀ در {ψk}k∈N ویژۀ توابع برحسب طیفی تجزیۀ u داده شدۀ تابع

عبارت به برسانیم. α/۲ توان به به ترتیب را ({λk}k∈N) ویژه مقادیر و بنویسیم را همگن مرزی

دیگر،

(−∆)α/۲u(x) =

∞∑
k=۱

λ
α/۲
k (u, ψk)L۲(Ω)ψk(x), x ∈ Ω.

عملگر پایدار، ۱ لویِ فرآیند بینهایت کوچکِ مولد از استفاده و تصادفی فرآیندهای کمک با اینکه دوم

به را علاقه مند خوانندۀ بیشتر، جزئیات از گاهی آ برای کنیم. تعریف Ω یا Rd در را کسری لاپلاسی

می کنیم. دعوت [۳ ،۲] مطالعۀ

حجمی انتگرالی معادلات ۳ .۳

انتگرالی معادلۀ به دیفرانسیل معادلۀ که هنگامی باشد. یک از بیشتر مسئله دامنۀ بعد کنیم فرض

معادلۀ برخلاف شود، گرفته نظر در آن از بخشی یا دامنه  روی انتگرالی عملگر اگر می شود، تبدیل

خواهد حجمی نوع از انتگرالی معادلۀ می شود، گرفته دامنه مرز روی انتگرال که مرزی انتگرالی

در هلمهولتس۳ معادلۀ با می توان را سه بعدی فضای در زمان‑همساز۲ اکوستیک امواج انتشار شد.

ناهمگن محیط

∆u(x) + k۲n(x)u(x) = ۰, x ∈ R۳

تابع دارد. بستگی t زمان و x مکان به که است صوتی موج فشار معادله، این جواب کرد. توصیف

است. موج عدد نیز k و ناهمگن محیط شکست ضریب نشان دهندۀ n(x)

هرگاه می شود خوانده Rd در هلمهولتس معادلۀ اساسی جواب gk(x) توزیع .۲ .۳ تعریف

(∆ + k۲)gk(x) = −δ۰(x)

است. صفر در دیراک توزیع δ۰ آن، در که

1. Paul Lévy 2. time-harmonic 3. Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz
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با برابر مذکور معادلۀ اساسی جواب ،d = ۳ به ازای که داد نشان می توان

gk(x) =
exp(ik|x|)

۴π|x|
زومرفلت۱ تابش شرط به آن از که بی نهایت در جواب مناسب رفتار داشتن با هلمهولتس معادلۀ است.

انتگرالی معادلۀ در می شود، یاد

u(x) = f(x)− k۲
∫
R۳
gk(x− y)(۱ − n(y))u(y)dy

نمونه ای اخیر معادلۀ است. خلأ در معادلۀ هلمهولتس جواب f آن، در که [۱۶] می کند صدق

و کوانتوم فیزیک نوشتجات در را معادله این است. حجمی معادلات به موسوم انتگرالی معادلات

معادلات ردیف در می توان را معادله این می شناسند. لیپمن‑شووینگر۲ معادلۀ نام با پراکندگی نظریۀ

که دارد وجود نیز حجمی انتگرالی معادلات از دیگر نمونه هایی اما داد. جای ضعیف تکین انتگرالی

نمونه ها، این مطالعۀ برای است. لیپمن‑شووینگر انتگرالی معادلات از متفاوت بسیار آنها رفتار

می نامیم. قوی تکین نباشند، لبگ انتگرال پذیر آنها هستۀ که را انتگرالی عملگرهای که می شویم یادآور

تعریف مناسب به طور باید ابتدا چراکه است، روبه رو بیشتری چالش با انتگرال ها نوع این بررسی

به عنوان می شود، ظاهر ماکسول۳ معادلات عددی حل در که را حجمی انتگرالی معادلۀ ادامه در شوند.

محبوب حجمی انتگرالی معادلۀ این می کنیم. بررسی قوی، تکین انتگرالی معادلات خانوادۀ از مثالی

را آن ممکن روش ساده ترین با زیرا ،[۳۰ ،۳۲ ،۲۹ ،۲۸ ،۲۴ ،۲۱] است مهندسان و فیزیکدان ها

موسوم گسسته سازی روش این از گاهی آ (برای می آورند به دست را تقریبی جواب و می کنند گسسته

[۷] در می توانید نیز را مذکور روش تحلیل کنید. مراجعه [۳۱] به گسسته،۴ دوقطبی تقریب به

کنید). مشاهده

برخلاف زیرا می کنیم، بیان را انتگرالی معادلۀ این استخراج به مربوط جزئیات بخش، این در

برای نیست. شناخته شده چندان ریاضی دانان بین در معادلات نوع این مرزی، انتگرالی معادلات

فنی نکات از برخی خواننده است لازم می گیرد، جای آن در معادله این که طبقه ای نوع از اطلاع

[۲۵] از عبارت اند زمان‑همساز حالت در ماکسول معادلات کند. دنبال را بخش این در بیان شده

ⅾiv ϵE = ۰, ⅽurⅼE− iωµH = ۰,

ⅾiv µH = ۰, ⅽurⅼH+ i ωϵE = J

1. Arnold Sommerfeld 2. Lippmann–Schwinger 3. James Clerk Maxwell 4. discrete dipole approx-
imation
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،ϵ عددهای است. مغناطیسی میدان شدت و الکتریکی میدان شدت به ترتیب ،H و E آن، در که

است. زاویه ای فرکانس و مغناطیسی نفوذپذیریِ الکتریکی، گذردهی نشان دهنده ٔ به ترتیب نیز ω و µ

همساز الکترومغناطیسی موج پراش۱ می شود. داده نشان J علامت با نیز الکتریکی جریان چگالی

رابطۀ در Einⅽ فرودی۲ موج و Eⅾiff

E = Eⅾiff +Einⅽ

نوشت می توان الکتریکی میدان برای مشابه به طور می کنند. صدق

H = Hⅾiff +Hinⅽ.

می کند صدق سیلور‑مولر۳ تابش شرط در (Eⅾiff,Hⅾiff) زوج

lim
r→∞

(Hⅾiff × x− rEⅾiff) = ۰, r = |x|.

تابع های ϵ و µ) همسانگرد۴ محیط یک برای حال .[۵] است سامرفلت شرط معادل شرط این

آورد به دست و کرد حذف بالا معادلات از را H می توان هستند) R۳ روی عددی

ⅽurⅼ
( ۱

iω µ
ⅽurⅼE

)
+ iω ϵE = J.

می دهد نتیجه را زیر معادلۀ که کرد حذف را E میدان می توان ،H میدان حذف به جای این، بر علاوه

ⅽurⅼ
( ۱

iωϵ
ⅽurⅼH

)
+ iω µH = ⅽurⅼ

( J

iωϵ

)
.

به صورت ϵr(x) و µr(x) نسبی مقدارهای معرفی با

µr(x) =
µ(x)

µ۰
, ϵr(x) =

ϵ(x)

ϵ۰
,

به صورت می توان به ترتیب را بالا معادلات

ⅽurⅼ
( ۱
µr

ⅽurⅼE
)
− k۲ϵrE = iω µ۰J (۳ .۳)

1. diffraction 2. incident 3. Silver-Müller 4. isotropic
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و

ⅽurⅼ
( ۱
ϵr

ⅽurⅼH
)
− k۲µr H = ⅽurⅼ

( ۱
ϵr

J
)

(۴ .۳)

در کراندار و باز دامنۀ یک Ω کنیم فرض حال است. موج عدد k = ω
√
µ۰ϵ۰ اینجا در که نوشت

باشند: پیوسته تکه ای ϵ و µ و باشد R۳

Ω روی µ = µ۰µr و R۳ \ Ω روی µ = µ۰

و

.Ω روی ϵ = ϵ۰ϵr و R۳ \ Ω روی ϵ = ϵ۰

به صورت را (۳ .۳) معادلۀ

ⅽurⅼ ⅽurⅼE− k۲E = −k۲(۱ − ϵr)E+ ⅽurⅼ
(

۱ − ۱
µr

)
ⅽurⅼE+ iω µ۰ J (۵ .۳)

مجموعۀ ،µ و ϵ تعریفِ بنابر .ν = ۱ − ۱
µr

و η = ۱ − ϵr می دهیم قرار می کنیم. بازنویسی

اگر واقع، (در نیست بدیهی آن هستۀ زیرا نیست، بیضوی ⅽurⅼ ⅽurⅼ عملگر است. آنها تکیه گاه Ω

که داد نشان می توان بگیریم، نظر در خطی شده کُرنش تانسور یک را ∇sv := ۱
۲(∂ivj + ∂jvi)

−∇ⅾiv اگر .([۱] می نامند ونان۱ سن سازگاری شرط را ویژگی این .ⅽurⅼ ⅽurⅼ (∇sv) = ۰

رابطۀ از و اضافه (۵ .۳) معادلۀ در ⅽurⅼ ⅽurⅼ به را

∇ ⅾiv − ⅽurⅼ ⅽurⅼ = ∆

بیضویِ دستگاه آنگاه است، برداری لاپلاسی ∆ آن، در که کنیم استفاده

−(∆E+ k۲E) = iω µ۰J+ ⅽurⅼ (νⅽurⅼE)−∇ ⅾivE− k۲ηE

که می شود نتیجه بگیریم، دیورژانس (۵ .۳) طرف دو از اگر می آوریم. به دست را

∇ⅾivE = ∇ⅾiv (ηE)− i
k۲ω µ۰∇ⅾivJ

1. Saint Venant
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داشت خواهیم قبلی، معادلۀ در این قراردادن با و

−(∆E+ k۲ E)

= iωµ۰ J−∇ⅾiv (ηE) +
i
k۲ω µ۰∇ⅾivJ

− k۲ηE+ ⅽurⅼ(ν ⅽurⅼE)

= iωµ۰

( ۱
k۲∇ⅾiv + I

)
J−∇ⅾiv (ηE)

− k۲ηE+ ⅽurⅼ(νⅽurⅼE).

انتگرالی معادلۀ  به منجر هلمهولتس، معادلۀ اساسی جواب با ∗ پیچش عمل حال

E = Einⅽ −∇ⅾiv(gk ∗ η χΩE)− k۲gk ∗ (ηχΩE) + gk ∗ ⅽurⅼ (νχΩⅽurⅼE)

ناحیۀ در لذا .Einⅽ = iω µ۰(
۱
k۲ ∇ⅾiv + I)gk ∗ J آن، در که می شود مغناطیسی میدان برای

حجمی انتگرو‑دیفرانسیل معادله ٔ Ω

E(x) =Einⅽ(x)−∇ⅾiv
∫
Ω
gk(x− y)(ηE)(y)dy

− k۲
∫
Ω
gk(x− y)(ηE)(y)dy − νⅽurⅼ

∫
Ω
gk(x− y)ⅽurⅼE (y)dy

(۶ .۳)

مشتق گیری چگونه که دید خواهیم ادامه در است. ضعیف تکین نوع از اخیر معادلۀ می آید. به دست

شد. خواهد قوی تکینگی ایجاد موجب اخیر، معادلۀ در انتگرال از

که داریم توجه انتگرالی، معادله ٔ یک به صورت (۶ .۳) معادلۀ بازنویسی به منظور

∇xgk(x− y) = −∇ygk(x− y) =
eik|x−y|

۴π|x− y|

(
ik

x− y

|x− y|
− x− y

|x− y|۲
)

ببریم: انتگرال داخل را اول مشتق می توانیم بنابراین است. انتگرال پذیر تابع یک

−∇ⅾiv(gk ∗ u)(x) = −∇((∇xgk) ∗ u)(x).

لذا

∇ⅾiv(gk ∗ u)(x) = −∇
∫
R۳

∇ygk(x− y)u(y)dy.
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بالا انتگرال باشد. R۳ در کوچک کافی به اندازۀ ϵ شعاع و x مرکز به باز گوی Bϵ(x) کنیم فرض
کرد: تجزیه زیر به صورت می توان را

ⅾiv(gk ∗ u)(x) =
∫
R۳\Bϵ (x)

∇ygk(x− y)u(y)dy +

∫
Bϵ(x)

∇ygk(x− y)u(y)dy.

که می گیریم نتیجه دوم، انتگرال برای دیورژانس قضیۀ از استفاده ∫با
Bϵ(x)

∇ygk(x− y)u(y)dy =

∫
∂Bϵ(x)

gk(x− y)u(y)n(y)dl(y)

−
∫
Bϵ(x)

gk(x− y)∇u(y)dy.

می نویسیم و می دهیم عبور انتگرال از را دوم مشتق حال

∇ⅾiv(gk ∗ u)(x) =
∫
R۳\Bϵ(x)

∇x∇ygk(x− y)u(y)dy

+

∫
∂Bϵ(x)

∇xgk(x− y)u(y)n(y)dl(y)

−
∫
Bϵ(x)

∇xgk(x− y)∇u(y)dy.

را u(x) دوم، انتگرال برای کرد. خواهد میل صفر به آخری انتگرال می کند، میل صفر به ϵ وقتی

می آوریم به دست و می کنیم زیاد و ∫کم
∂Bϵ(x)

∇xgk(x− y)u(y)n(y)dl(y)

=

∫
∂Bϵ(x)

∇xgk(x− y)(u(y)− u(x)).n(y)dl(y)

+

∫
∂Bϵ(x)

∇xgk(x− y).n(y)dl(y)u(x).

مورد در می شود. ناپدید می کند، میل صفر به ϵ که هنگامی اول انتگرال ،u(x) پیوستگی به دلیل

آن، در که x− y = −hn(y) نوشت می توان y ∈ ∂Bϵ هر برای که می کنیم دقت دوم، انتگرال

اساسی، جواب مکلورن بسط بنابر  این، بر علاوه .h = |x− y|

eikh

۴πh
=

۱
۴πh

+
ik
۴π

− k۲h

۸π
+O(h۲).
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داشت خواهیم بنابراین

∇x
eikh

۴πh
n(y) =

۱
۴π

n(y)nT (y)

h۲ +
k۲

۸π
n(y)nT (y) + · · · .

می آوریم به دست کروی، مختصات از استفاده با

lim
ϵ→۰

∫
∂Bϵ

n(y)n(y)Tdl(y) = ۰

و

lim
ϵ→۰

∫
∂Bϵ

n(y)n(y)T

h۲ dl(y) =
۴π
۳
.

که می گیریم نتیجه پایان، ∫در
∂Bϵ(x)

∇xgk(x− y)u(y) · n(y)dl(y) = ۱
۳
u(x)

یا

−∇ⅾiv(gk ∗ u) = v. p.
∫
R۳

∇x∇ygk(x− y)u(y)dy +
۱
۳
u(x).

می آید: به دست زیر قوی تکین انتگرالی معادلۀ این رو از

E(x) =Einⅽ(x) + η v. p.
∫
Ω
∇x∇ygk(x− y)E(y)dy

− η k۲
∫
Ω
gk(x− y)E(y)dy − u ⅽurⅼ

∫
Ω
gk(x− y)ⅽurⅼE(y)dy

+
۱
۳
E(x).

روی انتگرال زیرا می نامند، نیز حجمی انتگرالی معادلات را دست این از معادلاتی شد، اشاره چنان که

نوع این برای مهندسان و فیزیک دانان بین که است نامی این البته می شود. گرفته R۳ در حجم یک

روش بهترین ریاضی،  به شیوۀ حجمی انتگرالی عملگر دقیق توصیف برای است. مصطلح معادلات،

با زیرا است، شبه دیفرانسیل یک به عنوان آن تعریف و شبه دیفرانسیلی عملگرهای نظریۀ از استفاده

روی مذکور عملگر کسری، لاپلاسی عملگر بحث در اگر که بپرسد می تواند خواننده کنونی، تعریف

عملگر آن چرا پس بود؛ خواهد حجم یک روی انتگرال کند، عمل فشرده تکیه گاه با (توزیع) تابع یک

انتگرالی معادلات (به ویژه ضعیف تکین انتگرالی معادلات برخلاف نمی خوانیم. حجمی انتگرالی را
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مهم ترین است. نگرفته صورت ریاضی دانان سوی از کافی توجه حجمی انتگرالی معادلات به مرزی)

تکین عملگرهای برخلاف زیرا است، آنها بررسی برای مناسب تابعی آنالیز چارچوب نبودنِ آن، دلیل

نیستند. فشرده Lp فضای در عملگرها نوع این ضعیف،

برگرفته کشور فناوران و پژوهش گران از حمایت صندوق مادی حمایت تحت اثر این سپاسگزاری
است. شده انجام ۹۹۰۱۳۹۹۱ شماره طرح از
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