
ریاضی اندیشۀ و فرهنگ

۱۴۶ تا ۱۲۱ صص ،(۱۴۰۳ زمستان و (پاییز ۲ شمارۀ ،۴۳ سال

زیرگروه هایش توسط گروه یک پوشش مسئلۀ بر مروری

امیری جعفریان مجید سید

ایشان شاگردی سال ها پاس به  عبدالهی علیرضا دکتر و حسن آبادی محمدی علی اکبر دکتر به تقدیم

doi: 10.30504/mct.2024.1467.2031 ایران) ریاضی ۱۴۰۳(انجمن ©

آن سرۀ زیرگروه های از متناهی مجموعه ای مفروض گروه یک برای پوشش یک از منظور چکیده.
آمده دست به نتایج مهم ترین از گزارشی مقاله این در بشود. گروه برابر آن ها اجتماع به طوری که است

می کنیم. بیان را گروه یک پوشش مسئلۀ دربارۀ

مقدمه ۱

سره اش زیرگروه دو اجتماع به صورت نمی تواند گروه یک که می دهد نشان مقدماتی جبر در ساده تمرینی

یکی اگر تنها و اگر است زیرگروه یک خود گروه یک از زیرگروه دو اجتماع به عبارت دیگر، باشد.

مدول ها، حلقه ها ، نظیر دیگر جبری ساختارهای برای به طور مشابه باشد. دیگری زیرگروه دو، آن از

K۴ = {۱, a, b, ab} کلاین ۴‑گروه ولی است. برقرار حکمی چنین نیز . . . و برداری، فضاهای

S۳ ، ۳ درجۀ از متقارن گروه همچنین است. {۱, ab} و ،{۱, b} ،{۱, a} زیرگروه سه اجتماع

و سره اش، زیرگروه پنج اجتماع ، A۴ ،۴ درجۀ از متناوب گروه سره اش، زیرگروه چهار اجتماع ،

برای که داد خواهیم نشان است. سره اش زیرگروه شش اجتماع ،D۱۰ ، ۱۰ مرتبۀ از وجهی دو گروه

واضح ازطرفی باشد. سره اش زیرگروه n اجتماع که یافت گروهی می توان n > ۲ طبیعی عدد هر

مقاله ای اولین می رسد نظر به نیست . سره اش زیرگروه های اجتماع هرگز دوری گروه یک که است

مقاله آن در میلر البته است . ۱۹۰۶ سال به [۷۶] مقالۀ است پرداخته موضوع این بررسی به که
سره زیرگروه های متناهی اجتماع پوششی، عدد گروه، پوشش متناهی، گروه کلیدی: کلمات و عبارات

۱۴۰۳/۳/۲۱ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۳/۱/۲۸؛ دریافت: تاریخ مروری؛ مقاله: نوع
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زیرگروه دو هر اشتراک که بودند زیرگروه هایی از دسته آن اجتماع که است گرفته نظر در را گروه هایی

بالا). مثال های ( مانند بود بدیهی اجتماع، آن در موجود متمایز

وابسته موضوعات و گروه ها پوشش دربارۀ موجود نتایج جمع آوری حاضر نوشتۀ از ما هدف

تعریف را آن به مربوط اصطلاح چند و زیرگروه ها توسط گروه یک پوشش مفهوم دهید اجازه است.

کنیم.

ناتهی خانواده ای Γ = {Hi : i ∈ I} و متناهی) لزوماً (نه گروه یک G کنید فرض .۱ .۱ تعریف

باشد. G سرۀ زیرگروه های از متناهی و

. G =
∪

i∈I Hi هرگاه گوییم G برای پوشش۱ یک را Γ (الف)

G برای پوشش یک آن سرۀ زیرخانوادۀ هر هرگاه گوییم بی فزونه۲ را G برای Γ پوشش (ب)

نباشد.

G می گوییم حالت این در . |Γ| = n هرگاه گوییم G برای n‑پوشش یک را Γ پوشش (پ)

است. n‑پوشش یک دارای

بدیهی زیرگروه Γ متمایز عضو دو هر اشتراک هرگاه گوییم G برای افراز یک را Γ پوشش (ت)

باشد.

ریاضی دان اسکورسا، بود، زیرگروه ها افراز دربارۀ عمدتاً که میلر، تحقیقات بعداز بیست سال حدود

کافی و لازم شرط یک او پرداخت. زیرگروه ها توسط گروه پوشش مسئلۀ به ۱۹۲۶ در ایتالیایی،

و نمی رفت کار به پوشش اصطلاح زمان آن در البته کرد. پیدا ۳‑پوشش اند دارای که گروه هایی برای

. [۹۴] است زیر به صورت اسکورسا اصلی قضیۀ می شد. استفاده اجتماع اصطلاح همان از معمولا

همریخت تصویر کلاین ۴−گروه اگر تنها و اگر است سره اش زیرگروه سه اجتماع G گروه .۲ .۱ قضیه

باشد. آن

با یکریخت قسمتی خارج دارای اگر تنها و اگر است ۳‑پوشش دارای گروه یک به عبارت دیگر،

و ۱۹۵۹ سال در [۴۹] روزنفلد و هابر ازجمله دیگری افراد را نتیجه این البته باشد. کلاین ۴‑گروه

به اسکورسا، نتایج از اطلاع بدون مستقل، به طور ۱۹۷۰ سال در [۲۹] میور و برایان، هایمر، بروک

n‑پوشش ها بررسی در اما است. بی فزونه خود به خود ۳‑پوشش هر که است واضح آوردند. دست

گردد. لحاظ بی فزونگی شرط است لازم n ≥ ۴ برای

1. cover 2. irredundant
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شناسایی سراغ به است طبیعی ها ۳‑پوشش بعد از

(۱۹۳۹ −۱۸۷۶) اسکورسا

۱۹۵۶ در گرکو برویم. ۴‑پوشش اند دارای که گروه هایی

قبل از .[۴۷] کرد مشخص کامل به طور را گروه هایی چنین

بیاوریم. تعریفی که است لازم نتیجه این بیان

خانوادۀ و گروه یک G کنید فرض .۳ .۱ تعریف

G برای پوشش یک Γ = {Hi : i ∈ I}

هرگاه گوییم بی مغزه ۱ اشتراک خاصیت با را Γ باشد.

. CoreG(∩i∈IHi) = ۱

مغزۀ G ازگروه H زیرگروه برای که می کنیم یاد آوری

نماد با که ∩g∈Gg
−۱Hg از است عبارت G در H

نشان می توان می شود. داده نمایش HG یا CoreG(H)

در مشمول که است G در شمول) رابطۀ به (نسبت نرمال زیرگروه بزرگ ترین CoreG(H) که داد

است. H

با بی فزونه پوشش یک Γ = {H۱,H۲,H۳,H۴} و گروه یک G کنید فرض .۴ .۱ قضیه

G ماکسیمال زیرگروه Hi ها همۀ اگر . D = ∩۴
i=۱Hi بنویسید باشد. G برای بی مغزه اشتراک

است برقرار زیر حکم دو از یکی آنگاه باشند،

است؛ C۳ × C۳ یا S۳ با یکریخت G و D = ۱ (الف)

است. S۳ × S۳ در نشاندن قابل G و |G| = ۱۸ ،|D| = ۲ (ب)

است برقرار زیر حکم دو از یکی آنگاه نباشد، ماکسیمال Hi ها از یکی حداقل اگر

است؛ C۲ × C۲ × C۲ یا ،C۴ × C۲ ، D۸ با یکریخت G و D = ۱ (الف)

است. ۸ مرتبۀ از دووجهی گروه D۸ آن در که است C۲ ×D۸ با یکریخت G و |D| = ۲ (ب)

در که تفاوت این با شود حذف می تواند بی مغزه اشتراک شرط ۴ .۱ قضیۀ در که است گفتنی

که است آن امر این دلیل کنیم . جایگزین را G
DG

و D
DG

ترتیب به است کافی G و D به جای حکم

{ Hi
DG

: i ∈ I} آنگاه باشد، G گروه برای D اشتراک با بی فزونه پوشش یک {Hi : i ∈ I} اگر

است. G
DG

گروه برای بی مغزه اشتراک با بی فزونه پوشش یک

1. core-free
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البته باشد. پیچیده n ≥ ۵ برای n‑پوشش دارای گروه های کامل شناسایی که می رسد نظر به

با پوشش و ماکسیمال زیرگروه های پوشش، عناصر که خاصی حالت در n ∈ {۵, ۶, ۷} برای

سرنا و فدری، برایس، ۱۹۹۷ سال در دقیق تر، به طور شده اند. طبقه بندی باشد بی مغزه اشتراک

۲۰۰۵ سال در بی مغزه، اشتراک با و ماکسیمال زیرگروه های متشکل از ۵‑پوشش با گروه های [۳۰]

آمده دست به ۷‑پوشش ها برای [۷] در ۲۰۰۷ در و ۶‑پوشش ها، برای [۶] در مشابه ای نتایج

آمده دست به ها ۹‑پوشش و ۸‑پوشش برای [۱۴] و [۱۳] در نتایجی خاص شرایط در البته است.

است.

n‑پوشش ها اشتراک شاخص بزرگ ترین ۲

که است نویمان[۸۰] اچ. بی. آن از متناهی پوشش زمینۀ در نتایج جالب ترین و بهترین از یکی

یک از متناهی پوشش هر در که کرد ثابت او است. استوار آن بر نیز زمینه این در اثبات ها اکثر

همچنان و کرد حذف هستند نامتناهی (اندیس) شاخص دارای که را پوشش از اعضایی می توان گروه

زیر در را نویمان قضیۀ دقیق صورت دهند. تشکیل گروه برای پوشش یک باقی مانده زیرگروه های

می آوریم.

Hn و ،. . . ، H۲ ، H۱ آن در که G = ∪n
i=۱Higi و باشد گروه یک G کنید فرض .۱ .۲ قضیه

|G : Hi| که را Higi هم مجموعه های اجتماع این از اگر باشند. G متمایز )  لزوماً (نه زیرگروه های

است. G کل برابر هم مجموعه ها باقی مانده اجتماع آنگاه کنیم، حذف است نامتناهی آن ها برای

اشتراک شاخص آنگاه ،n < ∞ و باشد بی فزونه n‑پوشش دارای گروهی اگر به عبارت دیگر،

دلخواه گروه یک اینکه برای کافی و لازم شرط بنابراین است. متناهی گروه آن در پوشش اعضای همۀ

می شود. ثابت [۸۱] در باشد پوشش دارای

خارج قسمت یک داری اگر تنها و اگر است پوشش دارای متناهی) لزوماً (نه گروه یک .۲ .۲ قضیه

باشد. غیر دوری متناهی

برای بی فزونه n‑پوشش یک {H۱,H۲, · · · ,Hn} اگر که کرد ثابت [۸۱] نویمان به علاوه،

n از فقط تابعی که است بالایی کران دارای |G : D| آنگاه D = ∩n
i=۱Hi و باشد G گروه

روی زیر به صورت تابع یک تحسین برانگیز مقاله ای در نتیجه این به توجه با [۹۹] تامکینسون است.
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،n > ۲ طبیعی عدد برای کرد: تعریف ۲ از بزرگ تر طبیعی اعداد مجموعۀ

f(n) = max{|G : D| : Dاست اشتراک با بی فزونه پوشش − nیک Gدارای .{گروه

[۳۰] همکاران و بریس . f(۴) = ۹ و f(۳) = ۴ داریم ترتیب به گرکو و اسکورسا نتایج از

و f(۶) = ۳۶ که است شده داده نشان [۷] و [۶] در همچنین . f(۵) = ۱۶ که دادند نشان

تامکینسون درحقیقت، آمده اند. دست به تامکینسون حدس تأیید در نتایج این البته f(۷)؛ = ۸۱

است داده ارائه زیر به صورت پایین و بالا کران یک [۹۹]

A · ۳
۲(n−۱)

۳ ≤ f(n) ≤ max{(n− ۱)۲, (n− ۲)۳}(n− ۳)!

آن در که

A =


۴ × ۳−

۴
۳ n = ۳k

۱ n = ۳k + ۱
۱۶ × ۳−

۸
۳ n = ۳k + ۲

(۱ .۲)

آمده دست به نتایج ۳ ≤ n ≤ ۷ برای که کرد مشاهده می توان است، آمده [۹۹] در که جدولی در

دارد. مطابقت گفته شده پایین کران با

در عناصر مرکزی ساز تعداد از استفاده با گروه ها ساختار تعیین در تابع این کاربردهای از یکی

f(۶) = ۳۶ از [۹] در و f(۵) = ۱۶ رابطۀ از [۱۱] در مثال عنوان به است، متناهی گروه های

شده استفاده مرکزی ساز هشت و هفت و مرکزی ساز شش با گروه های ساختار تعیین در ترتیب به

شده استفاده مرکزی ساز ۱۰ و ۹ با گروه های کامل شناسایی در f(۷) = ۸۱ رابطۀ از اخیراً است.

متناهی گروه های درشناسایی آن ها نقش و مرکزی سازها دربارۀ بیشتر آشنایی برای .[۶۱ ،۶۰] است

کنید. مراجعه [۱] به می توانید ساده گروه های به ویژه

طبیعی عدد دو هر به ازای که می کند اثبات را جالب نتیجه این [۹۹] از ۱ .۳ لم در تامکینسون

دارای G۱ گروه اگر که می بینیم لم این اثبات در .f(m+ n− ۱) ≥ f(m)f(n) داریم m,n

|G۱ : D۱| = f(m) و D۱ اشتراک با {X۱, . . . , Xm} مانند بی فزونه m‑پوشش یک

و D۲ اشتراک با {Y۱, . . . , Yn} مانند بی فزونه n‑پوشش یک دارای G۲ گروه از طرف دیگر و

بی فزونه +m ‑ پوشش n− ۱ دارای G = G۱ ×G۲ گروه آنگاه باشد، |G۲ : D۲| = f(n)

است. ۱ ≤ j ≤ n برای G۱ × Yj و ۱ ≤ i ≤ m برای Xi × G۲ ، X۱ × Y۱ از متشکل
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. |G : D| = f(m)f(n) لذا و است D = D۱ ×D۲ برابر اخیر پوشش این اشتراک همچنین

که یافت گروهی می توان n > ۲ طبیعی عدد هر به ازای که داد نشان می توان لم این از استفاده با

[۲] در می شود. اثبات کردیم مطرح قبلا که ادعایی بدین ترتیب باشد! بی فزونه n‑پوشش یک دارای

ببینید) را ۳ .۷ (تعریف مینیمال بلوکی مجموعۀ یک تعیین برای روشی نتیجه این اثبات از الهام با

جالب توابع f(n) علاوه بر [۹۹] در تامکینسون است. آمده دست به متناهی تصویری هندسۀ در

آن ها ویژگی های می تواند علاقه مند خوانندۀ که است کرده تعریف گروه ها پوشش با مرتبط نیز دیگری

کند. مطالعه را

کنیم. بیان را [۹۹] تامکینسون از دیگر مهم نتیجۀ یک می خواهیم بخش این اتمام قبل از

بی فزونه n−پوشش یک Γ = {H۱, . . . , Hn} و متناهی گروه یک G کنید فرض .۳ .۲ گزاره

چنانچه .α۲ ≤ n − ۱ آنگاه ، α۱ ≤ α۲ ≤ · · · ≤ αn و |G : Hi| = αi اگر باشد.

برای Hi ∩Hj ≤ H۱ و α۲ = α۳ = · · · = αn = n− ۱ صورت این در ،α۲ = n− ۱

.i ̸= j هر

زیرا دارد؛ کلیدی نقش کوچک) n های برای (البته n‑پوشش ها قضیه های اثبات در بالا نتیجۀ

از یکی حداقل شاخص که است این گرفت بی فزونه n‑پوشش یک از می توان که نتیجه ای اولین

داد. ادامه را اثبات می توان مطلب این با و است n− ۱ مساوی یا کمتر پوشش عناصر

نویمان زندگی دربارۀ مختصری ۱ .۲

در نویمان تأثیرگذار و مهم نقش به علت

هانا اولش همسر کنار در (۲۰۰۲ −۱۹۰۹) نویمان برنهارت

دربارۀ مختصری گروه ها پوشش مسئلۀ

بخش این در را نویمان برنهارت زندگی

را [۹۰] بیشتر توضیحات برای می آوریم؛

اکتبر ۱۵ در نویمان برنهارت کنید. مطالعه

ثروتمند منطقۀ یک در برلین در ۱۹۰۹

تحصیل برای ۱۹۲۸ در او شد. متولد

اما شد؛ فرایبورگ دانشگاه وارد ریاضی

عازم و نکرد تحصیل آنجا در بیشتر ترم دو

او شد. برلین در ویلهلم فریدریک دانشگاه
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به او گرایش در رِمارک گرفت. قرار شور و رِماک۱، اشمیت، نظیر استادانی تاثیر تحت آنجا در

ژوئیۀ در و کرد آماده را دکترایش رسالۀ ۱۹۳۱ نوامبر در داشت. به سزایی نقش گروه ها نظریۀ سمت

را هانا اولین بار آنجا در او بودند. داوری کمیتۀ اعضای اشمیت و شور گرفت؛ را دکترایش ۱۹۳۲

قدرت به هیتلر که بود آشنایی این بعداز ماه دو کرد. ملاقات بود تکمیلی تحصیلات دانشجوی که

گرفته را دکترایش قبلا اینکه با او شد. سخت بود یهودی که برنهارت برای آلمان در زندگی و رسید

شد. او راهنمای استاد هال فیلیپ آنجا در کرد. نام ثبت کمبریج دانشگاه در دکترا دورۀ برای بود

در زیادی پیشرفت نویمان ولی کرد پیشنهاد او به را چند جمله ای ها حلقۀ دربارۀ مسئله یک ابتدا هال

دکترایش دومین نویمان کرد. پیشرفت به سرعت برگشت گروه نظریۀ به آنکه محض به نکرد. آن حل

همانند برجسته ای ریاضی دان برای (پس بود بیکار کمبریج در سال دو او کرد. دریافت ۱۹۳۵ در را

آموزشی دستیار عنوان به ۱۹۳۷ در نداشت). وجود استخدام برای تضمینی هیچ هم نویمان برنهارت

داشت، نازی ضد رفتاری که هم هانا بود. سال سه مدت به موقت شغلی که شد منصوب کاردیف در

۱۹۳۸ سال در آن ها رفت؛ کاردیف در برنهارت پیش و کرد رها نیمه کاره را دکترایش دورۀ تحصیلات

کردند. ازدواج هم با

انگلستان، مقیم آلمانی تبار برنهارت برای وضعیت و شد شروع دوم جهانی جنگ ۱۹۳۹ سال

حساب به خارجی دشمن یک او در هر حال شد؛ سخت بود، کرده فرار نازی ها دست از آنکه علی رغم

نکرد. دعوت کار به بازگشت برای او از کاردیف دانشگاه شد، بخشیده ۱۹۴۰ در گرچه می آمد.

در و کرد شروع را دکترایش دورۀ آنجا در هانا بروند. کسفورد آ به شدند مجبور هانا و برنهارت

نظامی مختلف قسمت های در سرباز به صورت را سال دو برنهارت کرد. دفاع رساله اش از ۱۹۴۴

پیوست. او به آنجا در نیز هانا و شد منصوب مدرس سمت به هال دانشگاه در ۱۹۴۶ در و گذراند

دعوت نامۀ یک که بود دانشگاه آن در سال سه و شد مشغول منچستر دانشگاه در ۱۹۴۸ در برنهارت

زندگی شهر آن در عمر آخر تا و رفت کانبرا به کرد؛ دریافت استرالیا ملی دانشگاه از طرف کاری

هر چند کرد. ازدواج داشتند، خانوادگی دوستی سابقۀ که دومش، همسر با ۱۹۷۳ سال در او کرد.

۲۱ در سرانجام نویمان ماند. باقی کانبرا او زندگی محل ولی برگشت انگلستان به ۱۹۷۴ سال در

که سخنرانی هایی سلسله یک در هم هانا بست. فرو جهان از چشم استرالیا کانبرای در ۲۰۰۲ اکتبر

به بعد روز دو و شد مغزی نارسایی دچار به ناگاه اوتاوا شهر در کرد ایراد ۱۹۷۱ سال به کانادا در

پیتر آن ها مشهورترین از یکی که بود فرزند پنج هانا با برنهارت ازدواج ثمرۀ درگذشت. و رفت کما

1. Robert Erich Remak
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دارد. [۱۹ ،۸۳] مادرش و پدر با مشترک مقالۀ دو که است نویمان

نقش مختلف زمینه های در که می آید حساب به گروه نظریۀ در برجسته افراد از یکی نویمان

آزاد» گروه یک خودریختی های «گروه عنوان تحت برلین در را مقاله اش اولین او است. داشته مؤثری

کرد. ایجاد گروه ها نظریۀ پژوهش های در جدید حوزۀ یک کمبریج در دکترایش رسالۀ اما کرد. منتشر

می شود اطلاق گروه ها از رده هایی به چندگونا کرد. آغاز را گروه ها چندگونا های مطالعۀ رساله این در

می کنند. صدق قوانین از دسته یک در متغیر یک به صورت گروه هر اعضای که

پوششی عدد و گروه ها مینیمال پوشش ۳

. [۳۵] کرد مطرح را مینیمال پوشش موضوع بود، اعداد نظریۀ متخصص که کوهن، ۱۹۹۴ سال در

می کنیم. بیان را زمینه این در مهم نتایج سپس و تعریف ابتدا

G برای Γ = {H۱, . . . , Hn} n‑پوشش باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .۱ .۳ تعریف

حالت این در نباشد؛ m < n هر برای دیگری m‑پوشش هیچ دارای G هرگاه گوییم مینیمال را

می نامیم. G گروه پوششی عدد را آن و σ(G) = n می نویسیم

قرار داد بنا به است. طبیعی اعداد مجموعۀ به متناهی گروه های رستۀ از تابعی σ دیگر، دیدگاهی از

مینیمال پوشش هر که است واضح است. k مرتبۀ از دوری گروه Ck آن در که σ(Ck) = ∞

مطلب کلیت از کاستن بدون اینجا در نیست! درست آن عکس ولی است، بی فزونه پوشش یک

بنویسیم و بگیریم نظر در ماکسیمال زیرگروه های را گروه یک مینیمال پوشش اعضای می توانیم

زیرگروه های اشتراک یعنی است، G فراتینی زیرگروه Φ(G) آن در که σ(G) = σ( G
Φ(G))

نتیجه نمی توان لزوماً آنگاه ، H < G اگر که دهیم هشدار باید قضیه ها اثبات در .G ماکسیمال

. σ(H) ≤ σ(G) که گرفت

می آوریم. را σ تابع از جالب خاصیت چند اکنون

.σ(G) ≤ σ(GN ) صورت این در . N⊴G و باشد متناهی گروهی G کنید فرض (الف) .۲ .۳ لم

.σ(G۱×G۲) ≤ min{σ(G۱), σ(G۲)} آنگاه باشند، متناهی گروه دو G۲ و G۱ اگر (ب)

. gcd(|G۱|, |G۲|) = ۱ که می افتد اتفاق وقتی تساوی

از هم کوهن ظاهراً . σ(G) ̸= ۲ داریم G متناهی گروه هر برای ابتدایی، مطالب به توجه با

G اگر تنها و اگر σ(G) = ۳ داریم G گروه برای که است داده نشان و نداشته اطلاع اسکورسا نتیجۀ
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G و σ(G) ̸= ۳ اگر تنها و اگر σ(G) = ۴ و باشد، ۲ شاخص از متمایز زیرگروه دو حداقل دارای

و اگر σ(G) = ۵ که داد نشان کوهن همچنین باشد. ۳ شاخص از متمایز دوزیرگروه حداقل دارای

مشابه ولی است. ۴ شاخص با ماکسیمال زیرگروه یک حداقل دارای G و σ(G) ̸= ۳, ۴ اگر تنها

درحالی که σ(S۵) = ۱۶ و σ(A۵) = ۱۰ زیرا کرد بیان σ(G) = ۶ برای نمی توان را نتایج این

فقط توانست کوهن البته هستند. ۵ شاخص با زیرگروه پنج دارای A۵ متناوب و S۵ متقارن گروه

با G گروه های روی بررسی هایی [۱۲] در کند. تعیین را خاصیت این با G گروه های کوچک ترین

کاملا σ(G) = ۶ شرط با G گروه های نیز [۶] در است. شده انجام σ(G) ∈ {۶, ۷} شرط

شده اند. تعیین

او زمینه این در او بررسی های و می آمد نظر به متفاوت σ(G) = ۷ وضعیت کوهن برای اما

را کوهن حدس این ندارد. وجود σ(G) = ۷ شرط با G متناهی گروه که رساند حدس این به را

طبیعی اعداد چه که مطرح شد سؤال این نتیجه  این با .[۱۰۱] کرد تأیید ۱۹۹۷ سال در تامکینسون

، ۱۳ ،۱۱ مانند اعدادی که حدس  زد تامکینسون گیرند. قرار σ تابع برد در نمی توانند ۷ و ۲ به غیر از

۱۳ عدد برای تامکینسون حدس که است شده داده نشان [۴] در باشند. σ برد در نمی توانند ۱۵ و

شده داده نشان [۳۱] در البته .σ(S۶) = ۱۳ که است شده ثابت آنجا در درحقیقت نیست. درست

شد تأیید ۱۱ عدد برای تامکینسون حدس ۲۰۰۸ سال در اما .σ(PSL(۲, ۷)) = ۱۵ که است

شکل در دقت با ندارد. وجود σ(G) = شرط۱۱ با G گروه که است شده داده نشان آنجا در .[۷۲]

است. اول عدد یک از توانی q آن در که نیستند q + ۱ به صورت آن ها می بینیم ۱۱ و ، ۷ ،۲ اعداد

 ۲۵ ، ۲۳ ، ۲۲ ، ۲۱ ، ۱۹ ،۱۶ سراغ باید باشیم، نوع این از بعدی اعداد دنبال بخواهیم چنانچه پس

در ۲۵ و ،۲۲ ،۲۱ ،۱۹ اعداد فقط ۲۵ تا ۱۶ اعداد بین که است شده ثابت [۴۱] در برویم. غیره و

پوشش عدد نمی توانند که را n ≤ ۱۲۹ مثبت صحیح اعداد همۀ [۴۳] در اخیراً نیستند. σ تابع برد

عدد n و اول عدد یک p اگر که داد نشان مقاله اش در کوهن البته کرده اند. معین باشند گروه یک

به علاوه . σ(G) = pn+۱ به طوری که یافت G مانند گروهی می توان آنگاه باشد، دلخواهی طبیعی

pm+۱ به صورت باید غیردوری حل پذیر گروه یک مینیمال پوشش هر عناصر تعداد که زد حدس او

[۱۰۱] در را کوهن حدس دومین تامکینسون هم باز است. طبیعی عدد m و اول p آن در که باشد

حل پذیر گروه های مینیمالِ پوشش های اعضای دربارۀ بیشتری جزئیات [۶۲] در البته کرد. تأیید

گروه ماکسیمال زیرگروه های تعداد اگر که است شده ثابت نیز [۶۳] در و است شده بررسی متناهی

کرد. مشخص را G
Φ(G) گروه ساختار می توان آنگاه باشد، ۲σ(G) مساوی یا کمتر G حل پذیر
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گروه های از جمله غیر حل پذیر گروه های به توجه ها حل پذیر، گروه های σ ی شدن مشخص با

(P)GL(۲, q) خطی گروه های برای [۳۱] ۱۹۹۹در سال در ابتدا شد. معطوف غیرآبلی ساده

و (P)GL(n, q) گروه های برای عدد این [۲۲] در آمد. دست به σ مقدار (P)SL(۲, q) و

یعنی سوزوکی گروه های برای مقدار این ۲۰۰۳ سال در همچنین آمد. دست به (P)SL(n, q)

دست به پراکنده ساده گروه های از زیادی تعداد برای عدد این [۵۱] در .[۷۱] شد تعیین Sz(q)

[۸] در است. شده تعیین متناوب و متقارن گروه های بعضی برای نیز [۷۴] در و است شده آورده

تعدادی مستقیم حاصل ضرب (یعنی تحویل پذیر کاملا گروه های برای مینیمال پوشش در عناصر تعداد

محاسبه عدد این ۲ بعد از آفین گروه های بعضی نیز [۵۷] در است. شده محاسبه ساده ) گروه های از

کند. مطالعه را [۵۲ ،۴۶ ،۴۵] بیشتر اطلاعات برای می تواند خواننده است. شده

مفروض ویژگی های با زیرگروه هایی توسط گروه ها پوشش ۴

از استفاده با بتوان که داریم انتظار طبیعتاً باشد، متناهی پوشش یک دارای G گروه که زمانی

باره این در آوریم. دست به G گروه دربارۀ ساختاری اطلاعات پوشش دهنده زیرگروه های ویژگی های

کرد. مطرح را زیر سؤال [۸۱] نویمان برنهارت

G گروه برای D اشتراک با متناهی پوشش یک {H۱,H۲, . . . , Hn} کنید فرض .۱ .۴ مسئله

G خود دربارۀ یا G به توجه با D مورد در آنگاه باشند، P خاصیت دارای Hi ها همۀ اگر باشد.

گفت؟ می توان چه

زیرگروه های از متشکل متناهی پوشش یک دارای G گروه کرد ثابت بِر۱ راینهولت نویمان، قبل از

G در ،Z(G) ،G مرکز شاخص (یعنی باشد متناهی۲ در مرکز G اگر تنها و اگر است آبلی

باشد. فوق پرسش طرح برای نویمان اصلی محرک نتیجه این که می رسد نظر به است). متناهی

و D ≤ Z(G) آنگاه بگیریم، نظر در آبلی بودن خاصیت را P فوق پرسش در اگر به عبارت دیگر،

متشکل پوشش های درخصوص کاربردها، بخش در البته است. متناهی G
Z(G) خارج قسمتی گروه لذا

کرد. خواهیم صحبت بیشتر آبلی زیرگروه های از

خاصیت P درحالتی که فوق پرسش به ۱۹۸۸ سال در او است. حوزه این محققان از یکی کاپه۳

گروه از x, y عنصر دو هر برای که می کنیم یادآوری .[۶۵] داد پاسخ باشد داشته بودن۴ ۲‑انگل

،(۱۹۴۱ −۱۸۶۱) Friedrich Engel .۴ و. ـــ است. جمالی علیرضا دکتر پیشنهادِ برابرنهاده این ،center-by-finite .۲
آلمانی. ریاضی دان

1. Reinhold Baer 3. L. C. Kappe
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عددی n اگر می گویند. G در y و x جابه جاگر را آن و [x, y] = x−۱y−۱xy می کنیم تعریف G

و [x,n y] = [[x,n−۱ y], y] می کنند تعریف باشد، طبیعی

Rn(G) = {x ∈ G : [x,n y] = ۱ ،y ∈ G هر .{برای

به عنوان هرگاه گویند n‑انگل را G از H زیرگروه . Ln(G) = G اگر گویند n‑انگل را G گروه

بود طبیعی بِر نتیجۀ بعد از پس است. ۱‑انگل آبلی گروه هر که است واضح باشد. n‑انگل گروه یک

R۲(G) که است شده ثابت [۶۷] در برویم . ۲‑انگل زیرگروه های از متشکل پوشش های سراغ که

آماده ایم اکنون است. کرده مشخص حالت این در را گروه وضعیت کاپه است. G مشخصۀ زیرگروه

کنیم. بیان را کاپه نتایج تا

اگر است ۲−انگل زیرگروه های از متشکل متناهی پوشش یک دارای G گروه (الف) .۲ .۴ قضیه

.[۶۵] باشد متناهی G
R۲(G) اگر وتنها

آبلی گروه اگر تنها و اگر است نرمال زیرگروه های از متناهی پوشش یک دارای G گروه (ب)

.[۲۵] است اول عدد یک p آن در که باشد G همریخت تصویر یک Cp × Cp مقدماتی

گروه اگر تنها و اگر است آبلی نرمال زیرگروه های از متناهی پوشش یک دارای G گروه (پ)

.[۲۵] باشد ۲−انگل گروه G و متناهی G
Z(G)

گروه اگر تنها و اگر است ۲−انگل نرمال زیرگروه های از متناهی پوشش یک دارای G گروه (ت)

.[۶۵] باشد ۳−انگل گروه یک G و باشد متناهی G
R۲(G)

داد نشان ۱۹۹۲ در تامکینسون ببینید. [۶۶ ،۲۶ ،۲۷] در می توانید را کاپه از دیگری نتایج

ابرمرکز اگر تنها و اگر است پوچ توان زیرگروه های از متشکل متناهی پوشش دارای گروه یک که

گرفته قرار مطالعه مورد [۵۶] در هال زیرگروه های توسط گروه ها پوشش . [۱۰۰] باشد متناهی در

است. شده عرضه زیرنرمال زیرگروه های از متشکل پوشش با گروه هایی بررسی [۲۶] در است.

زیرگروه هایش  توسط گروه یک افراز ۵

مجموعه ها) نظریۀ (در آن عام به معنای افرازی نمی تواند گروه یک برای پوشش هر که است واضح

گروه ها، نظریۀ در نیست. تهی پوشش یک از متمایز عضو دو هر اشتراک چون باشد گروه آن برای

دو هر اشتراک که Γ پوشش از است عبارت G گروه برای افراز یک شد، اشاره قبلا که همان طور

یک فقط و یک به متعلق G نابدیهی عضو هر به عبارت دیگر، باشد. بدیهی زیرگروه آن متمایز عضو
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دارای ۱۰ مرتبۀ از دووجهی گروه و ،S۳ متقارن گروه کلاین، ۴‑گروه مثال به عنوان باشد. Γ از عضو

نویمان عمیق نتیجۀ بنا به آنگاه باشد، متناهی افراز دارای گروهی اگر که کنید توجه می باشند. افراز

باشد. متناهی باید گروه آن (۱ .۲ (قضیۀ

قبل از (بیست سال ۱۹۰۶ سال در افرازند دارای که را گروه هایی شناسایی مسئلۀ [۷۶] میلر

پوشش پیدایش منشاء که می رسد نظر به لذا کرد. شروع ۳‑پوشش) دربارۀ اسکورسا نتیجۀ اولین

افرازند دارای که متناهی آبلی گروه های تنها که داد نشان میلر باشد. بوده افرازها مسئلۀ نیز گروه ها

است)؛ p اول عدد آن غیرهمانی عضو هر مرتبۀ که ( گروه هایی مقدماتی اند آبلی p‑گروه های همان

است. برده کار به [۱۰۴] یانگ بار اولین را افراز اصطلاح البته

سپس و داد ادامه را افراز دارای گروه های شناسایی کار [۱۷ ،۱۶ ،۱۵] در بِر ابتدا میلر، بعداز

(زیرگروه F (G) ̸= ۱ و نباشد p‑گروه یک G در حالتی که توانست بود، بِر دانشجوی که کگل،

با سوزوکی سرانجام . [۶۹] دهد ادامه را کار (G پوچ توانِ نرمال زیرگروه بزرگ ترین یعنی فیتینگ۱،

از یکی می توان را سوزوکی مقالۀ . [۹۵] کرد تمام را کار افراز دارای غیرحل پذیر گروه های شناسایی

تعیین در سرشت نظریۀ ابزار از او به ویژه دانست، متناهی ساده گروه های طبقه بندی در آثار مهم ترین

جست. بهره افراز دارای غیرحل پذیر گروه های مرتبۀ

کنیم. تعریف را مهم مفهومی است لازم سوزوکی و کگل، بِر، اصلی نتایج خلاصه بیان قبل از

G از اعضایی توسط تولید شده زیرگروه را Hp(G) باشد، اول عددی p و متناهی گروهی G اگر

۱ ̸= Hp(G) ̸= G اگر که زد حدس [۵۳] در هیوز نیست. p آن ها مرتبۀ که می گیریم نظر در

گروه حالتی که در گویند. G هیوز زیرگروه را Hp(G) زیرگروه . |G : Hp(G)| = p آنگاه

مثالی وال ولی .[۵۴] دادند مثبت پاسخ حدس این به تامپسون و هیوز نباشد p‑گروه متناهی ،

به طوری بسازد G ۵‑گروه یک توانست او در حقیقت است. داده فوق حدس برای [۱۰۲] در نقض

هیوز‑ گروه Hp(G) ̸= G و نباشد p‑گروه که را G متناهی گروه . |G : H۵(G)| = ۲۵  که

Hp(G) ̸= G شرط با متناهی گروه G اگر که داد نشان [۶۸] در هم کگل همچنین گویند. تامپسون

بیاوریم. را یادشده نتایج آماده ایم اکنون است. پوچ توان Hp(G) آنگاه باشد،

و اگر است افراز یک دارای G این صورت در باشد. متناهی گروهی G کنید فرض .۱ .۵ قضیه

کند. صدق زیر شرایط از یکی در اگر تنها

آنگاه ( G فیتینگ (زیرگروه F (G) ̸= ۱ اگر (الف)

1. Hans Fitting (1906-1938)
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است؛ فروبنیوس گروه یک G (۱)

است؛ هیوز−تامپسون گروه یک G (۲)

|G|؛ ≥ p۲ و Hp(G) ̸= G شرط با است متناهی گروه −p یک G (۳)

است. یکریخت ،S۴ یعنی حرف، ۴ روی متقارن گروه با G (۴)

است. یکریخت زیر گروه های از یکی با G آنگاه F (G) = ۱ اگر (ب)

q؛ ≥ ۴ شرط با PGL(۲, q) (۱)

q؛ ≥ ۴ شرط با PSL(۲, q) (۲)

سوزوکی. سادۀ گروه ،Sz(q) (۳)

در هر چند است؛ پیچیده نظر به کلی حالت در افرازند دارای که متناهی p‑گروه های شناسایی

متناهی p‑گروه اگر که است شده ثابت هم [۵۵] در است. آمده دست به باره این در نتایجی [۷۰]

مشترک مضرب (کوچک ترین G نمای آنگاه برابرند، مرتبۀ از افراز اعضای باشد که افرازی دارای G

است  . p برابر ( G عناصر مرتبۀ

اعضا خاص ویژگی های فرض با می توان پوشش ها مانند نیز را افرازها کلی، حالت علاوه بر

گروه های برای ، ρ(G) افراز ، عدد گروه ها  ، برای ، σ(G) پوششی ، عدد مشابه [۴۲] در کرد. مطالعه

افراز یک اندازۀ کوچک ترین را ρ(G) باشد افراز دارای G گروه اگر است؛ شده تعریف افراز دارای

البته کردند. شناسایی را ρ(G) = σ(G) شرط با G گروه های آن ها کرده اند. تعریف G برای

نوشته این حوصلۀ از که می طلبد را دیگری مجال خود گروه ها افراز جالب و مهم مبحث به پرداختن

کند. مشاهده [۱۰۵] در را زمینه این در آمده دست به  نتایج می تواند علاقه مند خوانندۀ و است خارج

بِر زندگی از مختصری ۱ .۵

و پوشاک تولیدی صاحب پدرش شد. متولد مرفه خانواده ای در برلین در ۱۹۰۲ ژوئیۀ در بِر راینهولت

شروع شارلوتنبورک در را مدرسه ای تحصیلات ۱۹۰۸ سال از بود. تاجر خانواده یک از هم مادرش

آیندۀ و داد دست از را پدرش داشت سال ۱۲ فقط وقتی شد. فارغ التحصیل آنجا از ۱۹۲۰ در و

بتواند تا شود مهندس داشت دوست رویاهایش در جوان بِر می رسید. نظر به نامعلوم کاملا او خانوادۀ

حتی خواند، درس هانوفر در مکانیک مهندسی رشتۀ در سال یک او باشد. خانواده برای تکیه گاهی

ریاضی به لذا و نیست او مناسب رشته این که فهمید ولی گذراند؛ را عملی درس هم تابستان در

دوران تمام در او کرد. آغاز فرایبورگ در را ریاضی تحصیلات ۱۹۲۱ در بدین ترتیب آورد. روی
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دارای گوتینگن که شد متوجه اما بود. علاقه مند زیبایش مناظر به علت فرایبورگ شهر به زندگیش

نگاه نوع و تدریس تأثیر تحت راینهولت برود. آنجا به که گرفت تصمیم و است بالایی ریاضی سطح

هندسی نگاه از رویه ها توپولوژی جذب بیشتر کنزر۱ هلموت طریق از بِر گرفت. قرار نوتر امی ریاضی 

و شد مشغول فرایبورگ در دستیار به عنوان آن بعد از نوشت. زمینه همین در را دکترایش رسالۀ و شد

دانشجوی که کریستین، ماریانا با که بود آنجا در شد. علاقه مند جبر به لووی آلفرد تأثیر تحت آنجا در

کرد. ازدواج او با ۱۹۲۹ در و شد آشنا بود، ریاضی

سفری در شد. دعوت منچستر دانشگاه به سپس بِر

(۱۹۷۹ −۱۹۰۲) بِر راینهولت

استاد که وایل کرد. ملاقات وایل هرمان با کسفورد آ به

او و کرد دعوت آنجا به را بِر بود پرینستون دانشگاه

دربارۀ آنجا در ۱۹۳۷ −۱۹۳۵ سال های بین کرد. قبول

بود کرده شروع منچستر در که نامتناهی آبلی گروه های

سمتِ با او از کابل۲ بی. آرتور ۱۹۳۸ در کرد. مطالعه

کرد. دعوت ایلینویز دانشگاه در تدریس برای دانشیاری

ارتقا استادی رتبۀ به ۱۹۴۴ سال در ایلینویز در راینهولت

شهروند و ماند آنجا در سال ۱۸ ماریانا همراه به او یافت.

ایدئالی مکان شَمپین) (اُربانا آنجا در هر حال شد. آمریکا

البته بودند. کوهستان عاشق آن ها زیرا که نبود آن ها برای

سفر بود، واقع آنجا در راکی کوه های رشته که کلرادو، در پارک استیز به بار اولین برای ۱۹۳۹ در بِر
دِن۴ ماکس و وایل، هرمان براوئر۳، ریچارد از جمله دوستانش همراه به ساله هر ۱۹۵۰ سال تا و کرد

.[۸۴] داشت ایلینویز ریاضی دانان زندگی روی مثبتی بسیار تأثیر بِر بدین ترتیب و می رفت آنجا به

بر زیادی تأثیر همچنین کرد، فارغ التحصیل دکترا دانشجوی ۲۰ حدود و بود فعال ایلینویز در بِر

قطب به را آنجا و آورد ایلینویز ریاضی گروه به را سوزوکی۵ او داشت. ایلینویز ریاضی گروه پیشرفت

ایلینویز ریاضی مجلۀ مشهور مجلۀ مؤسسان از یکی بِر کرد. تبدیل متناهی سادۀ گروه های تحقیقات

گروه ها نظریۀ در کرد، مطرح را انژکتیو مدول های مفهوم آبلی گروه های مشبکۀ مطالعۀ با او بود.

آبلی، گروه های توپولوژی، دارند : وسیعی گسترۀ او ریاضی آثار است. شده نام گذاری بِر به نام گروهی

نویسندۀ که فوخس ۶، کرد. منتشر را تصویری هندسۀ و جبرخطی کتاب ۱۹۵۲ در تصویری. هندسۀ و

1. Hellmuth Kneser (1898-1973) 2. Arthur Byron Coble (1878-1966) 3. Richard Brauer (1901-1977)
4. Max Dehn (1878-1952) 5. Michio Suzuki (1926-1998) 6. László Fuchs (1924-)
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کتاب هایش در بِر سازندۀ نظرات از بارها که می کند اشاره است، آبلی گروه های زمینۀ در مهمی کتاب

نظریۀ در متخصص ریاضی دانان برای کتاب هایش است شده باعث امر همین و است کرده استفاده

باشد. مفید بسیار آبلی گروه های

پایین سطح تدریس از به خصوص نمی برد، لذت ایلینویز دانشگاه در زندگی و کار از بِر در هر حال

آنجا در قبل از چون اما برگردد؛ آلمان به هیتلر سقوط و جنگ پایان بعد از داشت قصد او دانشگاه.

سرانجام و ماند ایلینویز در ۱۹۵۶ سال تا بود. مشکل کمی او برگشتن نداشت، رسمی سمت هیچ

آنجا از ۱۹۶۷ سال در شود. کار مشغول فرانکفورت گوتۀ دانشگاه در شد موفق زیاد پیگیری های با

گزید. اقامت زوریخ در و شد باز نشسته

دوم جهانی جنگ پس از بلافاصله که بود Arch. der Math. معروف مجلۀ ویراستار مدت ها بِر

اشمیت ، آر. کاپه، کگل، هاینکن، هیگمن، از می توان او معروف دانشجویان از بود. شده تأسیس

برای تحقیقاتیش تیم در انگیزه ایجاد برای «بِر می نویسد: او دربارۀ کگل برد. نام آمبرک و هاوزن،

می داد. ترتیب هفته دو مدت به را سخنران هایی و مهمان ها دانشجویانش تحقیقات موضوع هر

به را سمینارها گاهی می ماندند. ما نزد طولانی تری مدت بودند مهم تر ما کار برای که مهمان هایی

همواره البته بود. شخصی و علمی ارتباطات برای خوبی فرصت البته که می کرد منتقل دیگری مکان

با گذشت. در معده سرطان عارضۀ به علت ۱۹۷۹ اکتبر در بِر سرانجام بود». او همراه نیز ماریانا

«ظاهری می بریم: پایان به را بخش این می کند بازگو او از دانشجویانش از یکی که تصویری آخرین

لبخندی پا، به تنیس ورزشی کفش پشمی، شلوار با یقه باز سفید پیراهن به ملبس آراسته، و مرتب

گرداگردش». جوان ریاضی دانان و کنارش، در ماریانا چهره اش، بر

گروه ها پوشش مسئلۀ به دیگر رویکردهای ۶

مرکز شاخص برای بالا کران تعیین و آبلی زیرگروه های از متشکل پوشش های ۱ .۶

زیرگروه های از متناهی پوشش یک دارای G گروه که کرد ثابت بِر شد اشاره قبل بخش در همان طور که

اثبات ( برای است G گروه مرکز Z(G) آن در که |G : Z(G)| < ∞ اگر تنها و اگر است آبلی

تعداد کمترین a(G) کنید فرض ، σ(G) یعنی مینیمال، پوشش مشابه حال ببینید). را [۸۱]

ذهن به طبیعی به طور پرسش این باشد. G گروه برای پوشش یک برای نیاز مورد آبلی زیرگروه های

اگر آورد؟ دست به a(G) بر حسب |G : Z(G)| برای بالایی کران های می توان آیا که می رسد

|G : Z(G)| ≤ ۲κ که است شده ثابت [۸۶] در آنگاه باشد، نامتناهی کاردینال یک a(G) = κ
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دارد وجود  c ثابت که داد نشان [۸۱] در نویمان ، a(G) < ∞ اگر حال است. دقیق کران این و

که کرد ثابت و بخشید بهبود را کران این [۹۹] تامکینسون ۱۹۸۷ در .|G : Z(G)| ≤ c۲a(G) که

|G : Z(G)| ≤ max{(a(G)− ۱)۲, ۲(a(G)− ۲)log۲(a(G)−۲)}

احتمالا که کرد پیشنهاد زیادی  حالت های بررسی با تامکینسون است. برقرار G ناآبلی گروه هر در

برای بالایی کران هیچ که است شده داده نشان [۸۷] در اما است . دقیقی بالای کران (a(G)−۱)۲

این اثبات مشاهده برای باشد. a(G) بر حسب چندجمله ای به صورت که ندارد وجود |G : Z(G)|

به دوباره کاربردها بخش در می شود. پیشنهاد [۸۷] مطالعۀ زمینه این در دیگر جالب نتایج و حکم

می پردازیم. گروه ها در مرکزها شاخص

زیرگروه ها از تزویج رده های توسط گروه ها پوشش ۲ .۶

مزدوج های همۀ اجتماع نمی تواند متناهی گروه یک که می کند بیان گروه ها نظریۀ در ساده تمرینی

باشد، آن سرۀ زیرگروه یک H و متناهی گروهی G اگر به عبارت دیگر، باشد. سره اش زیرگروه یک

گروه های برای وضعیت این ولی . Hg = g−۱Hg آن در که G ̸= ∪g∈GH
g داریم همواره آنگاه

n × ماتریس های (گروه GL(n,C) عام خطی گروه مثال، به عنوان است. متفاوت نامتناهی

H آن در که است H مانند زیرگروهی مزدوج های اجتماع مختلط) دارایه های با وارون پذیر n

آن امر این دلیل می باشد. n × n وارون پذیر مثلثی بالا ماتریس های تمام از متشکل مجموعه ای

می تواند متناهی گروه یک البته است. بالا مثلثی ماتریس یک (مشابه) مزدوج ماتریس هر که است

سیلویش ۲‑زیرگروه سه اجتماع که S۳ گروه مانند باشد، سره اش زیرگروه دو مزدوج های اجتماع

ساختار که شود مطرح است ممکن سؤال این بنابراین است. سیلویش ۳‑زیرگروه تنها همراه به

چیست؟ است زیرگروه هایش از برخی مزدوج های اجتماع که متناهی گروه های

H ∈ Γ هر برای هرگاه گوییم نرمال را G از Γ پوشش باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض

در هرگاه گوییم مینیمال را نرمال پوشش همچنین . g−۱Hg ∈ Γ باشیم داشته g ∈ G هر و

تزویج رده های تعداد باشد، تزویج رده های تعداد کمترین دارای G گروه نرمال پوشش های همۀ میان

همواره که است واضح می دهیم. نشان γ(G) نماد با را G گروه مینیمال نرمال پوشش یک در

[۴۴] در . σ(G) = γ(G) آنگاه باشد، متناهی غیردوری پوچ توان گروه یک G اگر .γ(G) ̸= ۱

است. شده بررسی σ(G) = γ(G) شرط با G گروه های و ،γ(G) = ۲ شرط با G گروه های

علاقه مند خوانندۀ به ببینید). را [۳۶] ) کند اختیار را n ≥ ۲ مقدار هر می تواند γ تابع ، σ برخلاف
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توسط گروه ها پوشش از دیگر دیدگاهی می شود. پیشنهاد [۳۲ ،۲۳] مطالعۀ نرمال پوشش های به

ببینید. [۳۷] در می توانید را زیرگروه ها مزدوج

.G ̸= ∪g∈GH
g آنگاه ،H < G و متناهی گروه یک G اگر که دیدیم بخش همین ابتدای در

Hαو G درونی خودریختی های گروه Inn(G) آن در که G ̸=
∪

α∈Inn(G)H
α به عبارت دیگر،

.G =
∪

α∈Aut(G)H
α هرگاه گویند زیرگروه پوشش G از H زیرگروه به است. α تحت H تصویر

n بعدی برداری فضای یک از d بعدی زیرفضای هر که است بررسی قابل به راحتی مثال، به عنوان

[۲۱] ۱۹۸۱ سال در برند است. جمع عمل تحت زیرگروه پوشش یک ۱ ≤ d ≤ n به ازای

زیرگروه پوشش با گروه یک زد حدس و کرد توجه حل پذیر زیرگروه پوشش با پوشش هایی چنین به

پوشش های نیز [۸۸ ،۸۹] در شد. اثبات [۹۳] در ۱۹۸۸ در حدس این است. حل پذیر حل پذیر،

است. شده بررسی Inn(G) < A ≤ Aut(G) آن در که Γ = {Hα : α ∈ A}

زیرگروه ها نرمال ساز و عناصر مرکزی ساز توسط پوشش ۳ .۶

جالب است. عضوهایش مرکزی ساز از مرکب پوششی دارای متناهی ناآبلی گروه هر که است واضح

تعیین را G متناهی ناآبلی گروه یک پوشش برای لازم مرکزی سازهای تعداد کمترین بتوانیم اگر است

است شده محاسبه عدد این گروه ها برخی برای [۵۰] در می دهیم. نشان σc(G) با را عدد این کنیم؛

نشان به علاوه است. G گروه جابه جایی گراف غلبۀ ۱ عدد با برابر عدد این که است شده داده نشان و

دارد. وجود σc(G) = n شرط با G گروه n > ۲ طبیعی عدد هر به ازای که است شده داده

به زیرگروه ها برخی نرمال ساز توسط متناهی گروه های پوشش دربارۀ نتایجی [۱۰] در اخیراً

پوشاندن برای زیرگروه ها نرمال ساز تعداد کمترین برابر را σn(G) به طور مشابه و است آمده دست

G اگر کنید توجه .σn(G) = ∞ آنگاه نباشد موجود پوششی چنین اگر کرده اند؛ تعریف G گروه

گروه های و ددکیند گروه های که است واضح همچنین .σn(G) = σ(G) آنگاه باشد ساده گروه

ندارد وجود σ(G) = ۷ با G گروه که می کنیم یادآوری نیستند. نرمال ساز پوشش دارای دووجهی

.σn(S۴) = ۷ که دید می توان ولی

گروه یک برای ماکسیمال پوشش ۴ .۶

گروه برای را Γ پوشش کرد. مطرح را ماکسیمال پوشش می توان مینیمال پوشش مفهوم مقابل در

تعداد نباشد؛ کمتر دیگری پوشش هیچ عناصر تعداد از Γ عناصر تعداد هرگاه گوییم ماکسیمال G

1. domination number
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آنجا در و است [۹۲] اصلی بحثِ مسئله این می دهند. نشان λ(G) با را G برای پوششی چنین

شده اند. مشخص λ(G) ∈ {۳, ۴, ۵} شرط با G گروه های

یکتا پوشش با گروه ها ۵ .۶

پوشش یک دارای فقط Q۸ چهارگان گروه و ،S۳ متقارن گروه کلاین، ۴‑گروه که است واضح

بی پوشش یک دارای فقط که را گروه هایی می توان آیا که است این جالب سؤال لذا هستند. بی فزونه

ثابت و بررسی یکتا بی فزونۀ پوشش با گروه هایی [۲۴] در ۲۰۰۳ سال در کرد؟ مشخص فزونه اند

از عبارت اند گروه ها این که شد

است یکریخت Cp×Cp×Cn یا ،Cp×Cp ، Q۸ ×Cm ، Q۸ با و است پوچ توان G (الف)

,gcd(p؛ n) = ۱ و اول، p فرد، m آن در که

می شود نشانده G در دوری به طور Z(G) و pq مرتبۀ از G
Z(G) و است پوچ توان غیر G (ب)

متمایزند. اول اعداد q و p آن در که

باشد. بی فزونه پوشش rتا دارای فقط که بسازد گروهی r طبیعی عدد هر برای توانست او همچنین

زیرگروه ها توسط گروه ها پوشش از کاربردهایی ۷

می پردازیم. زیرگروه ها توسط گروه ها پوشش کاربردهای از کاربرد دو به بخش این در

متناهی گروه یک در ناجابه جایی دو به دو عناصر از ماکسیمال ۷. ۱ زیرمجموعۀ

گوییم ناجابه جایی دو به دو را X ⊂ G زیرمجموعۀ باشد. متناهی ناآبلی گروه یک G کنید فرض

مجموعه های همۀ میان در به علاوه .ab ̸= ba، باشیم داشته a, b ∈ X عضو دو هر برای هرگاه

همان ω(G) از دیدگاهی دیگر، می دهیم. نشان ω(G) با را اندازه بزرگ ترین  G ناجابه جایی دو به دو

دارای Γ(G) ناجابه جایی گراف که می کنیم یادآوری است. G گروه نا جا به جایی گراف خوشه ای عدد

برای . xy ̸= yx هرگاه می شوند وصل هم به y و x متمایز رأس دو و G \Z(G) رئوس مجموعۀ

بحث برای [۳۸ ،۷۷ ،۴۰ ،۳] به می تواند علاقه مند خوانندۀ بحث، اصلی موضوع از نشدن دور

مجموعۀ یک بین ارتباط زیر در کند. مراجعه آن خوشه ای عدد و ناجابه جایی گراف دربارۀ بیشتر

می کنیم. بیان را G از خاص پوشش یک و G در اندازه بزرگ ترین با ناجابه جایی دو به دو

دوبه دو اعضای از زیرمجموعه یک {x۱, x۲, . . . , xr} کنید فرض .([۱ .۵ قضیۀ ،۹۹]) ۱ .۷ قضیه

برقرارند. زیر احکام صورت این در باشد. اندازه بزرگ ترین با G گروه ناجابه جایی
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در که است G گروه برای بی فزونه پوشش یک {CG(x۱), CG(x۲), . . . , CG(xr)} (۱)

است. G در xi عنصر مرکزی ساز CG(xi) آن

.Z(G) = ∩r
i=۱CG(xi) (۲)

شد، تعریف قبلا که بی فزونه، متناهی پوشش های روی اشتراک شاخص تابع از استفاده با

[۵۹] در و ω(G) ∈ {۳, ۴} با گروه های [۹] در . |G : Z(G)| ≤ f(ω(G)) که می بینیم

سؤالی به نویمان پاسخ به مسئله این سابقۀ احتمالا است. شده مطالعه ω(G) = ۵ با G گروه های

می رسد. گروه یک ناجابه جایی گراف درخصوص اردوش از

که دید می توان به آسانی می دهیم. نشان χ(G) نماد با را G نا جا به جایی گراف رنگی عدد

پوشش یک عناصر تعداد کمترین همان a(G) آن در که a(G) = χ(G) و ω(G) ≤ χ(G)

عدد تعیین برای خوب بالای کران یک برای لذا ماست . آبلی زیرگروه های از متشکل G برای

زیرگروه های از متشکل مینیمال پوششی نظر، مورد گروه برای است کافی گرافی، چنین خوشه ای

ω(Sn) ̸= χ(Sn) که است شده داده نشان [۲۸] در می رود. کار به اغلب که روشی یافت؛ آبلی

. n ≥ ۱۵ برای

کنیم. بیان کرد مطرح ۱۹۷۵ در که را اردوش سؤل می توانیم حال

نیست. نامتناهی خوشۀ هیچ شامل که باشد متناهی) لزوماً (نه گروهی G کنید فرض .۲ .۷ مسئله

دارد؟ وجود Γ(G) خوشه های اندازۀ برای متناهی کران آیا صورت این در

گراف اگر که داد نشان او درحقیقت داد. مثبت پاسخ سؤال این به [۸۲] نویمان سال همان در

متشکل متناهی پوشش یک دارای G آنگاه نباشد، نامتناهی خوشۀ هیچ شامل G گروه ناجابه جایی

آمد. دست به [۳۳ ،۹۱ ،۷۵] در دیگری نتایج آن پس از است. آبلی زیرگروه های از

برابر که است شده تعریف [۵۰] در ω′(G) جدید کمیت ω(G) کنار در اینکه آخر مطلب

G در شمول) رابطۀ به (نسبت ماکسیمال ناجابه جایی دو به دو مجموعه یک عناصر تعداد کمترین

بنا به و σc(G) ≤ ω′(G) که کرد بررسی می توان ۳ .۶ بخش از σc(G) تعریف به توجه با است.

خاص۱. فوق العاده p‑گروه های برای σc(G) = ω′(G) = p + ۱ داریم [۵۰] از ۷ .۳ گزارۀ

را [۵۰] از ۳ .۵ و ۲ .۵ (گزاره های است برقرار نیز ناآبلی سادۀ گروه های برخی برای تساوی همچنین

[۵۸] از ۳ .۱ قضیۀ (اثبات ۷ = σc(S۴) < ω′(S۴) = ۹ < ω(S۴) = ۱۰ هرچند ببینید)؛

ببینید). را [۵۰] از ۵ .۵ گزارۀ و
1. extra-special p-groups
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تصویری فضاهای در مینیمال بلوکی مجموعۀ ۲ .۷

این در باشد. Fq عضو q با متناهی میدان روی n + ۱ بعد از بردای فضای یک V کنید فرض

PG(n, q) نماد با و گوییم n بعدی تصویری فضای را V ناصفر زیرفضاهای همۀ مجموعۀ صورت

همچنین هستند. V ۱ بعدی زیرفضاهای همان نقاط از منظور تصویری فضای این در می دهیم. نشان

عدد یک p هرگاه است. ابرصفحه یک  V از n بعدی زیرفضای هر که می کنیم یادآوری جبرخطی از

یک pn+۱ مرتبۀ از Fp × Fp × · · · × Fp مقدماتی آبلی گروه باشند، طبیعی عدد یک n و اول

است. ابرصفحه یک آن بیشین زیرگروه هر و است Fp میدان روی n + ۱ بعد از برداری فضای

می کنیم. تعریف را PG(n, q) تصویری فضای در (مینیمال) بلوکی مجموعۀ یک اکنون

دارای ابرصفحه هر با که است نقاط از مجموعه ای PG(n, q) در بلوکی مجموعۀ یک .۳ .۷ تعریف

را بلوکی مجموعۀ هیچ به طور سره هرگاه گوییم مینیمال را بلوکی مجموعۀ غیربدیهی باشد. اشتراک

برنگیرد. در

کمین بلوکی مجموعۀ و متناهی مقدماتی آبلی گروه های بی فزونۀ پوشش های بین ارتباط اینجا در

نماد: چند آن قبل از اما ببینید. [۵] در را بیشتر جزئیات می کنیم؛ بیان را متناهی میدان های روی

. y = (y۱, . . . , yn) ∈ (Fq)
n و باشد، طبیعی عددی n عضو ، q با میدان Fq کنید فرض

کنید تعریف

My = {(x۱, . . . , xn) ∈ (Fq)
n : x۱y۱ + · · ·+ xnyn = ۰}.

برداری فضای برای ابرصفحه یک My مجموعۀ y غیرصفر بردار هر برای که دید می توان به راحتی

با یک بعدی زیرفضای یک Y اگر لذا .Mλy = My آنگاه ۰ ̸= λ ∈ Fq اگر و است (Fq)
n

کنیم. بیان را نتایج آماده ایم اکنون . MY := My بنویسیم می توانیم باشد {y} پایۀ

. Γ = {Mb : b ∈ B} و باشد PG(n, q) در نقاط از زیرمجموعه ای B کنید فرض .۴ .۷ گزاره

صورت این در

(Fq)
n+۱ آبلی گروه برای |B| −پوشش یک Γ اگر تنها و اگر است بلوکی مجموعۀ یک B (۱)

باشد.

گروه برای بی فزونه |B|−پوشش یک Γ اگر تنها و اگر است مینیمال بلوکی مجموعۀ یک B (۲)

باشد. (Fq)
n+۱ آبلی
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[۴۸ ،۵ ،۲] می توانید گروه ها پوشش و مینیمال بلوکی مجموعه های مورد در بیشتر مطالعۀ برای

نظریۀ و بازی ها نظریۀ در بلوکی مجموعۀ مهم کاربردهای که کنیم اشاره است لازم البته ببینید. را

می کنیم. توصیه را [۱۸ ،۲۰] مطالعۀ علاقه مند خوانندۀ به که است کدگذاری

دیگر کاربردهای ۳ .۷

ارتباط متناهی، برداری فضاهای یا آبلی گروه های پوشش روی طبیعی محدودیت های برخی اعمال با

جمعی۲، پایۀ حدس شارش۱، سه حدس مانند ترکیبیاتی مسائل و گروه ها پوشش مسائل بین نزدیکی

علاقه مند خوانندۀ به دارد؛ وجود صفر هیچ جا بردارهای دربارۀ تارسی۵ و یِگر۴، اَلون۳، از حدسی و

می کنیم. پیشنهاد را [۹۸] زیبای مقالۀ مطالعۀ

حلقه ها پوششی عدد ۸

یک R کنید فرض کرد. تعریف زیرحلقه ها توسط را حلقه یک پوشش می توان گروه ها مشابه

از متناهی خانواده ای R برای پوشش یک باشد. جابه جایی) و یک دار لزوماً (نه شرکت پذیر حلقۀ

هر هرگاه گویند یکانی را پوششی چنین باشد؛ R برابر اجتماعشان که است آن سرۀ زیرحلقه های

است، پوشش یک یکانی پوشش هر که است واضح باشد. R ضربی همانی شامل پوشش عضو

عدد ندارند. یکانی پوشش ولی هستند پوشش دارای که دارند وجود متناهی جابه جایی حلقه های ولی

و σ(R) با ترتیب به که می شود تعریف گروه ها مشابه هم R برای یکانی پوششی عدد و پوششی

هرگاه گویند R زیرحلقه را R از S زیرمجموعۀ که می کنیم یادآوری می شود. داده نشان σu(R)

می توان ،( ۲ (قضیۀ گروه ها همانند باشد. بسته ضرب عمل تحت و گروه یک جمع عمل به نسبت

باشد داشته وجود R از I مانند ایده آلی اگر تنها اگر است پوشش دارای R حلقۀ که داد نشان

دارای که را متناهی حلقه های باید ابتدا پس باشد. پوشش دارای و متناهی R
I حلقۀ به طوری که

نیز حلقه یک لذا است، آبلی گروه یک جمع تحت حلقه هر چون کنیم. شناسایی هستند پوشش

. σ(R) ≥ ۳ داریم همواره بنابراین باشد. سره اش زیرحلقۀ دو اجتماع نمی تواند

شرط با حلقه های نیز [۳۴] در شده اند. مشخص σ(R) = ۳ شرط با R حلقه های [۷۳] در

[۹۷ ،۸۵ ،۱۰۳] مقالات سلسله ادامۀ که [۹۶] در ۲۰۲۴ سال در است. شده بررسی σ(R) = ۴

و گروه ها) (برخلاف شده اند تعیین باشند حلقه ها پوششی عدد می توانند که طبیعی اعداد تمام است

است. صفر اعدادی چنین مجموعۀ چگالی که است شده داده نشان
1. three-flow conjecture 2. additive basis conjecture 3. Noga Alon 4. François Jaeger 5. Michael
Tarsi
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تولید شده دوری زیرحلقه های توسط پوششی دارای ناجابه جایی متناهی هرحلقۀ که کنید توجه

شناسایی هستند پوشش دارای که را متناهی جابه جایی حلقه های باید بنابراین است. عناصرش توسط

طبیعی عددی n و اول عدد p آن در که باشد q = pn مرتبۀ از متناهی میدان Fq کنید فرض کرد.

Fq از سره زیرحلقۀ هیچ در ضربی گروه مولد چون نیست پوشش دارای Fq صورت این در است.

میدان های از متناهی تعدادی حاصل ضرب آنکه برای کافی و لازم شرط [۱۰۳] در نمی گیرد. قرار

به حلقه ها این پوشش پذیری قضیه ها این به توجه با است . شده معین باشد پوشش دارای متناهی

داریم را زیر نتیجۀ دقیق تر به طور می گردد. بر هم مرتبه متناهی میدان های حاصل ضرب پوشش پذیری

کنید). مراجعه [۱۰۳] از ۵ .۳ قضیۀ به اثبات (برای

است . q = pn آن در که باشد qt مرتبۀ از حلقه ای R = Fq×· · ·×Fq کنید فرض .۱ .۸ قضیه

.t ≥ p اگر تنها و اگر است پوشش دارای R این صورت در .n = ۱ کنید فرض (۱)

باشیم داشته اگر تنها و اگر است پوشش دارای R صورت این در .n > ۱ کنید فرض (۲)

تکین تحویل ناپذیر چندجمله ای های تمام مجموعۀ Irr(p, n) آن در که t ≥ |Irr(p, n)|

است. Fp روی n درجۀ از

همان طور که است. پوشش پذیر جابه جایی حلقه های در به دست آمده نتایج معدود از بالا قضیۀ

پوششی عدد تعیین به معطوف حلقه ها پوشش زمینۀ در به دست آمده نتایج بیشتر شد اشاره بالا در

است. شده پرداخته متناهی جابه جایی حلقه های پوشش پذیری به کمتر و است پوشش پذیر حلقه های

کار کوچک مرتبه های برای حتی حلقه هایی چنین شناسایی که است شده گفته [۱۰۳] مقدمۀ در

پوشش دارای که pα۱
۱ pα۲

۲ · · · pαk
k مرتبۀ از جابه جایی حلقه های [۷۹] در اخیراً نیست. ساده ای

در همچنین .(i هر به ازای ۱ ≤ αi ≤ ۴ و متمایز اول اعداد (piها شده اند مشخص هستند یکانی

شده اند. مشخص پوشش پذیر متناهی موضعی حلقه های [۷۸]

نیم گروه ها، مانند زیرساختارهایشان توسط جبری ساختارهای دیگر پوشش مسئلۀ بررسی برای

به را علاقه مند خوانندۀ تکوارها۲ و همانی)، عضو دارای (شبه گروه طوقه  ها۱ وارون، نیم گروه های

می کنیم. دعوت [۳۹ ،۶۴] جالب مقاله های مطالعۀ

می کنم، تشکر بسیار مقاله اولیۀ نسخۀ ویراستاری برای مجله محترم سردبیر از ابتدا سپاسگزاری
مقاله بهبود برای سودمند پیشنهادهای ارائۀ و مقاله دقیق مطالعۀ برای محترم داور از همچنین

سپاسگزارم.

1. loops 2. monoids
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