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تک عضوی مجموعه های كه می كنیم ارائه ادعا این برای مقدماتی و كوتاه برهانی مقاله، این در چکیده.
آن، در و دارد هندسی مایۀ برهان، نیستند. چشم پوشی قابل و بی اهمیت متری، فضاهای از برخی در
اثبات برای جایگزین روشی به عنوان به ویژه روش این می شود. استفاده موضعی فشردگی مفهوم از

می شود. پیشنهاد مشابه، كلاسیک قضیه های از برخی

مقدمه ۱

آیا كه است این می شود مطرح كه مهم سئوالی باشد. توپولوژیک فضای یك (X, τ) كنیم فرض

پژوهش هایی چنین خیر؟ یا است همسان ریخت۲ X با X \ {p} یعنی آن، سوراخ  دار۱ نسخۀ

توجه مورد سال ها و است پیوند در X زیرمجموعه های برای ثابت نقطۀ ویژگی های با مثال، برای

هستند بسیاری ظرافت های دارای قبیل، این از مسائلی كه می شود دیده اغلب است. بوده فراوان

با Rn \ {۰} سوراخ دار اقلیدسی فضای اینكه اثبات مثال، برای است. دشوار آنها اثبات و

سوی از ببینید. را [۲] مثلا دارد؛ جبری توپولوژی از ابزاری به نیاز نیست، همسان ریخت Rn

برداری فضای یک كه می دهد نشان كرد، ثابت میلادی ۱۹۵۰ سال در كله۳ كه ژرفی قضیه ای دیگر،
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واقع در .[۴ ،۳] است همسان ریخت خود، سوراخ دارِ نسخۀ با همیشه نامتناهی، بعد با توپولوژیكی

توپولوژیكی برداری فضای یک از زیرحوزه هایی۱ كلی تر، به طور یا و فشرده زیرمجموعه های می توان

قضیۀ بنابر ببینید. را [۵ ،۱] مثلا كند؛ تغییر آن توپولوژی اینكه بدون كرد حذف كامل به طور را

باشند، فشرده كراندار، و بسته مجموعه های كه ویژگی این یعنی موضعی،۳ فشردگی ریس،۲ كلاسیک

كه است شگفت انگيز بنابراین می كند. مشخص سازی را نُرمدار برداری فضاهای بعد بودنِ متناهی

همسان ریخت خود، سوراخ دارِ نسخۀ با فضا یک می شود مانع كه است موضعی فشردگی نهایت، در

باشد.

مانع كه هستيم معیاری به دنبال واقع، در هستند. مقاله این نگارش اصلی انگیزۀ مطالب، اين

مقاله، این در آمده به دست نتایج باشد. همسان ریخت خود، سوراخ دارِ نسخۀ با فضا یک می شود

بر مبتنی كه می كند ارائه نیست، همسان ریخت Rn با Rn \ {۰} اینكه برای مقدماتی برهان یک

در R > ۰ شعاع و q نقطۀ مرکز به باز گوی استاندۀ نماد از مقاله، این در است. موضعی فشردگی

.BR(q) := {v ∈ X : d(v, q) < R} می كنیم: استفاده (X, d) متری فضای

اصلی نتایج ۲

q ∈ X كنیم فرض باشد. موضعی فشردۀ و كامل متری فضای یک (X, d) كنیم فرض .۱ .۲ قضیه

باشد. مسیری۴ همبند بزرگ، كافی به اندازۀ و مثبت Rهای برای X \BR(q) چنان كه باشد موجود

ندارد. وجود ،X \ {p} آن، سوراخ دار نسخۀ و X بین همسان ریختی هیچ صورت، این در

مانند همسان ریختی یک كنیم فرض حکم، به خلافِ است. خلف برهان به روش اثبات اثبات.

X \ {p} در دنباله ای (pn)n∈N اگر كه می كنیم ادعا باشد. داشته وجود φ : X \ {p} → X

یعنی است؛ بی كران آن تصویر آنگاه است، همگرا p به كه باشد

limn→∞d(pn, p) = ۰ =⇒ limn→∞d(φ(pn), p) = +∞. (۱)

داشته C۰ مانند مثبتی حقیقی عدد و (pnj )j∈N مانند زیردنباله یک برای و نباشد چنین كنیم فرض

گرفتن نظر در با لزوم صورت در و موضعی فشردگی شرط به توجه با .d(φ(pnj ), p) ≤ C۰ باشیم

که به طوری دارد وجود q ∈ X دیگر، زیردنباله ای

limj→∞φ(pnj ) = q ∈ X. (۲)
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می آوریم به دست ،(۲) طرفین بر φ−۱ پیوستۀ تابع تأثیر با

p = limj→∞pnj = limj→∞φ−۱ ◦ φ(pnj ) = φ−۱(q)

X\{p} از نقطه ای φ−۱(q) نتیجه در و است دوسویی φ : X\{p} → X زیرا است، ممتنع كه

که می كنیم ادعا مشابه، به طور باشد. p نمی تواند و است

limn→∞d(pn, p) = +∞ =⇒ limn→∞d(φ(pn), p) = +∞. (۳)

گرفتن نظر در با لزوم صورت در بماند، باقی كراندار d(φ(pnj ), p) مانند زیردنباله ای اگر واقع، در

که به طوری دارد وجود q ∈ X دیگر، زیردنباله ای

limj→∞φ(pnj ) = q ∈ X. (۴)

و z ∈ X \ {p} صورت، این در .z := φ−۱(q) كنیم فرض

limj→∞d(pnj , p) = limj→∞d(φ−۱(φ(pnj )), p) = d(z, p) + o(۱) < +∞

تعریف زیر به صورت را SXλ مجموعۀ ،λ مثبت عدد هر برای اکنون دارد. تناقض (۳) مقدم با كه

می كنیم:

SXλ := {v ∈ X \ {p} : d(v, p) = λ}.

نتیجه (X, d) موضعی فشردگی از است. X \{p} از كراندار و بسته زیرمجموعه ای SXλ به روشنی

و فشرده X در K مجموعۀ .K := φ(SXλ ) است. گیریم فشرده مجموعه ای SXλ كه می شود

چنان كه بیابیم R مانند بزرگ كافی به اندازۀ و مثبت عددی می توانیم پس است. كراندار نتیجه در

كه به طوری دارد وجود z۱ ∈ X \ {p} می گیریم نتیجه (۱) از .K ⊆ BR(q)

٫۰ < d(z۱, p) <
λ

۴
و φ(z۱) /∈ BR(q) (۵)

كه به طوری دارد وجود z۲ ∈ X \ {p} می گیریم نتیجه (۳) از مشابهاً

.d(z۲, p) > ۴λ و φ(z۲) /∈ BR(q) (۶)
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مانند پیوسته مسیری این رو از است. مسیری همبند X \BR(q) فضای فرض، بنابر

ϱ : [۰, ۱] → X \BR(q)

كه می شود یافت

.ϱ(۰) = φ(z۱) و ϱ(۱) = φ(z۲)

كه می شود دیده به آسانی و است پیوسته نیز µ := φ−۱ ◦ ϱ : [۰, ۱] → X \ {p} مسیر بنابراین

.d(µ(۰), p) <
λ

۴
و d(µ(۱), p) > ۴λ

به طوری دارد وجود t۰ی ∈ (۰, ۱) كه می شود نتیجه پیوسته توابع برای میانی مقدار قضیۀ از اكنون

ϱ برد به توجه با كه K ⊆ BR(q) و ϱ(t۰) = φ(µ(t۰)) ∈ K اما .d(µ(t۰), p) = λ كه

می شود. تناقض به منجر

اثبات هندسی روش .۱ شکل

داشت وجود برهان در كه را هندسی دیدگاه ابتدا می بریم. پایان به توضیح چند بیان با را بحث

پیدا امكان آیا كه است این بر متّكی برهان می دهیم. توضیح است، شده داده نشان ۱ شكل در و

تصویر كه به طوری دارد وجود p از دور z۲ مانند نقطه یک و p به نزدیك z۱ مانند نقطه یک كردن

مجموعۀ تصویر مسیر، این و شوند وصل هم به ϱ مسیر یک با بتوانند φ(z۲) و φ(z۱) یعنی آنها،

را SXλ باید φ−۱ ◦ ϱ برگشت مسیر چون است تناقض یک این هرچند نكند؟ قطع را SXλ فشردۀ

كند. قطع



۱۶۳ (۱۴۰۴ تابستان و (بهار ۱ شمارۀ ،۴۴ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

نُرم یك به همراه ،n > ۱ ،Rn فضای ،۱ .۲ قضیۀ شرایط واجد متری فضاهای از نمونه یك

Rn \ BR(q) مجموعۀ ،n > ۱ وقتی كه است بررسی قابل به آسانی است. آن روی تعریف شده

موضوع، این بررسی برای روش ها از یكی است. مسیری همبند R > ۰ هر و q ∈ Rn هر برای

مسیری همبند Sn−۱
R (q) := {y ∈ Rn : ∥y − q∥ = R} كُره كه است واقعیت این به توجه

موضوع بررسی برای آسان راه یک اینجا در ببینید. را [۶] مثلا است؛ قدیمی خیلی نتیجه این است.

w و u اگر .u,w ∈ Sn−۱
R (۰) كنیم فرض .q = ۰ كلیت، گیریم از كاستن بدون می کنیم. ارائه

را w و u بردارهای γ(t) = R (۱−t)u+tw
∥(۱−t)u+tw∥ ∈ Sn−۱

R (۰) مسیر آنگاه باشند، خطی مستقل

می كنیم انتخاب چنان را v ∈ Sn−۱
R (۰) بردار آنگاه باشند، وابسته w و u اگر می كند. وصل به هم

.n > ۱ چون است امكان پذیر كار این باشند. خطی مستقل {v, w} و {u, v} مجموعه های كه

مسیری می كند، وصل w به را v كه مسیری به می كند وصل v به را u كه مسیری الحاق با اكنون

می كند. وصل w به را u كه می آید به دست پیوسته 

است. مسیری همبند Rn \BR(q) ،n > ۱ برای .۲ شکل

نظر در می كند، وصل به هم را y و x كه l را مستقیمی خط x, y ∈ BR(q) اگر مشابه، به طور

می گیریم:

l = {x+ t(y − x) : ۰ ≤ t ≤ ۱}.

اگر اما می كند. وصل به هم را y و x كه می گیریم مسیری همان را خط این نگذرد، BR(q) از l اگر

و l(tx) = vx كه طوری می گیریم نظر در را Sn−۱
R (q) در vy و vx نقطۀ دو بگذرد، BR(q) از l

vy و vx كه باشد Sn−۱
R (q) در مسیر یک γ كنیم فرض .۰ < tx < ty آن، در كه l(ty) = vy
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y و x كه می آید به دست مسیری ،l|[ty ,۱] و γ ،l|[۰,tx] مسیرهای الحاق با می كند. وصل به هم را

ببینید. را ۲ شكل ندارد؛ اشتراک BR(q) با و می كند وصل به هم را

نمی كند؛ صدق ۱ .۲ قضیۀ شرایط در R حقیقی خط كه می كنیم اشاره نكته این به پایان، در

نتیجه نیز همبندی ملاحظات به توجه با نیست، همسان ریخت R\{p} با R كه موضوع این هرچند

می شود.
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