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این ازجملۀ است. شده توجه متناهی گروه های روی احتمال موضوع به اخیر سال پنجاه در چکیده.
در است. عضو دو حاصل ضرب شدن صفر برابر یا عضو دو شدن جابه جا احتمال محاسبۀ مسائل
و گروه روی را نوع این از پدیده هایی دادن رخ احتمال محاسبۀ به مربوط مهم نتایج برخی مقاله، این

می  کنیم. عرضه حلقه ها

مقدمه ۱

سابقۀ می شود. مشاهده متناهی گروه های در احتمال از استفاده به زیادی اشتیاق اخیر، دهۀ پنج در

سال های طی توران۲ و اردش۱ از [۱۹ ،۱۸ ،۱۷ ،۱۶ ،۱۵ ،۱۴ ،۱۳] مقالۀ هفت به موضوع این

به ویژه برمی گردد. گروه ها نظریۀ حوزۀ در آماری مسائل بعضی مطالعۀ دربارۀ ۱۹۷۰ تا ۱۹۶۵

مجموعۀ عضوهای تعداد ،G مانند متناهی گروه یک در که ([۱۶] از IV (قضیۀ دادند نشان آنها

رده های تعداد k(G) آن در که است k(G)|G| با برابر {(x, y) ∈ G × G : xy = yx}

دوباره قبلی روش های همان با را بالا قضیۀ ۱۹۷۳ سال در [۳۰] گاستافسون است. G مزدوجی

پیشرفت های برای پیشتاز مسئلۀ یک بلکه است، گاستافسون مقالۀ عنوان نه تنها زیر سؤال کرد. ثابت
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جابه جا احتمال که کرد ثابت و داد سؤال این به قابل توجه ولی مقدماتی جواب یک گاستافسون

نشان [۳۰] در همچنین است. ۵
۸ با مساوی یا کوچک تر متناهی، ناآبلی گروه یک عضوِ دو شدنِ

۵
۸ با مساوی یا کوچک تر فشرده، ناآبلی گروه یک عضو دو شدنِ جابه جا احتمال که است شده داده

گروه، یک از عضوی بودنِ جابه جاگر احتمال گروه، یک عضو دو بودنِ مولد احتمال ادامه، در است.

نظریۀ ویژگی یک P آن، در (که گروه یک عضوِ دو توسط تولیدشده زیرگروه بودنِ P‑گروه احتمال

شد. مطرح ریاضی دانان از برخی توسط گروه ها روی احتمال ها از دیگر انواعی و است) گروهی

از به تصادف که را عضو دو شدنِ جابه جا احتمال گروه ها، مشابه [۳۷] مک هیل ،۱۹۷۶ سال در

حاصل ضرب شدنِ صفر احتمال ادامه در کرد. مطرح می شوند، انتخاب R مانند متناهی حلقۀ یک

روی احتمال ها البته .[۲۳ ،۲۲] گرفت قرار مطالعه مورد متناهی جابه جایی حلقۀ یک عضو دو

.[۴۴ ،۴۳] شده اند بررسی نیز دیگر جبری ساختارهای

اشاره منابع مهم ترین از برخی به و کرد خواهیم اشاره نتایج نوع این مهم ترین به مقاله این در

می کنیم.

گروه ها روی احتمال انواع ۲

نخست می پردازیم. شده اند، تعریف گروه ها روی که احتمال چند مطالعۀ و معرفی به بخش، این در

گروه یک جابه جایی درجۀ تعریف با می گوییم. سخن گروه یک عضوِ دو شدنِ جابه جا احتمال دربارۀ

می کنیم. شروع

از به تصادف که عضو دو شدنِ جابه جا احتمال باشد. متناهی گروه یک G کنیم فرض .۱ .۲ تعریف

از است عبارت شده اند، انتخاب G

Pr(G) :=
|{(x, y) ∈ G×G : xy = yx}|

|G|۲
.

می نامیم. G گروه در جابه جایی احتمال یا جابه جایی درجۀ را Pr(G) عدد

در باشد. آبلی G اگر تنها و اگر Pr(G) = ۱ و Pr(G) ∈ (۰, ۱] که دید می توان به روشنی

به طور سؤال این است. نزدیک تر بودن آبلی به G گروه باشد، بزرگ تر Pr(G) مقدار هرچه واقع،

گاستافسون چیست؟ متناهی ناآبلی گروه های در Pr(G) مقدار بزرگ ترین که می شود مطرح طبیعی

نظریۀ از مقدماتی نکاتی یادآوری از بعد را آن برهان که می دهد پاسخ زیر قضیۀ در سؤال این به

می آوریم. گروه ها
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.Pr(G) ≤ ۵
۸ آنگاه باشد، متناهی ناآبلی گروه یک G اگر .۲ .۲ قضیه

G گروه مرکز می شوند، جابه جا آن عضوهای همۀ با که را G گروه از عضوهایی همۀ مجموعۀ

مجموعۀ G در x مرکزی ساز x ∈ G هر برای می دهیم. نشان Z(G) با و می نامیم

CG(x) = {y ∈ G : xy = yx}

نظریۀ در مقدماتی مسئلۀ یک .CG(x) = G اگر تنها و اگر x ∈ Z(G) که است روشن است.

چون باشد. دوری G
Z(G) خارج قسمتی گروه اگر تنها و اگر است آبلی G گروه که است این گروه ها

.| G
Z(G) | ≥ ۴ داریم G ناآبلی گروه هر برای پس است، غیردوری گروه کوچکترین کلاین ۴‑گروه

|G : CG(x)| آن، در که |G : CG(x)| ≥ ۲ آنگاه ،x /∈ Z(G) اگر که می کنیم یادآوری همچنین

بپردازیم. ۲ .۲ قضیۀ اثبات به که است آماده شرایط حال است. G در CG(x) شاخص

،{(x, y) ∈ G × G : xy = yx} =
∪

x∈G({x} × CG(x)) چون .۲ .۲ قضیۀ اثبات

داریم

Pr(G) =
Σx∈G|CG(x)|

|G|۲

=
Σx∈Z(G)|CG(x)|+Σx/∈Z(G)|CG(x)|

|G|۲

=
|G||Z(G)|+Σx/∈Z(G)|CG(x)|

|G|۲

≤ |Z(G)|
|G|

+
Σx/∈Z(G)

|G|
۲

|G|۲

=
|Z(G)|
|G|

+
|G− Z(G)|

۲|G|

=
|Z(G)|
۲|G|

+
۱
۲
.

.Pr(G) ≤ ۵
۸ نتیجه در و | G

Z(G) | ≥ ۴ برهان، از پیش گفته شده مطالب بنابر

و اگر | G
Z(G) | = ۴ اگر تنها و اگر Pr(G) = ۵

۸ که دید می توان برهان، این به توجه با

که Pr(Q۴) = Pr(D۴) = ۵
۸ مثال، برای باشد. کلاین ۴‑گروه با یکریخت G

Z(G) اگر تنها

همچنین هستند. ۸ مرتبۀ از چهارگان گروه و ۸ مرتبۀ از دووجهی گروه به ترتیب Q۴ و D۴ آن، در
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عبارت به ندارد. وجود ۵
۸ < Pr(G) < ۱ شرط با G متناهی گروه که گرفت نتیجه می توان

ضابطۀ با Pr : G −→ Q ∩ [۰, ۱] تابع آنگاه باشد، متناهی گروه های همۀ خانوادۀ G اگر دیگر،

باشد. جالب موضوعی می تواند نیز Pr تابع برد مطالعۀ بنابراین نیست. پوشا G 7→ Pr(G)

می آوریم. شدند مطرح [۳۵ ،۳۴] در ۱۹۷۷ سال در که را جوزف حدس های اکنون

برقرارند: زیر حکم های .D = {Pr(G) : است متناهی {Gگروه کنیم فرض .۳ .۲ حدس

است؛ گویا D مجموعۀ حدیِ نقطۀ هر (الف)

که به طوری دارد وجود ϵ > ۰ یک آنگاه  باشد، D مجموعۀ حدیِ نقطۀ یک l اگر (ب)

D ∩ (l − ϵ, l) = ∅;

است. بسته D ∪ {۰} مجموعۀ (پ)

شد. اثبات جوزف حدس های دربارۀ زیر نتیجۀ [۲۷] در ،۲۰۱۳ سال در

وجود ϵ > ۰ یک و است گویا l آنگاه باشد، D مجموعۀ حدیِ نقطۀ l ∈ (۲
۹ , ۱] اگر .۴ .۲ قضیه

.D ∩ (l − ϵ, l) = ∅ که به طوری دارد

قابل تعمیم عضو، دو شدن جابه جا احتمال تعریف آیا که می شود مطرح سؤال این زمینه، همین در

این برای است. برقرار خاصی نامتناهی گروه های برای ۲ .۲ قضیۀ هست؟ نیز نامتناهی گروه های به

است نیاز اندازه پذیر توپولوژیکی گروه یک به طبیعتاً و اندازه یک به احتمال، تعریف به منظور حالت،

می شود. استفاده
∫
G از Σx∈G به جای و

یک G می دانیم صورت این در باشد. فشرده هاسدورف توپولوژیکی گروه یک G کنیم فرض

U ناتهی باز زیرمجموعۀ هر برای که به طوری است µ بورل اندازۀ یک این دارد. یکتا چپ هار اندازۀ

.µ(x ·E) = µ(E) ،x ∈ G هر و G از E بورل زیرمجموعۀ هر برای و µ(U) > ۰ داریم G از

خواننده ای است. یکتا یادشده اندازۀ اعمال شود، µ(G) = ۱ نرمال سازی شرط وقتی µ به علاوه

حاصل ضربی فضای روی کند. مراجعه [۲۶] معروف کتاب به می تواند نیست، آشنا هار اندازۀ با که

کنیم فرض می گیریم. نظر در را µ× µ حاصل ضربی اندازۀ ،G×G

C = {(x, y) ∈ G×G : xy = yx}

این در می کنیم. تعریف f(x, y) = x−۱y−۱xy ضابطۀ با را f : G × G −→ G تابع و

لذا و بسته G در {۱} مجموعۀ است، هاسدورف G چون است. پیوسته نگاشت یک f صورت،
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µ×µ اگر حال است. اندازه پذیر C مجموعۀ بنابراین است. بسته G×G در C = f−۱({۱})

مشابه [۳۰] در گاستافسون .Pr(G) = µ × µ(C) بگیریم، نظر در احتمال اندازۀ به عنوان را

است. کرده بیان فشرده ناآبلی گروه های برای را ۲ .۲ قضیۀ

.Pr(G) ≤ ۵
۸ آنگاه باشد، فشرده ناآبلی گروه یک G اگر .۵ .۲ قضیه

داریم باشد. G×G در C مشخصۀ تابع χ : G×G −→ R گیریم اثبات.

µ× µ(C) =

∫
G×G

χd(µ× µ).

فوبینی، قضیۀ بنابر

µ× µ(C) =

∫
G

∫
G
χ(x, y)dµ(y)dµ(x).

،x هر برای ∫همچنین
G
χ(x, y)dµ(y) = µ(CG(x)).

و |G : Z(G)| ≥ ۴ چون است. اندازه پذیر نتیجه در و بسته Z(G) مجموعۀ که کنید توجه

اگر همچنین .µ(Z(G)) ≤ ۱
۴ داریم است، Z(G) هم مجموعه های از مجزا اجتماعی G گروه

تابع چون .x /∈ Z(G) کنیم فرض حال .µ(CG(x)) = µ(G) = ۱ آنگاه ،x ∈ Z(G)

بسته G در {۱} مجموعۀ و است پیوسته φx(y) = x−۱y−۱xy ضابطۀ با φx : G −→ G

است. اندازه پذیر بنابراین و بود خواهد بسته G در φ−۱
x ({۱}) = CG(x) مجموعۀ پس است،

داریم اکنون .µ(CG(x)) ≤ ۱
۲ بنابراین و |G : CG(x)| ≥ ۲ نتیجه در

Pr(G) = µ× µ(C) =

∫
G
µ(CG(x))dµ(x)

=

∫
Z(G)

µ(CG(x))dµ(x) +

∫
G−Z(G)

µ(CG(x))dµ(x)

≤ µ(Z(G)) +
۱
۲
µ(G− Z(G))

= µ(Z(G)) +
µ(G)

۲
− µ(Z(G))

۲

=
۱
۲
µ(Z(G)) +

۱
۲
≤ ۵

۸
.

می آید. به دست µ(Z(G)) ≤ ۱
۴ از آخری نامساوی

کند. مراجعه [۳ ،۲ ،۱] به می تواند احتمال این دربارۀ مطالعه به علاقه مند خوانندۀ
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پوچ توان بودن، آبلی Pr(G)می توان از استفاده با برمی گردیم. متناهی گروه های حالت به اکنون

آنگاه ،Pr(G) > ۵
۸ اگر ،۲ .۲ قضیۀ پایۀ بر کرد. تعیین را G گروه بودنِ اَبرحل پذیر یا حل پذیر بودن،

همچنین است. پوچ توان G آنگاه ،Pr(G) > ۱
۲ اگر که است شده ثابت [۴۲] در است. آبلی G

سال در دیکسون است. اَبرحل پذیر G آنگاه ،Pr(G) > ۵
۱۶ اگر که است شده ثابت [۳۱] در

Pr(A۵) =
۱
۱۲ و Pr(G) ≤ ۱

۱۲ داریم G ناآبلی سادۀ گروه های همۀ برای که داد نشان ۱۹۷۳

قضیۀ ،۲۰۰۶ سال در ولی است). نشده چاپ مجله ای در نتیجه این برهان ظاهراً ، [۲۸] اساس (بر

افراد شده اند. مشخص را Pr(G) > ۳
۴۰ با G گروه های و است شده داده تعمیم [۲۸] در دیکسون

به پرداختن مجال اینجا در که پرداخته اند گروه ها شناسایی به جابه جایی درجۀ از استفاده با هم دیگری

متناهی گروه های روی تعریف شده احتمال های مهم ترین از برخی معرفی با را بخش این نیست. آنها

می دهیم. پایان

مانند انتخاب شده به تصادف عضوِ دو برای اینکه احتمال باشد. متناهی گروه یک G کنیم فرض

رابطۀ با باشد G با برابر {x, y} توسط تولیدشده زیرگروه ،G از y و x

P (G) =
|{(x, y) ∈ G×G : 〈x, y〉 = G}|

|G|۲
.

آنگاه باشد، Sn تناوبی زیرگروه An اگر که زد حدس [۳۹] نتو ،۱۸۹۲ سال در می شود. تعریف

زیرمجموعه های همۀ تقریباً بزرگ، کافی اندازۀ به nهای برای واقع، در .limn→∞ P (An) = ۱

.[۹] کرد ثابت دیکسون را نتو حدس ،۱۹۶۹ سال در می کنند. تولید را Sn گروه کل ،An عضویِ دو

[۳۶ ،۳۲] در حدس این است. معتبر ساده گروه های همۀ برای بالا حدس که کرد ادعا او به علاوه

است. شده تأیید

است شده تعریف g ∈ G عضو و G گروه برای زیر احتمال [۴۰] در ۲۰۰۸ سال در

Prg(G) =
|{(x, y) ∈ G×G : [x, y] = g}|

|G|۲
.

P r(G) از تعمیمی Prg(G) بنابراین .Prg(G) = Pr(G) آنگاه ،g = ۱ اگر که است روشن

[۱۰] در می تواند علاقه مند خوانندۀ که دارند وجود نیز Prg(G) از دیگری تعمیم های حتی است.

بیابد. را آنها

را زیر احتمال می  توان باشد. متناهی گروه یک G و گروهی نظریۀ ویژگی یک P کنیم فرض
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است، Pr(G) از تعمیمی که کرد، تعریف G روی

PrP(G) =
|{(x, y) ∈ G×G : 〈x, y〉 ∈ P}|

|G|۲
.

پوچ توانی ویژگی P اگر .PrP(G) = Pr(G) آنگاه باشد، بودن آبلی ویژگی P اگر واقع، در

[۲۹] در می دهیم. نشان PrS(G) و PrN (G) با به ترتیب را PrP(G) آنگاه باشد، حل پذیری یا

G آنگاه ،PrS(G) > ۱۱
۳۰ اگر و پوچ توان G آنگاه ،۱

۲ < PrN (G) اگر که است شده ثابت

است. حل پذیر

برای است: شده داده تعمیم زیر به صورت جابه جایی (درجۀ) احتمال [۲۰] در ،۲۰۰۷ سال در

از است عبارت H به نسبت G نسبی جابه جایی درجۀ ،G از H زیرگروه هر

d(H,G) =
|{(h, g) ∈ H ×G : hg = gh}|

|G||H|
.

.H ≤ Z(G) اگر تنها و اگر d(H,G) = ۱ و d(G,G) = Pr(G) که است روشن

مطالعه به علاقه مند خوانندۀ .Pr(G) ≤ d(H,G) ≤ Pr(H) داریم [۲۰] در ۳ .۳ قضیۀ بنابر

بخواند. [۲۰] در را آن از تعمیم یک و [۲۵ ،۲۴ ،۲۱ ،۵] می تواند احتمال، این دربارۀ

احتمال [۴۶] در باشد. G خودریختی های گروه AG و نابدیهی متناهی گروه یک G کنیم فرض

است: شده تعریف G روی زیر

PAG
(G) =

|{(α, g) ∈ AG ×G : α(g) = g}|
|G||AG|

.

روی AG طبیعی عمل مدارهای تعداد k آن، در که PAG
(G) = k

|G| که است شده داده نشان

آنگاه ،|G| > ۲ اگر به علاوه، . G ∼= Z۲ اگر تنها و اگر PAG
(G) = ۱ همچنین است؛ G

است. آمده [۳۸] در احتمال این از تعمیمی .PAG
(Z۴) =

۳
۴ و PAG

(G) ≤ ۳
۴

اصلی عدد کسر صورت متناهی، گروه یک روی احتمال تعریف های همۀ در می بینید، چنان که

پیش سؤال این لذا و می کنند صدق معین ویژگی یک در که است مرتب زوج های از مجموعه یک

یک اصلی عدد آن، صورت که کرد تعریف متناهی گروه یک روی احتمالی می توان آیا که می آید

مثبت سؤال این جواب می کنند. صدق معین ویژگی یک در که باشد مرتب nتایی های از مجموعه

استفاده اخیر سال های در که کنید توجه کنند. مطالعه را [۴۱ ،۴] مراجع می توانند علاقه مندان و است

است. گرفته قرار توجه مورد گوناگون جبری ساختارهای در احتمال از
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متناهی حلقه های روی احتمال انواع ۳

می پردازیم. است شده تعریف حلقه ها روی که احتمال هایی مهم ترین از دوتا معرفی به بخش، این در

از به تصادف که عضو دو شدنِ جابه جا احتمال باشد. متناهی حلقۀ یک R کنیم فرض .۱ .۳ تعریف

از است عبارت باشند، شده انتخاب R

Pr(R) :=
|{(r, s) ∈ R×R : rs = sr}|

|R|۲
.

می خوانیم. R حلقۀ در جابه جایی احتمال یا R جابه جایی درجۀ را Pr(R) عدد

بود، شده معرفی [۳۷] در مک هیل توسط که متناهی حلقۀ یک برای جابه جایی درجۀ [۷ ،۶] در

است. شده بررسی [۱۲] در آن از تعمیمی ،۲۰۱۸ سال در و مطالعه

برای پوچی درجۀ [۲۲] در حلقه، و گروه جبری ساختارهای روی احتمال تعریف منظور به

یک برای کمیت این است. يافته ادامه آن مطالعۀ [۲۳] در و تعریف متناهی جابه جایی حلقه های

با R مانند متناهی جابه جایی حلقۀ

zp(R) =
|{ (x, y) ∈ R×R : xy = ۰}|

|R|۲
.

می کند. اندازه گیری را R از عضو دو حاصل ضرب شدنِ صفر احتمال پوچی درجۀ می شود. تعریف

آنگاه ،R = Z۲ اگر مثال، برای

zp(Z۲) =
|{ (x, y) ∈ Z۲ × Z۲ : xy = ۰}|

|Z۲|۲
=

۳
۴
.

است حلقه ای بدیهی حلقۀ که می کنیم یادآوری می کنیم. بیان پوچی درجۀ دربارۀ نتایجی ادامه در

از منظور باشد جابه جایی حلقۀ R اگر همچنین است. صفر برابر عضو دو هر حاصل ضرب آن در که

.xy = ۰ که است yهایی ∈ R همۀ مجموعۀ AnnR(x)

آنگاه باشد، متناهی جابه جایی حلقۀ یک R اگر .(۲ .۱ لم ،[۲۲]) ۲ .۳ لم

zp(R) =
Σx∈R|AnnR(x)|

|R|۲
=

۲|R| − |Z(R)|+Σx/∈Z(R)|AnnR(x)|
|R|۲

.

تنها و اگر zp(R) > ۳
۴ این صورت، در باشد. متناهی جابه جایی حلقۀ یک R گیریم .۳ .۳ قضیه

.zp(R) = ۱ حالت این در پس باشد. بدیهی R اگر
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عضو دو دست کم با یکدار متناهی جابه جایی حلقۀ یک R اگر .(۵ .۳ قضیۀ ،[۲۲]) ۴ .۳ قضیه

.R ∼= Z۲ اگر تنها و اگر می شود تبدیل تساوی به نامساوی و zp(R) ≤ ۳
۴ آنگاه باشد،

درجۀ محاسبۀ به متناهی، جابه جایی حلقۀ یک پوچی درجۀ محاسبۀ اغلب زیر، قضیۀ به توجه با

می شود. منتهی دارند، ماکسیمال ایده آل یک فقط که حلقه هایی یعنی موضعی، حلقه های پوچی

آنگاه باشند، متناهی جابه جایی حلقه های R۲ و R۱ اگر .(۲ .۴ لم ،[۲۲]) ۵ .۳ قضیه

zp(R۱ ×R۲) = zp(R۱)zp(R۲).

باشند. یکانی R‑مدول یک M و عضو دو دست کم با یکدار جابه جایی حلقۀ Rیک کنیم فرض

ضربی عمل می دهیم. نشان R ∗M با را R ⊕M یعنی M و R R‑مدول های مستقیم جمع

به صورت R ∗M روی

(a, x)(b, y) = (ab, ay + bx)

حلقۀ یک R ∗M تعریف، این با می شود. تعریف R ∗M به متعلق (b, y) و (a, x) هر به ازای

به وسیله R از بدیهی توسیع را آن لذا و است R حلقۀ از طبیعی توسیعی که می شود یکدار جابه جایی

می  گویند. M

مرتبۀ از میدانی Fpn از منظور ،n طبیعی عدد هر و p اول عدد هر به ازای که می کنیم یادآوری

از است عبارت (M)n و n به پیمانۀ باقیمانده های حلقۀ Zn ،n ≥ ۲ برای به علاوه است. pn

خودش. در M دکارتی حاصل ضرب nبار

دو دست کم با یکدار متناهی جابه جایی حلقۀ یک R کنیم فرض .(۴ .۵ قضیۀ ،[۲۲]) ۶ .۳ قضیه

است: یکریخت زیر حلقه های از یکی با R این صورت، در .zp(R) ≥ ۳
۸ که به طوری باشد عضو

Z۲, Z۳, F۴,Z۲ × Z۲, Z۴, Z۲ × Z۳,

Z۲ × Z۲ × Z۲, Z۲ ∗ Z۲, Z۲ ∗ (Z۲)
۲, Z۲ × (Z۲ ∗ Z۲).

با یکدار متناهی جابه جایی حلقۀ یک R کنیم فرض (۴ .۶ نتیجۀ ،[۲۲]) (۱) .۷ .۳ نتیجه

حلقه های از یکی با R این صورت، در .zp(R) ≥ ۱
۲ که به طوری باشد عضو دو دست کم

است: یکریخت زیر

Z۲, Z۳, Z۴, Z۲ × Z۲, Z۲ ∗ Z۲.
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عضو دو دست کم با یکدار متناهی جابه جایی حلقۀ یک R کنیم فرض (۴ .۷ نتیجۀ ،[۲۲]) (۲)

است. موضعی R این صورت، در .zp(R) ≥ ۹
۱۶ که به طوری باشد

دو دست کم با یکدار متناهی جابه جایی حلقۀ یک R کنیم فرض .(۵ .۳ قضیۀ ،[۲۲]) ۸ .۳ قضیه

صحیح عدد یک به ازای اگر است. اصلی ،R ماکسیمال ایده آل تنها ،m که به طوری باشد عضو

آنگاه ،mk+۱ = ۰ و mk 6= ۰ باشیم داشته k نامنفی

zp(R) =
k + ۲

(|Rm |)k+۱
− k + ۱

(|Rm |)k+۲
.

می بریم. پایان به زیر نتیجۀ ذکر با را مقاله

دو دست کم با یکدار متناهی جابه جایی حلقۀ یک R کنیم فرض .(۱ .۲ قضیۀ ،[۲۳]) ۹ .۳ قضیه

است: یکریخت زیر حلقه های از بایکی R این صورت، در .zp(R) ≥ ۱
۴ که به طوری باشد عضو

Z۲ ∗ (Z۲)
α−۱ (α ≥ ۱), Z۴ ∗ (Z۲)

α−۲ (α ≥ ۲),

Z۸,
Z۴[x]

(x۲, ۲x)
,
Z۲[x]

(x۳)
, F۴,

Z۴[x, y]

(x۳, xy, y۲)
,

Z۸[x]

(x۲, ۲x)
,

Z۴[x, y]

(x۳, ۲x۲, ۲x)
,

Z۴[x, y]

(x۲ − ۲, xy, y۲, ۲x, ۲y)
, Z۳,Z۵,Z۷, Z۵ × Z۲,

F۴ × Z۲, Z۳ × Z۳, Z۳ × Z۲, Z۳ × (Z۲ ∗ Z۲), Z۳ × Z۴, Z۳ × (Z۲)
۳,

Z۲ × (Z۲ ∗ (Z۲)
۲), Z۲ × (Z۴ ∗ Z۲), (Z۲ ∗ Z۲)× (Z۲ ∗ Z۲), Z۴ × Z۴,

(Z۲ ∗ Z۲)× Z۴, (Z۲ ∗ Z۲)× Z۲,Z۴ × Z۲, (Z۲ ∗ Z۲)× (Z۲)
۲,Z۴ × (Z۲)

۲,

(Z۲)
۲, (Z۲)

۳, (Z۲)
۴.

حاصل ضرب شدنِ صفر (احتمال پوچی درجۀ ۲۰۲۲ سال در که کنیم اشاره نیست بد پایان، در

۲۰۲۵ سال در همچنین است. شده بررسی [۴۷] و [۱۱] در ناجابه جایی حلقه های در عضو) دو

گرفته قرار مطالعه مورد [۴۵] در جابه جایی حلقه های از عضو سه حاصل ضرب شدنِ صفر احتمال

است.
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