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دینامیک تحلیل برای خطی چارچوبی کوپمن: عملگر نظریۀ
غیرخطی∗

گلزاده یزدان و ملکی حسن

دینامیک های توصیف امکان اساسی، پارادایم تغییر یک ارائۀ با کوپمن عملگر نظریۀ چکیده.

تغيير با نوآورانه چارچوب این می سازد. فراهم خطی عملگری قالب در را پیچیده غیرخطی

حالت فضای روی که مشاهده پذیر نام به توابعی فضای به حالت فضای از مطالعه مورد موضوع

می دهد قرار دسترس در سیستم هایی تحلیل برای را خطی جبر قدرتمند ابزارهای شده اند، تعریف

بنیان های در کاوش با مقاله، این در بودند. تحلیل غیرقابل کلاسیک روش های با این از پیش که

و ویژه توابع چگونه که می دهیم نشان کوپمن، عملگر طیفی خواص بررسی و نظریه این ریاضی

می سازند. آشکار را دینامیکی سیستم های تحول نرخ های و ذاتی مدهای عملگر، این ویژه مقادیر

آن، توسعه یافته نسخه و دینامیکی مد تجزیه چون پیشرفته ای عددی روش های معرفی با همچنین،

کاربردهای می شود. ارائه تجربی داده های از عملگر این مستقیم استخراج برای عملی راهکارهای

ماشین یادگیری تا کنترل مهندسی و سیالات دینامیک از متنوع حوزه های در نظریه این گسترده

و محض ریاضیات بین مستحکم پلی ایجاد در آن فرد به منحصر توانایی بر گواهی داده، علوم و

است. کاربردی مسائل

مقدمه .١

نظمی تغییر، این دل در و می کنند تغییر بی وقفه پدیده ها است. حرکت در زمان گذر در جهان

چرخش از می کند. پیروی پنهان قانونی از اغلب می رسد، سیال و ناپایدار چشم، به آنچه است. نهفته

در قیمت ها نوسان تا آب و باد جریان از انسان، قلب آهنگین تپش تا شب آسمان در سیارات منظم
2010 Mathematics Subject Classification. 37C30, 47A35, 37M99, 65F15, 93C10.
داده محور. مدل سازی دینامیکی، مد تجزیه طیفی، تحلیل دینامیکی، سیستم های کوپمن، عملگر کلیدی. کلمات و عبارات

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٣ ©

١

شده
ش ن
ویرای



٢ کوپمن عملگر ٢نظریۀ کوپمن عملگر ٢نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

نمونه هایی همه شهر، خیابان های روزمرۀ ترافیک تا همه گیر بیماری یک گسترش از مالی، بازارهای

ساده گاه تغییر، این و می کنند تغییر زمان طول در که سامانه هایی هستند؛ دینامیکی سیستم های از

یک پدیده ها این همۀ دل در است[٣٨]. انتظار از دور و آشوبناک پیچیده، گاه و پیش بینی، قابل و

معادله ای بتوانیم اگر چیست؟» سیستم زمانی تحول بر حاکم «قوانین است: نهفته بنیادین پرسش

برداشته ایم. آن پیش بینی و فهم در بزرگ گامی کند، توصیف را سیستم یک دگرگونی مسیر که بیابیم

حاکم معادلۀ کشف است: کرده مشغول خود به را دانشمندان ذهن قرن ها که پرسشی ست همان این

حرکت. بر

کلیدی است؛ شاه کلید یک داشتن اختیار در به مثابۀ معادله ای چنین پیداکردن علمی، منظر از

مختلف سناریوهای می سازد قادر را ما بلکه می دهد، را پدیده یک آیندۀ پیش بینی امکان نه تنها که

در ویروسی رفتار بتوانیم اگر کنیم. کنترل را آن حتی یا بگذاریم، تأثیر سیستم بر کنیم، شبیه سازی را

مصرف از دقیقی مدل بتوانیم اگر بگیریم. را آن شیوع جلوی می توانیم کنیم، مدل را گسترش حال

امواج الگوهای برای معادله ای بتوانیم اگر کنیم. بهینه را آن می توانیم کنیم، تهیه شهر یک در انرژی

دهیم. تشخیص زودتر را آلزایمر یا صرع چون بیماری هایی نشانه های بتوانیم شاید بنویسیم، مغزی

سیستم فیزیکی قوانین گاهی نیست. هم هنوز و نبوده آسان همیشه معادلاتی چنین یافتن اما

قانونی اصلا گاه، و نمی شود. حاصل دقیق معادلۀ که است پیچیده چنان آن دینامیک اما مشخص اند،

سیستم رفتار از داده هایی داریم، اختیار در که چیزی تنها مانده؛ باقی ناشناخته یا نیست کار در پیش از

مالی. زمانی سری های یا و شهری تردد حسگرهای مغزی، سیگنال های هواشناسی، داده های است:

می شود: مطرح نو زبانی با چیست؟» تحول بر حاکم «معادلۀ کهن پرسش شرایطی، چنین در

کند؟ توصیف را سیستم دینامیک که کرد کشف معادله ای داده ها، دل از می توان آیا

در می کند. برقرار معاصر داده علم و کلاسیک ریاضیات میان عمیق پیوندی خود دل در پرسش، این

با شد، آغاز هامیلتون و لاگرانژ و نیوتن و گالیله کارهای از مسیر، این چگونه دید خواهیم مقاله این

کوپمن عملگر نام به ١٩٣٠ دهۀ از فراموش شده ای ایدۀ با و رسید، آشوب مرزهای به پوانکاره کارهای

سال در ،(١٩٠٠–١٩٨١) کوپمن١ او. برنارد گرفت. تازه ای جان تابعی، آنالیز و جبرخطی کمک با و

عملگرهای دیدگاه از می توان را غیرخطی دینامیکی سیستم هر که داد نشان بنیادی مقاله ای در ١٩٣١

فهم بلکه داده محور، مدل سازی نه او اصلی انگیزۀ کرد. بررسی مشاهده پذیر توابع فضای بر خطی

دریافت کوپمن بود. ارگودیک نظریۀ چارچوب در دینامیکی سیستم های آماری رفتار و طیفی ساختار
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده٣ یزدان و ملکی حسن گلزاده٣ یزدان و ملکی حسن ٣

کنیم، مطالعه را فضا آن روی توابع تکامل حالت، فضای در نقاط تکامل کردن دنبال جای به اگر که

امکان دیدگاه، تغییر این می شود. ظاهر نامتناهی بعد خطی عملگر یک صورت به غیرخطی دینامیک

ساخت؛ فراهم غیرخطی سیستم های مطالعۀ برای را طیفی نظریۀ و تابعی آنالیز ابزارهای از استفاده

یافت. دوچندان اهمیتی ماشین، یادگیری و عددی روش های ظهور با بعد، دهه ها که ایده ای

مدل سازی چالش های تاریخی مرور به ٢ بخش در است: صورت این به مقاله این ساختار

این ریاضی بنیادهای ،٣ بخش در می پردازیم. کوپمن عملگر ایدۀ ظهور و غیرخطی دینامیک های

در می کنیم. بررسی دقیقاً را آن طیفی خواص و کوپمن عملگر تا دینامیکی سیستم تعریف از نظریه،

توسعه یافته نسخه و (DMD) دینامیکی مد تجزیه مانند کلیدی داده محور و عددی روش های ،۴ بخش

مثال های ارائۀ با را چارچوب این قدرت ۵ بخش در ادامه، در کرد. خواهیم معرفی را (EDMD) آن

نظریه این گستردۀ کاربردهای می گذاریم. نمایش به غیرخطی و آشوبناک سیستم های از محاسباتی

درباره بحث جمع بندی، به ٧ بخش در نهایت، در و می شود مرور ۶ بخش در مختلف حوزه های در

می پردازیم. آینده چشم اندازهای ترسیم و قوت، نقاط و محدودیت ها

تاریخچه .٢

جست وجو نیوتن و گالیله دوران در باید را پدیده ها رفتار فهم مسیر در علمی گام های نخستین

–١۶۴٢) نیوتن١ آیزاک .[٣١] می شد تصور قانون مند و منظم ساعتی همچون جهان که زمانی کرد؛

معادلات و آورد پدید تغییرات توصیف برای ریاضی زبانی خود حرکت معادلات با ،(١٧٢۶

ساخت. بدل دینامیک مطالعۀ اصلی ابزار به را دیفرانسیل

تابع معرفی و انرژی بر مبتنی رویکردی با ،(١٧٣–١٨١٣۶) لاگرانژ٢ لویی ژوزف ادامه، در

به دکارتی مختصات از گذر با او .[٢٢] کرد ارائه دینامیک برای مجردتر چارچوبی لاگرانژی،

پدیده ها توصیف برای عمومی تری زبان کنش، کمترین اصل از بهره گیری و تعمیم یافته مختصات

گشود. هامیلتونی مکانیک برای را راه و ساخت

هامیلتونی، تابع و (q, p) مختصات–تکانه معرفی با ،(١٨۶۵–١٨٠۵) هامیلتون٣ ویلیام

هندسۀ بر که دیدگاه این .[١١] کرد بازنویسی فاز فضای در جریان هایی به صورت را دینامیک
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۴ کوپمن عملگر ۴نظریۀ کوپمن عملگر ۴نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

مکانیک میان پلی و ساخت ساده تر را آشوب و پایداری تحلیل بود، استوار پواسون جبر و سمپلتیک

.[٢٧] زد نوین فیزیک و کلاسیک

جواب های جست وجوی به جای ،(١٨–١٩١٢۵۴) پوانکاره١ آنری بیستم، قرن آستانۀ در اما

رفتارهای هامیلتونی، سیستم های ساده ترین در حتی که داد نشان و پرداخت کیفی تحلیل به بسته،

نظریۀ بازگشت، قضیۀ و پوانکاره نگاشت چون ابزارهایی .[٣٣] شوند پدیدار می توانند آشوبناک

.[٣۴] نهادند بنیان را دینامیکی سیستم های آماری تحلیل و ارگودیک

خطی قالبی در را غیرخطی سامانه های می توان آیا کشید: پیش را اساسی پرسشی تحولات این

مسیر ردیابی بر که لاگرانژی دیدگاه داشت: وجود کلاسیک دیدگاه دو میان، این در کرد؟ بازنمایی

ثابت ناحیۀ یک در را میدان ها و کلی جریان های که اویلری دیدگاه و داشت، تمرکز ذرات تک تک

ردیابی داشتند؛ محدودیت غیرخطی سیستم های پیچیدگی با مواجهه در دیدگاه دو هر می کرد. بررسی

کارایی غیرخطی، سیستم های برای فوریه آنالیز مانند سنتی خطی ابزارهای و بود دشوار مسیرها

نداشتند.

باید ذرات، مسیر کردن دنبال به جای کرد: ارائه جسورانه ایده ای کوپمن برنارد بستری، چنین در

دارند، نام مشاهده پذیر٢ که توابع این می شوند. تعریف مسیرها این بر که پرداخت توابعی تحول به

در دینامیک اگرچه که داد نشان کوپمن باشند. سرعت یا دما انرژی، چون کمیت هایی می توانند

.[١۵] می دهد رخ خطی عملگری تحت مشاهده پذیرها این تحول اما است، غیرخطی حالت فضای

آمدند میدان به عملگرها نظریۀ و خطی جبر زبان گشود: تازه دریچه ای شگفت انگیز، کشف این

سال در کوپمن کلاسیک مقالۀ کنند. بازنمایی قابل تحلیل خطی قالبی در را غیرخطی پیچیدگی تا

روش های قلب در امروزه اما ماند، ناشناخته خود زمان در اگرچه که شد نظریه ای آغاز نقطۀ ،١٩٣١

است. گرفته جای دینامیکی سامانه های تحلیل برای داده محور

ریاضی بنیادهای .٣

حالت فضای X آن در که است (X, {ϕt}t∈G) مرتب زوج دینامیکی، سیستم یک .٣. ١ تعریف

به طوری که نگاشت هاست از خانواده ای ϕt : X → X و زمانی مجموعه G آبلی گروه فاز، یا

.ϕt+s = ϕt ◦ ϕs ،t, s ∈ G هر برای و ϕ٠ = idX

1Henri Poincaré
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده۵ یزدان و ملکی حسن گلزاده۵ یزدان و ملکی حسن ۵

اندازه فضای یک یا منیفلد توپولوژیک، متریک، فضای یک می تواند X تعریف، این در

اعداد مجموعه یا گسسته) سیستم های (برای Z صحیح اعداد مجموعه می تواند نیز G باشد.

با سیستم تحول بر حاکم قانون گسسته، حالت در باشد. پیوسته) سیستم های (برای R حقیقی

این تکرار از سیستم شار و xn+١ = T (xn) که می شود داده T : X → X نگاشت یک

F هموار برداری میدان یک با سیستم پیوسته، حالت در .ϕn = Tn می آید: به دست نگاشت

نگاشت می شود. مشخص x(٠) = x٠ اولیه شرط با ẋ(t) = F (x(t)) دیفرانسیل معادلۀ و

هستند بالا اولیه مقدار مسئله جریان شارهای یا جواب منحنی های هم ϕt(x) = ϕ(x, t) های

یک ِشار صورت به دینامیکی سیستم یک تعریف پیوسته، حالت در که است ذکر شایان .[٢١]

مفهوم تا باشد هموار خمینۀ ساختار دارای X حالت فضای که است آن مستلزم برداری، میدان

کند. پیدا معنا مشتق گیری و برداری میدان

اصطکاک بدون فنر یک مانند ساده هماهنگ نوسان گر یک کلاسیک، نمونه ای عنوان به .٣. ٢ مثال

با را آن می توان و می شود توصیف x′′ + x = ٠ دیفرانسیل معادلۀ با که بگیرید نظر در را

حالت فضای روی که کرد تبدیل زیر اول مرتبۀ دیفرانسیل معادلۀ دستگاه به y = x′ متغیر تغییر

می کند: عمل X = R٢

x′ = y, y′ = −x.

برداری میدان و است دوبعدی هموار خمینۀ یک R٢ اینجا در

F (x, y) = (y,−x)

یکنواخت دوران برداری میدان این از حاصل شار می شود. محسوب آن روی هموار برداری میدان یک

می کند. توصیف را هم مرکز دایره های روی

است. حالت فضای روی مشاهده پذیرها رفتار بر معطوف ما توجه کوپمن، عملگر نظریۀ در

از عنصری که می کنیم تعریف f : X → C چون تابعی را مشاهده پذیر یک ساده، زبان به

نرم تعریف با کار، راحتی برای است. F نام به X روی C-مقدار توابع از برداری فضای یک

که است حسگری مشاهده پذیر، فیزیکی تعبیر می گیریم. نظر در باناخ فضای یک را آن ،F روی

به مشاهده پذیرها، مقادیر تحول طریق از می توانیم ما می دهد؛ ما به نظر مورد سیستم از اطلاعاتی

مقادیر رد ،{x, T (x), T ٢(x), . . .} حالت مسیر کردن دنبال جای به ببریم. پی سیستم رفتار

.[۵ ،٢٩] می کنیم دنبال را {f(x), f(T (x)), f(T ٢(x)), . . .}
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۶ کوپمن عملگر ۶نظریۀ کوپمن عملگر ۶نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

عملگر بگیرید. نظر در را f : X → C مشاهده پذیر توابع از F باناخ فضای .٣. ٣ تعریف

که است K : F → F عملگر ،T : X → X گسستۀ دینامیکی سیستم با مرتبط K کوپمن

.[٣٠] می شود تعریف Kf = f ◦ T صورت به f ∈ F هر برای

ارائه سیستم از کلی تصویری مدارها، قالب در سیستم از نقطه ای توصیف برخلاف عملگر، این

می کند: توصیف را زمان طول در مشاهده پذیر توابع تحول چگونگی و می دهد

(Kf)(xn) = f(xn+١). (٣. ١)

همیشه K کوپمن عملگر باشد، برداری فضای F اگر است، غیرخطی معمولا T سیستم تبدیل اگرچه

است: خطی عملگر یک

خطی عملگر یک T : X → X گسستۀ دینامیکی سیستم با مرتبط K کوپمن عملگر .۴ .٣ قضیه

است. F برداری فضای روی

داریم: c١, c٢ ∈ C و f١, f٢ ∈ F هر برای اثبات.

K(c١f١+c٢f٢) = (c١f١+c٢f٢)◦T = (c١f١)◦T+(c٢f٢)◦T = c١Kf١+c٢Kf٢

□ است. خطی کوپمن، عملگر نتیجه در

عمل در اما شد. تعریف گسسته زمان دینامیکی سیستم یک به متناظر کوپمن عملگر بالا، در

در دینامیک طبیعی مدل سازی و روبروست چالش هایی با گسسته زمان با کار موارد از بسیاری در

که بگیرید نظر در را x روی پیوسته دینامیکی سیستم یک اکنون، می گیرد. صورت پیوسته زمان

آن شار و است شده تعریف x(٠) = x٠ اولیه شرط با ẋ = F (x) دیفرانسیل معادلۀ توسط

است. ϕt(x) = ϕ(x, t) جواب منحنی های

خانواده بگیرید. نظر در را f : X → C مشاهده پذیر توابع از F باناخ فضای .۵ .٣ تعریف

صورت به f ∈ F هر برای ،{ϕt}t⩾٠ شار با مرتبط Kt : F → F کوپمن عملگرهای

.[٣٠] می شود تعریف Ktf = f ◦ ϕt

تشکیل {Kt}t≥٠ خانواده علاوه به است. خطی عملگر یک Kt عملگر هر نیز، حالت این در

،t, s ≥ ٠ هر برای و همانی) (عملگر K٠f = f ◦ ϕ٠ = f یعنی می دهد نیم گروه یک

Kt+sf = f ◦ ϕt+s = f ◦ (ϕt ◦ ϕs) = KtKsf.
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده٧ یزدان و ملکی حسن گلزاده٧ یزدان و ملکی حسن ٧

C٠-نیم گروه) (یا پیوسته قوی به صورت نیم گروه این دارد. نیز دیگری مهم خاصیت {Kt}t≥٠ نیم گروه

داریم: f پیوسته مشاهده پذیر تابع هر برای باشد، پیوسته ϕt شار اگر یعنی است،

lim
t→٠

∥Ktf − f∥ = ٠

از f کراندار و پیوسته تابع هر برای یعنی این است. F در تعریف شده نرم ∥.∥ آن در که

می شود. نزدیک f خود به پیوسته صورت به ،t→ ٠ هرگاه ،f روی Kt عملگر اثر مشاهده پذیرها،

اندک بسیار باشد، کوچک زمان تغییرات وقتی دینامیک، راستای در f تغییرات بهتر، عبارت به

مولد یک پیوسته، قوی صورت به نیم گروه هر یوشیدا١ - هیل قضیه اساس بر دیگر، سوی از است.

می آید دست به زیر به صورت L کوپمن کوچک بی نهایت مولد نتیجه، در دارد. کوچک٢ بی نهایت

:[٣٠]

Lf(x) = lim
t→٠

Ktf(x)− f(x)

t
=

d

dt
f(ϕt(x))|t=٠ = ∇f(x).F (x) (٣. ٢)

مستلزم گرادیان مفهوم که است ذکر شایان می دهد. نشان را f تابع گرادیان ∇f نماد بالا، رابطۀ در

را df دیفرانسیل بتوان تا باشد مجهز متریک یا ریمانی ساختار یک به X حالت فضای که است آن

اقلیدسی متریک با X = Rn خاص حالت در داد. نسبت برداری میدان یک به متر از استفاده با

است: جزئی مشتقات بردار همان گرادیان استاندارد،

∇f =

(
∂f

∂x١
, . . . ,

∂f

∂xn

)
.

است، t = ٠ در f تابع روی Kt زمانی مشتق ،L مولد که گرفت نتیجه می توان ٣. ٢ معادلۀ از

به است. آمده دست به F برداری میدان جهت در f تابع مشتق تعریف اساس بر آخر تساوی که

میدان راستای در f مشاهده پذیر تابع لی مشتق معادل کوپمن کوچک بی نهایت مولد بهتر، عبارت

لحظه ای رفتار بیانگر و دارد اول مرتبۀ دیفرانسیلی فرم یک عملگر این نتیجه، در است. F برداری

اگر می کند. تغییر سیستم، جریان جهت در f مشاهده پذیر تابع چگونه می دهد نشان و است، سیستم

”بی نهایت واژه است. خطی عملگر یک L مولد اما نباشد، خطی است ممکن F برداری میدان چه

بسیار تغییرات مولد، که دارد موضوع این به اشاره ،٣. ٢ رابطه به توجه با ”مولد”، کنار در کوچک”

در مولد این کارایی می کند. بررسی می رویم، ϕt(x) سمت به x از وقتی را f مقدار کوچک بسیار

معادلۀ دستگاه مستقیم حل به نیاز بدون که است پیچیده و غیرخطی دینامیک های ساختار بازسازی
1Hille-Yosida Theorem
2infinitesimal Generator
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٨ کوپمن عملگر ٨نظریۀ کوپمن عملگر ٨نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

هر با مقایسه در می کند. مدل سازی را دینامیک تابعی، فضای در تغییرات بررسی با دیفرانسیل،

می آید. حساب به عددی تحلیل های برای محکم پایه ای و است محاسبه پذیرتر و ساده L مولد ،Kt

یکتا و دارد وجود کوپمن عملگر کوچک بی نهایت مولد تابعی، آنالیز در یوشیدا - هیل قضیه اساس بر

بین مستقیم پلی کوپمن، عملگر کمک به ٣. ٢ معادلۀ .[۵] Kt = etL ،t ≥ ٠ هر برای و است

می دهد نشان و می زند جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات نظریۀ و دینامیکی سیستم های نظریۀ

طریق از سیستم، بر حاکم غیرخطی دیفرانسیل معادلات ”خطی سازی” برای راهی کوپمن عملگر که

.[٣٠] می کند ایجاد نقاط، تحول جای به توابع تحول مطالعۀ

یک با را آن می توان و است متناهی بعد با عملگری K باشد، متناهی مجموعۀ یک X اگر

بعد با عملگری K باشد، نامتناهی بعد دارای X که هنگامی حال، این با داد. نمایش ماتریس

{f١, . . . , fn} ⊂ F مشاهده پذیرهای از خاصی مجموعۀ به موارد، بسیاری در است. نامتناهی

فضای برای تابعی پایۀ یک از زیرمجموعه ای یا مرتبط فیزیکی کمیت های می توانند که داریم دسترسی

طبیعی به صورت را K عملگر می توانیم ،f̂ = (f١, . . . , fn)
⊤ ∈ Fn برای باشند. F برداری

می دهیم: گسترش Kn : Fn → Fn عملگر به

Knf̂(x) :=


Kf١(x)

...

Kfn(x)

 . (٣. ٣)

در می بریم. کار به K جای به را Kn پس زین انگاری، ساده کمی با .Kn =
⊗n

١ K بنابراین،

خروجی فضای عنوان به Cn و است x روی Cn-مقدار مشاهده پذیرهای فضای Fn حالت، این

می شود. شناخته

نگاشت .(a٣ = e) باشد ٣ مرتبۀ با دوری گروه یک X = {e, a, a٢} کنید فرض .۶ .٣ مثال

مدار یک حالت فضای کل بنابراین، می کنیم. تعریف T (p) = a · p به صورت را T : X → X

این به وضوح، باشد. X روی مختلط مقادیر با توابع فضای F کنید فرض است. ٣ دورۀ با تناوبی

a٢ و ،a ،e روی به ترتیب شاخص توابع به صورت را f١, f٢, f٣ توابع است. هم ریخت C٣ با فضا
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده٩ یزدان و ملکی حسن گلزاده٩ یزدان و ملکی حسن ٩

می کنیم: تعریف

f١(p) =

١, p = e,

٠, p ̸= e,
f٢(p) =

١, p = a,

٠, p ̸= a,
f٣(p) =

١, p = a٢,

٠, p ̸= a٢.

زیر به صورت پایه این روی کوپمن عملگر کنش می دهند. تشکیل F برای پایه یک تابع سه این

است:
Kf١(p) = f١(a · p) = f٣(p),

Kf٢(p) = f٢(a · p) = f١(p),

Kf٣(p) = f٣(a · p) = f٢(p).

به صورت که f ∈ F دلخواه پذیر مشاهدۀ یک برای

f = c١f١ + c٢f٢ + c٣f٣, ci ∈ C

داریم: باشد، شده داده

Kf = c١f٣ + c٢f١ + c٣f٢.

است: زیر به صورت {f١, f٢, f٣} پایۀ در K ماتریسی نمایش بنابراین،

K


c١

c٢

c٣

 =


٠ ١ ٠

٠ ٠ ١

١ ٠ ٠



c١

c٢

c٣

 . (۴ .٣)

.[۶] می دهد دست به F روی را کوپمن عملگر کامل اثر ۴ .٣ معادلۀ

باشد: شده تعریف زیر صورت به T : X → X نگاشت و X = Rd کنید فرض .٣. ٧ مثال

(T (x))i = µixi, (۵ .٣)

توابع فضای F کنید فرض هستند. µi ∈ R و x = (x١, . . . ,xd)
⊤ ∈ X آن در که

کنید: تعریف باشد. X برای پایه یک {b١, . . . , bd} و Rd روی بر مختلط مقدار

fi(x) = ⟨bi,x⟩,
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١٠ کوپمن عملگر ١٠نظریۀ کوپمن عملگر ١٠نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

عمل زیر صورت به fi روی K : F → F عملگر است. Rd روی داخلی ضرب ⟨·, ·⟩ آن در که

می کند:

Kfi(x) = ⟨bi, T (x)⟩ = [bi,١, . . . , bi,d]


µ١x١

...

µdxd



= [bi,١, . . . , bi,d]


µ١ ٠ · · · ٠

٠ µ٢ · · · ٠
...

... . . . ...

٠ ٠ · · · µd



x١
...

xd

 .
(۶ .٣)

است، شده تعریف ٣. ٣ در که همان طور Fd روی را Kd و Fd =
⊗d

i=١ F کنید فرض حال

داریم: f̂ = (f١, . . . , fd)
⊤ برای صورت، این در کنیم. اعمال

Kdf̂(x) =


b١,١ · · · b١,d

... . . . ...

bd,١ · · · bd,d



µ١ ٠ · · · ٠

٠ µ٢ · · · ٠
...

... . . . ...

٠ ٠ · · · µd



x١
...

xd

 . (٣. ٧)

f̂ = (f١, . . . , fd)
⊤ خاص مشاهده گر روی کوپمن عملگر اثر بیانگر تنها ٣. ٨ رابطۀ که کنید توجه

عملگر که است این اصلی نکتۀ .F مشاهده گرها فضای کل روی کوپمن عملگر کامل اثر نه و است

حالت یک عنوان به است. تقلیل پذیر باشد، پایا F از زیر فضایی روی T آنکه شرط به کوپمن،

جاها بقیه در و ١ مقدار iام مولفه در که بگیریم درنظر متعارف پایه را bi بردار می توانیم خاص،

مختصات محورهای روی تصویرکننده ها نمایانگر ،fi مشاهده پذیر توابع حالت، این در است. ٠

با دقیقاً که می شود داده زیر صورت به کوپمن عملگر مورد، این با توجه با .fi(x) = xi هستند:
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده١١ یزدان و ملکی حسن گلزاده١١ یزدان و ملکی حسن ١١

است: برابر T خطی دینامیک

Kdf̂(x) =


µ١ ٠ · · · ٠

٠ µ٢ · · · ٠
...

... . . . ...

٠ ٠ · · · µd



x١
...

xd

 . (٣. ٨)

یک B که (X,B, µ) اندازه فضای یک حالت فضای اگر کوپمن. عملگر خواص .٣. ١

اندازه) (حافظ پایستار نگاشت یک T : X → X نگاشت Xو روی اندازه یک µ و برل مجموعه

X روی مشاهده پذیرها فضای می توانیم ،µ(T−١(A)) = µ(A) ،A ∈ B هر برای یعنی باشد،

∥f∥٢ =
√∫

X |f(x)|٢dµ(x) نرم با f : X → C توابع همۀ یعنی L٢(X,µ) فضای را

یک روی خطی عملگر یک عنوان به را کوپمن عملگر بتوان آنکه برای علاوه، به بگیریم. نظر در

مشخص مشاهده گر توابع فضای روی داخلی ضرب ساختار است لازم کرد، بررسی هیلبرت فضای

صورت به فضا این در داخلی ضرب شود.

⟨f, g⟩ =
∫
X
f(x) g(x) dµ(x)

عملگر یک کوپمن عملگر و است هیلبرت فضای یک L٢(X,µ) تعریف، این با می شود. تعریف

دوران نگاشت به می توان پایستار، سیستم های برای نمونه ای عنوان به بود. خواهد آن روی خطی

حفظ را خودش اندازه یا انرژی سیستم ها، سیستم این در کرد. اشاره هامیلتونی سیستم های یا دایره

مانند اتلافی١ سیستم های و لجستیک نگاشت به می توان نیز ناپایستار سیستم های برای می کند.

کرد. اشاره اصطکاک گرفتن نظر در با نوسانی حرکات

حفظ را نُرم یعنی است ایزومتری٢ آن، به متناظر کوپمن عملگر باشد، پایستار T نگاشت اگر

،f ∈ L٢(X,µ) هر برای می کند:

∥Kf∥٢
٢ =

∫
X
|f(T (x))|٢dµ(x) =

∫
X
|f(y)|٢dµ(y) = ∥f∥٢

٢; (٣. ٩)

به µ(T−١(.)) = µ(.) بودن پایستار و y = T (x) متغیر تغییر کمک به وسط تساوی که

.⟨Kf,Kg⟩ = ⟨f, g⟩ می کند: حفظ نیز را داخلی ضرب ایزومتری، معادل صورت به می آید. دست
1dissipative
2isometry
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١٢ کوپمن عملگر ١٢نظریۀ کوپمن عملگر ١٢نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

اگر گویند. یکانی١ عملگر کند، حفظ را داخلی ضرب که پوشا و کراندار عملگر هر دیگر، طرف از

عملگر باشد، معکوس پذیر) همه جا تقریبا دقیق تر، صورت به یا ) معکوس پذیر ،T پایستار نگاشت

یک نتیجه در می کند، حفظ هم داخلی ضرب چون و است، پوشا و کراندار آن به متناظر کوپمن

آن مهمترین دارد. بر در مهمی نتایح کوپمن، عملگر بودن یکانی .[٢٠ ،٢٩] می شود یکانی عملگر

واحد دایرۀ روی یکانی عملگرهای ویژه مقادیر که است این دارد، عملگرها طیفی نظریۀ در ریشه که

قضایای و یکانی عملگرهای طیفی آنالیز از می دهد اجازه ما به ویژگی این علاوه به دارد. قرار S١

یعنی کوپمن، عملگر بودن یکانی کنیم. استفاده دینامیک مطالعۀ برای طیفی قضیۀ همچون مهمی

در میرا یا افزایشی نوسانی حرکات نوعی به نمی دهد، دست از را اطلاعاتی هیچ زیربنایی دینامیک

دوران نگاشت به متناظر کوپمن عملگر قسمت، این جمع بندی عنوان به نمی شود. مشاهده سیستم

علاوه . [۶] است غیریکانی لجستیک، نگاشت به متناظر کوپمن عملگر و یکانی واحد، دایرۀ روی

.Kf ≥ ٠ داریم ،f ≥ ٠ هر برای که معنا این به است، هم مثبت عملگر یک کوپمن عملگر این، بر

١x = ١ ،x ∈ X هر برای که واحد تابع یعنی می کند، صدق نیز مارکو خاصیت در دیگر، سوی از

مارکو، خاصیت بودن دارا و بودن مثبت دیگر، سوی از .K١ = ١ است: کوپمن عملگر ثابت نقطه

∥Kf∥∞ ≤ ∥f∥∞ یعنی است، انقباضی عملگر یک ∥.∥∞ نرم با کوپمن عملگر که می دهد نتیجه

.[٢٠]

صورتی در شد، اشاره بالا در که گونه همان کوپمن. عملگر ویژۀ مقادیر و ویژه توابع .٣. ٢

می کند. عمل خطی به صورت کوپمن عملگر شود، گرفته نظر در برداری فضای یک به عنوان F که

مورد در بینشی ما به کار این زیرا است منطقی آن ویژۀ) (مقادیر طیفی خواص مطالعۀ بنابراین،

فضای یک F که می کنیم فرض همین برای می دهد. خطی سیستم های مشابه سیستم، دینامیک

بنابراین (و کراندار عملگر یک کوپمن عملگر که K عملگر و ∥ · ∥ نرم با مشاهده پذیرها از باناخ

.[٢٠ ،٢٩] فضاست این بر پیوسته)

مشاهده پذیر ،T گسسته دینامیک به وابسته K کوپمن عملگر برای ویژه تابع یک .٣. ٨ تعریف

که قسمی به است ϕµ ∈ F \ {٠}

Kϕµ = ϕµ ◦ T = µϕµ (٣. ١٠)

.[٣٠] است ϕµ به متناظر ویژۀ مقدار µ ∈ C آن، در که
1unitary
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده١٣ یزدان و ملکی حسن گلزاده١٣ یزدان و ملکی حسن ١٣

،{ϕt}t≥٠ پیوسته زمان شار به وابسته Kt کوپمن عملگر خانواده برای ویژه تابع یک .٣. ٩ تعریف

که قسمی به است ϕλ ∈ F \ {٠} مشاهده پذیر

Ktϕλ = ϕλ ◦ ϕt = eλtϕλ, ∀t ≥ ٠ (٣. ١١)

.[٣٠] است ϕλ به متناظر ویژه مقدار λ ∈ C آن، در که

عملگر کوچک بی نهایت مولد برای ،t = ٠ در ٣. ١١ معادلۀ از زمان به نسبت مشتقگیری با

ẋ(t) = دیفرانسیل معادلۀ از ،{ϕt}t≥٠ شار اگر می رسیم. Lϕλ = λϕλ معادلۀ به L کوپمن

معادلۀ به ٣. ٢ رابطه از باشد، شده القا F (x(t))

F (x).∇ϕλ(x) = λϕλ(x) (٣. ١٢)

شود. تعریف آن گرادیان تا باشد C١(X) کلاس از ϕλ ویژۀ تابع می شود فرض آن، در که می رسیم

.[۶] می گیرد قرار استفاده مورد کوپمن عملگر ویژۀ مقادیر و ویژه توابع محاسبۀ برای معادله، این

به برای بگیرید. نظر در را x ∈ R که ẋ = F (x) = −x− x٣ دینامیکی سیستم .٣. ١٠ مثال

اول مرتبه دیفرانسیل معادلۀ به ،٣. ١٢ معادلۀ کمک به متناظر کوپمن عملگر ویژه تابع آوردن دست

دست به ϕλ(x) = λ
x√

١ + x٢
ویژه تابع آن حل با که رسیم می (−x− x٣)

dϕλ
dx

= λϕλ

است. λ = −١ ویژه مقدار که دید می توان راحتی به جاگذاری با می آید.

پیوسته، حالت در هستند؟ مهم ویژه توابع این چرا که است این می شود مطرح که سوالی حال

را سیستم وقتی که است معنی این به باشد λ ویژه مقدار با کوپمن عملگر ویژه تابع یک ϕ اگر

می کند. تغییر eλt نمایی ضریب یک با تنها حالت فضای روی تابع این کنیم، دنبال زمان طول در

دست به آن پایداری و سیستم طبیعی فرکانس های درباره اطلاعاتی آن، ویژه مقدارهای همچنین

فضای متغیرهای روی الگوها کدام سیستم، دینامیک تحت که می دهند نشان ویژه توابع می دهد.

عملگر نظریۀ دینامیکی تحلیل در الگوها این به می آیند. وجود به نرخی یا فرکانس چه با حالت

که است زمان درگذر سیستم در تغییر ساده الگوی یک مد بهتر، عبارت به می شود. گفته مد کوپمن

را ویژه بردار وقتی برداری، فضاهای در می کند. رفتار افزایشی) یا (کاهشی نرخ یا فرکانس یک با

ضریب به توجه با تنها زمان گذر در و است، ثابت بردار آن راستای می کنیم، بررسی زمان گذر در

روی تابع یک ما بردار جای به کوپمن، عملگر نظریۀ در می کند. تغییر است ویژه مقدار همان که
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١۴ کوپمن عملگر ١۴نظریۀ کوپمن عملگر ١۴نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

می کنیم، دنبال زمان طول در را سیستم وقتی باشد، ویژه تابع تابع، این اگر داریم. حالت فضای

زمانی مد یک دقیقا تابع این رفتار یعنی این می کند. تغییر eλt نمایی ضریب یک با فقط مقدارش

ترکیبی نه داد، توضیح فرکانس یا نرخ یک با تنها می توان را کمیت آن زمانی تغییرات و دارد منفرد

اما دارد. −٢ میرای نرخ با میرا مد یک y(t) = ٣e−٢t مثال برای فرکانس. چند یا نرخ چند از

وقتی بنابراین دارد. ٠٫۵ افزایشی نرخ و −٢ کاهشی نرخ با مد دو y(t) = ٣e−٢t + ۴e٠٫۵t

یک ویژه تابع این یعنی است»، مدی تک ویژه تابع یک امتداد در سیستم دینامیکی «رفتار می گوییم

ترکیب هیچ و داد توضیح λ یک با می توان را آن زمانی تغییرات کل که دارد خالص زمانی الگوی

می شود. میرا مرور به مد این باشد، منفی λ اگر نمی دهد. رخ آن در فرکانس ها یا نرخ ها از پیچیده ای

مد این باشد، مثبت λ اگر و است نوسانی مد این باشد، ٠ حقیقی قسمت با مختلط عدد λ اگر

برای را سیستم حالت و کنیم بازسازی را دینامیک بتوانیم می کند کمک مزیت این دارد. نمایی رشد

اگر حتی کنیم، درک را سیستم بلندمدت رفتار می توانیم نوعی به کنیم. پیش بینی آینده زمان های

.[٣٠] باشد پیچیده سیستم

باشد. T t(θ) = θ + ωt (mod ٢π) به صورت دینامیک و X = S١ کنید فرض .٣. ١١ مثال

داریم: بگیریم، نظر در مشاهده پذیر عنوان به را fk(θ) = eikθ اگر

Ktfk(θ) = eik(θ+ωt) = eikωtfk(θ),

حالت (در eikω یا پیوسته) حالت (در ikω ویژۀ مقدار با کوپمن عملگر ویژۀ تابع یک fk بنابراین

است. گسسته)

A آن در که بگیرید نظر در را x ∈ Rn ،ẋ = Ax خطی دینامیکی سیستم [٣٠] .٣. ١٢ مثال

عملگر ویژۀ توابع ،ϕj مشاهده پذیر توابع می دهیم نشان است. حقیقی درایه های با n×n ماتریسی

هستند: A ماتریس ویژۀ مقادیر دقیقاً آن ویژۀ مقادیر و خطی دینامیکی سیستم این به متناظر کوپمن

ϕj(x) = ⟨x,wj⟩, j = ١, . . . , n (٣. ١٣)

به گونه ای و (A∗wj = λjwj (یعنی هستند A∗ الحاقی ماتریس ویژۀ بردارهای wjها آن در که

داخلی ضرب ⟨·, ·⟩ و است A ویژۀ بردار vj آن در که ،⟨vj ,wk⟩ = δjk که شده اند نرمال سازی

که: دید می توان به سادگی ٣. ١٣ از مشتق گیری با است. اقلیدسی فضای روی

ϕ̇j = ⟨ẋ,wj⟩ = ⟨Ax,wj⟩ = ⟨x, A∗wj⟩ = λj⟨x,wj⟩ = λjϕj , (١۴ .٣)
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده١۵ یزدان و ملکی حسن گلزاده١۵ یزدان و ملکی حسن ١۵

داریم: کوپمن عملگر تعریف از و ϕ̇j = λjϕj اول مرتبۀ خطی معمولی دیفرانسیل معادلۀ حل با

ϕj(t,x٠) = Ktϕj(x٠) = exp(λjt)ϕj(x٠). (١۵ .٣)

ویژۀ مقدار n با خطی مستقل ویژۀ بردار n دارای A ماتریس اگر ،x ∈ Rn هر برای حال،

نوشت: می توان باشد، λj مجزا

x =
n∑

j=١

⟨x,wj⟩vj =
n∑

j=١

ϕj(x)vj . (١۶ .٣)

نتیجه: در

Ktx(x٠) = x(t,x٠) = exp(At)x٠ =
n∑

j=١

⟨exp(At)x٠,wj⟩vj

=

n∑
j=١

⟨x٠, exp(A
∗t)wj⟩vj =

n∑
j=١

exp(λjt) ⟨x٠,wj⟩vj

=
n∑

j=١

exp(λjt)ϕj(x٠)vj , (٣. ١٧)

حالت فضای در اولیه) (شرط x٠ اولیه نقطۀ با را دکارتی مختصات که است تابعی x(x٠) آن، در که

بر را x(x٠) مختصات تابع که است مشاهدات دینامیک از بسطی نمایش، این می سازد. مرتبط

بیان Kt کوپمن عملگر خانوادۀ از (vj مدهای و ویژه توابع ویژه، (مقادیر طیفی کمیت های حسب

می شناسیم vj ویژۀ بردار عنوان به ما که کمیتی که می شویم متوجه ،٣. ١٧ رابطۀ به توجه با می کند.

برای دهیم، تغییر را مشاهده پذیر اگر است. وابسته مشاهده پذیر به بلکه کوپمن عملگر خود به نه

زیر صورت به بسط آنگاه است، m× n ماتریس یک C آن در که کنیم انتخاب y = Cx مثال

بود: خواهد

Kty(x٠) =
n∑

j=١

exp(λjt)ϕj(x٠)Cvj , (٣. ١٨)

فضای کنید فرض اکنون می نامیم. y مشاهده پذیر کوپمن مد j-مین را Cvj صورت این در که

ϕj(x٠)Cvj آنگاه باشد. x(x٠) از مختلط خطی ترکیب فضای همان Rn روی مشاهده پذیرها

ویژۀ تابع توسط که است کوپمن عملگر خانوادۀ ویژۀ زیرفضای روی Cx مشاهده پذیر تصویر

می شود. تولید ϕj(x٠) = ⟨x,wj⟩
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١۶ کوپمن عملگر ١۶نظریۀ کوپمن عملگر ١۶نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

از است. کوپمن مدهای می کند، تغییر ٣. ١٨ و ٣. ١٧ بسط های بین آنچه که است آن مهم نکتۀ

ضریب یک تقریب با کوپمن مدهای نمی کنند. تغییر بسط در ویژه توابع و ویژه مقادیر دیگر، سوی

ما اینجا در حال، این با دارند. خاصیتی چنین ویژه بردارهای که همانگونه می شوند، تعریف ثابت

آنچه بنابراین، کرده ایم. تعریف دارد یکه متعامد دوگان یک که مشخص پایۀ یک به نسبت را تصویر

شده کدگذاری Cvj در که است مشاهده پذیر کلی تحول در آن سهم می کند تغییر مشاهده پذیر تغییر با

طیفی بسط که تبصره این با می مانند، برقرار نیز غیرخطی کاملا حالت در حتی ویژگی ها این است.

باید همچنین باشد. پیوسته طیف با بخشی دارای می تواند و بود خواهد نامتناهی معمولا ویژه مقادیر

کرد: بیان کوپمن ویژۀ توابع تحول حسب بر می توان را مختصات توابع که کرد توجه

Ktx(x٠) =

n∑
j=١

ϕj(t,x٠)vj . (٣. ١٩)

می توان را حالت فضای مختصات خودِ است: کوپمن نظریۀ شگفت انگیز جوهرۀ همان نکته این

بی شمار از یکی صرفاً x حالت بردار که معنا بدین گرفت. نظر در مشاهده پذیر توابع از یکی به عنوان

این کرد. بازسازی کوپمن طیفی بسط با را آن دینامیک تحول می توان که است مشاهده پذیرهایی

استفاده با یعنی طیفی و خطی قالبی در را مختصات غیرخطی دینامیک تا می دهد اجازه ما به ویژگی

کنیم. بیان کوپمن، مدهای و ویژه مقادیر ویژه، توابع از

تجزیۀ مستقیم تعمیم قضیه این می کنیم. بیان را زیر مهم قضیۀ قسمت، این جمع بندی عنوان به

پیوند و است ارگودیک و غیرخطی دینامیکی سیستم های دنیای به خطی، سیستم های برای فوریه

می کند. برقرار عملگرها نظریۀ و هارمونیک تحلیل ارگودیک، نظریۀ بین عمیقی

(X,B, µ, T ) کنید فرض [٣٠] ارگودیک). سیستم های برای مزیک طیفی تجزیۀ (قضیۀ ٣. ١٣ قضیه

یک آن، با متناظر K کوپمن عملگر آنگاه باشد. ارگودیک و معکوس پذیر دینامیکی سیستم یک

را f ∈ L٢(X,µ) مشاهده پذیر تابع هر و است L٢(X,µ) هیلبرت فضای روی یکانی عملگر

صورت به می توان

f =

∞∑
j=١

cjϕj + f٠

cj ،(|λj | = ١) هستند واحد دایرۀ روی λj ویژۀ مقادیر با K ویژۀ توابع ϕj آن در که کرد تجزیه

f زمانی تحول علاوه، به است. صفر آن زمانی میانگین که است مؤلفه ای f٠ و مختلط، ضرایب
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده١٧ یزدان و ملکی حسن گلزاده١٧ یزدان و ملکی حسن ١٧

است: زیر صورت به کوپمن عملگر تحت

(Knf)(x) =
∞∑
j=١

cjλ
n
j ϕj(x) +Knf٠.

از است. کوپمن عملگر نقطه ای طیف بخش بر ناظر شمارا مجموع صورت به تجزیه نوشتن

حداکثر ویژه توابع از متعامد دستگاه هر است، جداپذیر هیلبرت فضای یک L٢(X,µ) که آنجا

ذکر به لازم است. شمارا پایه ای دارای ویژه توابع توسط مولد زیر فضای بنابراین بود. خواهد شمارا

طیفی قضیه طبق کلی، حالت در می کند. توصیف را گسسته طیف بخش تنها تجزیه این که است

این در که باشد داشته وجود است ممکن نیز طیف پیوسته بخش هیلبرتی، یکتای عملگرهای برای

.[٣٠] می شود بیان طیفی انتگرال یک صورت به کامل تجزیه صورت

نظر در را K کوپمن عملگر ویژۀ تابع های از {ϕ١, . . . , ϕn} مجموعۀ گسسته، زمان حالت در

پایه یک لزوماً مجموعه، این است ذکر به لازم باشد. ∞ حتی یا ... ،٢ ،١ می تواند n که می گیریم،

است: برقرار زیر رابطۀ  که می دانیم نمی دهد. تشکیل L٢(X,µ) برای

Kϕi(p) = λiϕi(p).

سیستم های طیفی هم ارزی در آن ها نقش و (١۴ .٣ (گزارۀ ویژۀ توابع جبری ساختار زیر، گزاره های در

می کنیم. بیان (١۵ .٣ (گزارۀ را مزدوج

مشاهده پذیرها) X(فضای روی مختلط مقدار توابع تمام از Fزیرمجموعه ای کنید فرض .١۴ .٣ گزاره

است بسته توابع نقطه به نقطه ای ضرب تحت و می دهد تشکیل را برداری فضای یک که باشد

K کوپمن عملگر ویژۀ توابع مجموعۀ صورت، این در است. نگاشت یک T : X → X و

اگر خاص، به طور می دهد. تشکیل نیم گروه آبلی یک توابع، نقطه به نقطه ای ضرب تحت ،T به متناظر

مقدار با K ویژۀ تابع یک ϕ١ϕ٢ آنگاه باشند، λ٢ و λ١ ویژۀ مقادیر با K ویژۀ توابع ϕ١, ϕ٢ ∈ F

آنگاه باشد، λ ویژه مقدار با ویژه تابع یک ϕ و p ∈ R+ اگر این، بر علاوه بود. خواهد λ١λ٢ ویژۀ

باشد ویژه ای تابع ϕ اگر .ϕp(x) = (ϕ(x))p آن در که است، λp ویژۀ مقدار با ویژه تابع یک ϕp

ویژه ای توابع است. λr ویژه مقدار با ویژه تابع یک ϕr آنگاه ،r ∈ R و نمی شود صفر هیچ گاه که

.[۶] می دهند تشکیل را آبلی گروه یک نمی شوند، صفر هرگز که
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١٨ کوپمن عملگر ١٨نظریۀ کوپمن عملگر ١٨نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

طیف باشند، مزدوج توپولوژیک نظر از دینامیکی سیستم دو اگر که می کند بیان ١۵ .٣ گزارۀ

تبدیلات تحت طیفی ساختار دیگر، بیان به بود. خواهد یکسان آنها با متناظر کوپمن عملگرهای

می ماند. پایدار می کنند، حفظ را توپولوژیکی ساختار که همسانریختی

یک یعنی باشند؛ توپولوژیک مزدوج T : N → N و S :M →M کنید فرض .١۵ .٣ گزاره

تابع یک ϕ اگر .S ◦ h = h ◦ T که طوری به باشد داشته وجود h : N → M همسانریختی

خواهد λ ویژۀ مقدار با KT برای ویژۀ تابع یک ϕ ◦ h آنگاه باشد، λ ویژۀ مقدار با KS برای ویژه

.[۶] بود

T−١(A) = A که A ⊂ X T-پایای مجموعه های و KT کوپمن عملگر ثابت نقاط بین

می کند: بیان را ارتباط این زیر قضیۀ دارد. وجود مستقیم ارتباط

باشد. T : X → X معکوس پذیر تبدیل با مرتبط کوپمن عملگر KT کنید فرض .١۶ .٣ گزاره

علاوه باشد. K١A = ١A اگر فقط و اگر است T-پایا ،A ⊂ X مجموعۀ صورت، این در

مجموعۀ ،r هر برای آنگاه KT f = f که طوری به باشد داشته وجود ای f تابع اگر این، بر

.[٣٠] T-پایاست ،Ar = {x ∈ X|f(x) ≤ r}

داده محور و عددی روش های .۴

سیستم های طیفی تحلیل و ارگودیک نظریۀ چارچوب در ١٩٣٠ دهۀ از کوپمن عملگر نظریۀ اگرچه

طور به اخیر دهه های تا آن داده محور و عددی کاربردهای اما بود، گرفته قرار مطالعه مورد دینامیکی

که بود عملگر این بی نهایت بعدی و انتزاعی طبیعت اصلی، چالش بودند. نیافته توسعه گسترده

وجود با عملگر، این می ساخت. غیرممکن واقعی مسائل در را آن کاربردی سازی و مستقیم محاسبۀ

این اساسی پرسش باشد. نامتناهی می تواند آن بعد که می کند زندگی توابع از فضایی در بودن، خطی

متناهی داده های و محدود محاسبات دنیای به را قدرتمند ریاضی موجودیت این می توان چگونه بود:

زد؟ پیوند

از می توان چگونه که داد نشان نظریه، این احیای با [٢٨] مزیک١ ایگور ،٢٠٠۵ سال در

او دیگر مقالۀ کرد. استفاده پیچیده غیرخطی سیستم های تحلیل برای کوپمن عملگر طیفی ویژگی های

تبدیل برای بود جرقه ای [٢٩] ٢٠١٣ سال در جامع اش مروری مقالۀ به ویژه و ٢٠٠٩ سال در [٣۵]
1Igor Mezić
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده١٩ یزدان و ملکی حسن گلزاده١٩ یزدان و ملکی حسن ١٩

تکامل مستقیم بررسی جای به که بود آن او محوری ایدۀ کاربردی. چارچوب یک به انتزاعی نظریۀ این

حالت فضای بر شده تعریف مشاهده پذیر توابع تکامل باید غیرخطی اند، عموماً که سیستم، حالت های

زمینه ای دینامیک اگر حتی است، خطی همواره کوپمن عملگر به وسیلۀ تکامل این زیرا شود؛ مطالعه

جمله از سیستم، دینامیکی بنیادی اطلاعات که داد نشان مزیک ترتیب، بدین باشد. غیرخطی کاملا

کوپمن عملگر طیف در شبه دوره ای، رفتارهای و هم فاز نواحی غالب، بسامدهای جاذب ها، ساختار

برای طیفی چارچوب یک ارائۀ او اصلی نوآوری است. نهفته آن) ویژۀ توابع و ویژه مقادیر (شامل

به می کند. عمل تابعی آنالیز در خطی عملگرهای طیفی نظریۀ مشابه که بود غیرخطی سیستم های

طیفی تجزیۀ طریق از را غیرخطی سیستم های بلندمدت رفتار می توان که داد نشان وی دقیق تر، بیان

استفاده ویژه مقادیر تجزیۀ از خطی سیستم های در که شیوه ای همان به کرد؛ تحلیل کوپمن عملگر

سیستم پیچیدۀ دینامیک آن ها در که شد کوپمنی ویژۀ مختصات معرفی به منجر دیدگاه این می شود.

چارچوب این [٣۵] ٢٠٠٩ سال در او دیگر مقالۀ ادامه، در می شود. ظاهر جداپذیر و خطی قالبی در

جامع مروری مقالۀ سپس داد. گسترش محاسباتی سیالات مسائل و تجربی داده های تحلیل به را

برای عملی چارچوبی به را آن و داد بسط نظام مند به صورت را نظریه این [٢٩] ٢٠١٣ سال در او

وجود بزرگ مانع یک هنوز حال، این با کرد. تبدیل پیچیده سامانه های و مهندسی سیستم های تحلیل

معادلات از قبلی گاهی آ بدون تجربی، داده های از مستقیماً را کوپمن عملگر می توان چگونه داشت:

ارائه [٣۶] اشمید١ پتر پیشگامانۀ کار با و ٢٠١٠ سال در چالش، این پاسخ کرد؟ استخراج حاکم،

که است داده محور و عددی الگوریتمی که کرد معرفی را ٢(DMD)دینامیکی مد تجزیۀ روش او شد.

کوپمن عملگر از خطی تقریبی دینامیکی، سیستم یک از گسسته مشاهدات از دنباله ای از استفاده با

از منظور اینجا در می کند. استخراج را دینامیک غالب طیفی مدهای آن طریق از و می دهد ارائه

مشاهدات از مجموعه ای «داده»،

x١,x٢, . . . ,xm

الگوریتم، این اگرچه شده اند. حاصل xn+١ = T (xn) سیستم مدار گسسته نمونه برداری از که است

در روش این که شد آشکار سرعت به بود، یافته توسعه کوپمن نظریۀ از مستقل صورت به ابتدا در

پلی کشف، این است. خطی مشاهده پذیرهای برای کوپمن عملگر طیف تقریب زدن حال در حقیقت

کرد. برقرار ریاضی و مهندسی علوم بین حیاتی

1Peter J. Schmid
2Dynamic Mode Decomposition
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٢٠ کوپمن عملگر ٢٠نظریۀ کوپمن عملگر ٢٠نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

زدن تقریب برای عمدتاً روش این داشت: ذاتی محدودیت یک DMD روش حال، این با

این بر غلبه برای بود. مناسب خطی تقریباً رفتار با غیرخطی سیستم های یا خطی دینامیک های

را بعدی گام مزیک، دیدگاه از الهام با [٣٩] همکارانش و ویلیامز١ ،٢٠١۵ سال در محدودیت،

مرکزی ایدۀ کردند. معرفی را ٢(EDMD) توسعه یافته دینامیکی مد تجزیۀ روش آن ها برداشتند.

نام به مجموعه یک انتخاب طریق از بالاتر ابعاد با فضای یک به داده ها ارتقای الگوریتم، این

جدید فضای در را غیرخطی دینامیک مؤثری صورت به کار، این بود. غیرخطی توابع از «دیکشنری»

می ساخت. فراهم را آن ویژۀ توابع و کوپمن عملگر از دقیق تری بسیار تقریب امکان و می کرد خطی

مانند کاربردی الگوریتم های تا مزیک، توسط نظری بنیان های مجدد کشف از تکاملی، سیر این

دوبارۀ تولد باعث ویلیامز، توسط EDMD الگوریتم به آن تعمیم نهایت در و اشمید، توسط DMD

تبدیل دینامیکی داده های علم در محوری ابزارهای از یکی به چارچوب این امروزه، شد. کوپمن نظریۀ

[٩] مرجع کرد. خواهیم بررسی تفصیل به را کلیدی عددی روش های این ادامه، در .[٢۵] است شده

است. کوپمن عملگر بر مبتنی داده محور الگوریتم های زمینۀ در جدیدی و مناسب منبع

[٣۶] ٢٠١٠ سال در اشمید توسط که الگوریتم این دینامیکی. مد تجزیۀ الگوریتم .١ .۴

است. زمانی داده های از غالب دینامیکی مدهای استخراج برای داده محور روش یک شد، معرفی

پایۀ بر که گرفت نظر در کوپمن عملگر از متناهی البعدی تقریب یک به عنوان می توان را روش این

می کند. عمل لحظه ای) (تصاویر اسنپ شات داده های

اختیار در x١,x٢, . . . ,xM ∈ Rn (اسنپ شات ها) حالت بردارهای از دنباله ای کنید فرض

هدف، است. برقرار T ناشناخته) احتمالا) نگاشت یک برای xk+١ = T (xk) آن در که داریم

می سازیم: زیر صورت به را داده ماتریس های است. سیستم دینامیک برای خطی تقریبی یافتن

X =
[
x١ x٢ · · · xM−١

]
, Y =

[
x٢ x٣ · · · xM

]
.

ماتریس، این کند. برقرار را Y ≈ AX خطی رابطۀ که است A ∈ Rn×n ماتریس یافتن هدف،

ابتدا ابعاد، کاهش و عددی پایداری برای است. اصلی حالت فضای در کوپمن عملگر از تقریبی

می دهیم: انجام را X ماتریس (SVD) منفرد مقدار تجزیه

X = UΣV ∗,

1Matthew O Williams
2Extended Dynamic Mode Decomposition
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده٢١ یزدان و ملکی حسن گلزاده٢١ یزدان و ملکی حسن ٢١

است. r = rank(X) و بوده V ∈ R(M−١)×r و Σ ∈ Rr×r ،U ∈ Rn×r آن در که

بزرگترین به متناظر که می دهند تشکیل X ستونی زیرفضای برای متعامد پایه یک U ستون های

بیشترین نمایانگر که می کند تولید را حالت فضای از زیرفضایی و است X ماتریس منفرد مقادیر

زیرفضا این در را A ماتریس می توان بنابراین است. داده ها تغییرات بیشترین یا انرژی تغییرات

شود. محدود U ستون های توسط تولیدشده زیرفضای به ماتریس این برد و دامنه یعنی کرد تصویر

که: به گونه ای هستیم Ã ∈ Rr×r کاهش یافتۀ ماتریس دنبال به دیگر، عبارت به

A ≈ UÃU∗.

داریم: A ≈ UÃU∗ تقریب از استفاده و چپ از U∗ در Y ≈ AX رابطه ضرب با حال

U∗Y ≈ U∗(UÃU∗)X = (U∗U)Ã(U∗X) = IrÃ(U
∗X).

می شود: نتیجه است)، متعامد U (چون U∗U = Ir که آنجا از

U∗Y ≈ Ã(U∗X).

بنابراین: ،X = UΣV ∗ داریم SVD معادله از

U∗X = U∗(UΣV ∗) = (U∗U)ΣV ∗ = ΣV ∗.

نتیجه: در

U∗Y ≈ Ã(ΣV ∗).

نیز V (چون V ∗V = Ir اینکه به توجه با و راست از V Σ−١ در معادله طرف دو ضرب با

داشت: خواهیم است)، متعامد

Ã = U∗Y V Σ−١. (١ .۴)

از استفاده و SVD روش با بعد کاهش دینامیک، خطی تقریب اصلی ایدۀ سه ترکیب از ،١ .۴ معادلۀ

می آید. دست به U ستون های توسط شده تولیده غالب زیرفضای بر A عملگرخطی تصویر و U پایۀ

دقت با را دینامیک غالب مدهای و بوده پایدار عددی لحاظ از SVD از استفاده دلیل به روش این

می کند. استخراج خوبی

فضاهای روی سیستم دینامیک از خطی تقریبی کوپمن عملگر قسمت، این جمع بندی عنوان به

با کوپمن عملگر از متناهی تقریب یک نیز A ماتریس است. مشاهده پذیر توابع از بعد نامتناهی
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٢٢ کوپمن عملگر ٢٢نظریۀ کوپمن عملگر ٢٢نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

Ã ماتریس آخر، در و دارد سنگینی محاسبات به نیاز آن آوردن دست به که است n × n ابعاد

مراتب به آن محاسبۀ نتیجه، در و r < n که است r×r ابعاد با A ماتریس از یافته کاهش تقریبی

مقادیر مناسب، کافی اندازه به مشاهده پذیر توابع انتخاب شرط به شود می داده نشان است. راحت تر

هستند. کوپمن عملگر و A ماتریس ویژۀ مقادیر از تقریبی Ã ویژۀ

DMD مدهای ،Ã کاهش یافته ماتریس wj ویژه بردارهای و λj ویژه مقادیر محاسبه از پس

صورت به اصلی فضای در

vj = Uwj

نرخ و بوده متناظر λj ویژه مقدار با که است ثابت فضایی الگوی یک vj مد هر می شوند. تعریف

در سیستم حالت مدها، این از استفاده با می کند. تعیین را مد آن نوسان فرکانس کاهش یا رشد

صورت به بعدی زمان های

x(t) ≈
r∑

j=١

vj bj λ
t/∆t
j (٢ .۴)

مولد زیرفضای روی x١ اولیه داده کردن تصویر از bj اولیه ضرایب آن در که می شود، زده تقریب

کوپمن عملگر کنید فرض رابطه، این منشأ شدن روشن برای می آیند. دست به DMD مدهای توسط

باشد: λj ویژه مقادیر و φj ویژه توابع دارای دینامیک، با متناظر

Kφj = λjφj .

بسط ویژه توابع از ترکیبی صورت به می توان را g(x) = x همانی تابع کوپمن، نظریه چارچوب در

داد:

x =

∞∑
j=١

φj(x)vj , (٣ .۴)

در نقطه هر می کند بیان (٣ .۴) رابطۀ .[٣۶] هستند کوپمن مدهای vj ثابت بردارهای آن در که

φj(x) ویژۀ توابع توسط آن ضرایب که است vj ثابت بردارهای از خطی ترکیبی حالت فضای

جهت امتداد در x بردار از مقدار چه ،x نقطۀ در که می کند تعیین φj(x) ویژۀ تابع می شود. تعیین

بردارهای اما می کنند، تغییر φj(x) مقادیر ،(x (تغییر حالت فضای در حرکت با دارد. قرار vj
مختصات φj(x)ها و هستند دینامیک اصلی جهت های ساده تر،vjها بیان به می مانند. ثابت vj
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده٢٣ یزدان و ملکی حسن گلزاده٢٣ یزدان و ملکی حسن ٢٣

خاصیت طبق کنیم، دنبال زمان در را سیستم اگر حال می کنند. مشخص را جهت ها این در نقطه هر

داریم: کوپمن ویژۀ توابع

φj(x(t)) = λ
t/∆t
j φj(x١)

می آوریم: دست به بالا، بسط در جایگذاری با که

x(t) =
∞∑
j=١

λ
t/∆t
j φj(x١)vj .

آن در که می آید، دست به (٢ .۴) تقریبی رابطه کنیم، محدود غالب مد r به را بسط این اگر

bj = φj(x١)

از تقریبی DMD مدهای و نیستند دسترس در دقیق ویژه توابع عمل، در هستند. اولیه ضرایب

مربعات کمترین مسئله حل با bj ضرایب بنابراین هستند. کوپمن مدهای

min
b

∥∥∥∥∥∥x١ −
r∑

j=١

vjbj

∥∥∥∥∥∥
٢

٢

است. {v١, . . . ,vr} توسط تولیدشده زیرفضای روی x١ کردن تصویر معادل که می شوند، محاسبه

زمان در تکامل هستند، ∆t زمانی گام برای DMD الگوریتم خروجی λj ویژه مقادیر که آنجا از

.[٣۶] می شود ظاهر λ t/∆t
j صورت به t پیوسته

موارد بسیاری در DMD الگورتیم اگرچه توسعه یافته. دینامیکی مد تجزیۀ الگوریتم .٢ .۴

و است دینامیک از خطی تقریب یک ذاتاً روش این دارد: اساسی محدودیت یک اما است، مفید

اشاره بالا در که همانگونه شود. مواجه پایینی دقت با است ممکن قوی غیرخطی های با مواجهه در

٢٠١۵ سال در همکاران و ویلیامز توسط یافته تعمیم دینامیکی مد تجزیۀ مشکل، این رفع برای شد

.[٣٩] شد معرفی

ابعاد با مشاهده پذیر فضای یک به اصلی حالت فضای از انتقال الگوریتم، این در اصلی ایدۀ

می شود. انجام مشاهده پذیر توابع از تابعی) پایۀ (یا دیکشنری یک از استفاده با کار این است. بالاتر

کنیم: تعریف زیر صورت به را Ψ : Rn → Rr دیکشنری کنید فرض

Ψ(x) =
[
ψ١(x) ψ٢(x) · · · ψr(x)

]⊤
, (۴ .۴)
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٢۴ کوپمن عملگر ٢۴نظریۀ کوپمن عملگر ٢۴نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

شعاعی) پایۀ توابع یا مثلثاتی توابع چندجمله ای ها، (مانند پایه توابع ψi : Rn → R آن در که

هستند.

ماتریس های ،m = ١, . . . ,M ymو = T (xm) که (xm,ym)داده های جفت برای حال،

می دهد: دست به دقیق تری تخمین نهایت در که می سازیم را یافته» «ارتقا دادۀ

ΨX =
[
Ψ(x١) Ψ(x٢) · · · Ψ(xM )

]
,

ΨY =
[
Ψ(y١) Ψ(y٢) · · · Ψ(yM )

]
.

ماتریس این کند. برقرار را ΨY ≈ KΨX رابطۀ که است K ∈ Rr×r ماتریس یافتن هدف،

توسط پوشش داده شده زیرفضای روی بر کوپمن عملگر از متناهی بعدی و گسسته نمایش یک ،K

است. Ψ دیکشنری

می آید: به دست مربعات کمترین مسئلۀ یک حل طریق از K ماتریس

K = ΨY Ψ
†
X , (۵ .۴)

پایدارتر، محاسبه ای برای است. ΨX ماتریس مور-پنروز١ شبه معکوس ماتریس Ψ†
X آن در که

کرد: استفاده همبستگی بر مبتنی فرمول بندی یک از می توان

K = (ΨY Ψ
⊤
X)(ΨXΨ⊤

X)† = AG†,

هستند. A = ١
MΨXΨ⊤

Y و G = ١
MΨXΨ⊤

X آن در که

و مقادیر این می کنیم. محاسبه را آن ξj ویژه بردارهای و λj ویژه مقادیر ،K محاسبۀ از پس

هستند: کوپمن عملگر ویژۀ توابع و ویژه مقادیر برای تقریب هایی ترتیب، به بردارها،

ϕ̂j(x) = ξ⊤j Ψ(x). (۶ .۴)

زد: تقریب طیفی بسط این با می توان را g مشاهده پذیر تابع هر تحول نهایت، در

(Ktg)(x) ≈
r∑

j=١

ϕ̂j(x)cjλ
t
j , (٧ .۴)

می آیند. به دست تقریبی ویژۀ توابع روی بر g اولیۀ برآورد از cj ضرایب آن در که
می کند: صدق پنروز شرط چهار در که A† نماد با است ماتریسی ،A ماتریس هر برای مور–پنروز شبه معکوس ١ماتریس

معکوس از تعمیمی ماتریس این .(A†A)∗ = A†A و (AA†)∗ = AA† ،A†AA† = A† ،AA†A = A
دارد. وجود یکتایی صورت به نیز معکوس ناپذیر مربعی ماتریس های یا غیرمربعی ماتریس های برای حتی که است معمولی
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده٢۵ یزدان و ملکی حسن گلزاده٢۵ یزدان و ملکی حسن ٢۵

با L٢ فضای در واقعی کوپمن عملگر به EDMD تقریب همگرایی مهم، نظری نتیجه یک

محکمی ریاضی پایه که است (r → ∞) دیکشنری غنای و (M → ∞) داده ها تعداد افزایش

دیکشنری انتخاب به شدت به EDMD دقت .[١٧] می کند فراهم روش اطمینان قابلیت برای

کلیدی غیرخطی رفتارهای نتواند است ممکن ضعیف دیکشنری یک که طوری به است، وابسته Ψ

عمیق عصبی شبکه های یا [٣٩] هسته ها از استفاده مانند مدرن رویکردهای کند. ثبت را سیستم

نسبت EDMD کلیدی مزیت شده اند. پیشنهاد داده ها از بهینه دیکشنری خودکار یادگیری برای [٢٣]

حالی در است، همانی دیکشنری با EDMD از خاصی حالت DMD که است این در DMD به

را پیچیده تری غیرخطی دینامیک های می تواند مناسب غیرخطی دیکشنری انتخاب با EDMD که

حالت، فضای بعد افزایش با که چرا پابرجاست، همچنان بالا ابعاد چالش حال، این با کند. مدل

انتخاب و بعد کاهش تکنیک های نیازمند و می کند رشد نمایی طور به نیاز مورد پایۀ توابع تعداد

است. ویژگی

محاسباتی مثال های .۵

دینامیکی سیستم های با مواجهه در را کوپمن عملگر نظریۀ عملی کارایی و قدرت بخش، این در

ریاضی، چارچوب این چگونه که است حقیقت این گویای مثال هر می گذاریم. نمایش به غیرخطی

می سازد. آشکار خطی تحلیل زیبای قالب در را غیرخطی دینامیک ظاهری پیچیدگی های

نوسانگرهای مطالعه در استاندارد مثال یک عنوان به پل١ در ون غیرخطی نوسانگر سیستم .١ .۵ مثال

قادر EDMD روش که می دهد نشان به دست آمده نتایج .[٣٨] می شود شناخته میراشونده غیرخطی

.[٣٩] است سیستم ویژۀ توابع و ویژه مقادیر دقیق استخراج ẋبه = y

ẏ = µ(١ − x٢)y − x
(١ .۵)

(شکل می کند ایفا را سیستم بودن غیرخطی میزان کنترل کننده نقش µ پارامتر معادلات، این در

دوره ای از پس مسیرها می دهد: نشان خود از شگفت انگیز رفتاری سیستم ،µ = ١٫۵ برای .(١

می توان آیا است: این بنیادین پرسش اکنون می شوند. همگرا پایدار چرخه محدود یک به گذرا،

این به کوپمن عملگر نظریۀ پاسخ کرد؟ بازنمایی خطی قالب در را پیچیده غیرخطی دینامیک این
1Van der Pol oscillator
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٢۶ کوپمن عملگر ٢۶نظریۀ کوپمن عملگر ٢۶نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

µ پارامتر مختلف مقادیر برای پل در ون نوسانگر معادلۀ مدارهای :١ شکل

EDMD روش اعمال و سیستم شبیه سازی از زمانی داده های جمع آوری با است. مثبت پرسش،

توجهی قابل نتایج به Ψ(x, y) = [١, x, y, x٢, xy, y٢, x٣, x٢y, xy٢, y٣]⊤ دیکشنری با

شناسایی را λ١,٢ ≈ −٠٫٢ ± ١٫١i غالب ویژۀ مقادیر خودکار طور به کوپمن مدل می یابیم. دست

مشخص را سیستم نوسانات فرکانس موهومی، بخش و شدن میرا نرخ منفی، حقیقی بخش می کند.

سیستم چرخه محدود فضایی الگوی زیبایی به ویژه، مقادیر این با متناظر ویژۀ تابع .[٣٩] می سازد

توصیف را آن نوسانی رفتار که است سیستم ذاتی «مد» حقیقت در ویژه تابع این می سازد. آشکار را

کوپمن: عملگر کوچک بی نهایت مولد برای ویژه مقدار معادلۀ حل با می کند.

y
∂ϕ

∂x
+ [µ(١ − x٢)y − x]

∂ϕ

∂y
= λϕ

،λ١ ≈ −٠٫٢ + ١٫١i با متناظر ویژۀ تابع

ϕ١(x, y) = exp

(
−x

٢

٢

)
·
[
y + i

(
x− x٣

٣

)]
،λ٢ ≈ −٠٫٢ − ١٫١i با متناظر

ϕ٢(x, y) = exp

(
−x

٢

٢

)
·
[
y − i

(
x− x٣

٣

)]
توابع، این می آید. دست به ϕ٣(x, y) = ١

٢(x
٢ + y٢) + µ

۴x
۴ تابع ،λ٣ = ٠ با متناظر و

می کنند. تغییر مشخص نمایی نرخ های با تنها دینامیک، تأثیر تحت که هستند سیستم ذاتی» «مدهای
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده٢٧ یزدان و ملکی حسن گلزاده٢٧ یزدان و ملکی حسن ٢٧

صورت به را x مختصه زمانی تحول می توان کوپمن، مدهای و ویژه توابع خطی ترکیب از استفاده با

کرد: بازسازی زیر

x(t) =

K∑
j=١

ϕj(x٠, y٠)v
(x)
j eλjt

داریم: بالا ویژه تابع سه با ،µ = ١٫۵ برای

x(t) ≈ exp

(
−x

٢
٠

٢

)[
y٠ + i

(
x٠ −

x٣
٠

٣

)]
v
(x)
١ e(−١٫١+٠٫٢i)t

+ exp

(
−x

٢
٠

٢

)[
y٠ − i

(
x٠ −

x٣
٠

٣

)]
v
(x)
٢ e(−١٫١−٠٫٢i)t

+

(
١
٢
(x٢

٠ + y٢
٠) + ٠٫٣٧۵x۴

٠

)
v
(x)
٣

نوشت: ساده تر نوسانی فرم به را آن می توان که

x(t) ≈ Ae−٠٫٢t cos(١٫١t+ θ) +B

به مثال این می کنند. مشخص را بلندمدت میانگین مقدار B و اولیه شرایط به θ و A آن در که

با تنها و حاکم معادلات از قبلی دانش هیچ بدون کوپمن، عملگر چگونه که می دهد نشان وضوح

می کند. کشف را دینامیکی سیستم ریاضی هستۀ تجربی، داده های به اتکا

معادلات با آشوبناک سیستم های کلاسیک نماد عنوان به لورنس١ سیستم .٢ .۵ مثال

ẋ = σ(y − x), ẏ = x(ρ− z)− y, ż = xy − βz

کارگیری به .[٢۴] می گیرد قرار بررسی مورد β = ٨/٣ و ρ = ٢٨ ،σ = ١٠ استاندارد مقادیر و

پیش بینی به قادر خطی، مدهای تنها استخراج دلیل به روش این که می دهد نشان DMD روش

غیرخطی دیکشنری و EDMD روش از استفاده با حال، این با .[٣۶] نیست سیستم رفتار بلندمدت

کرد. شناسایی را غالب غیرخطی مدهای می توان ،x٢, y٢, z٢, xy, xz, yz مانند توابعی شامل

ویژۀ مقادیر آنها از بخشی که می سازد آشکار را متعددی ویژه مقادیر EDMD با طیفی تحلیل

را پیوسته طیف دیگر بخشی و سیستم) بودن جاذب (نشان دهندۀ منفی حقیقی بخش با گسسته

می دهند. تشکیل
1Lorenz system
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٢٨ کوپمن عملگر ٢٨نظریۀ کوپمن عملگر ٢٨نظریۀ کوپمن عملگر نظریۀ

خاص پارامترهای برای لورنس سیستم معادلۀ مدارهای :٢ شکل

گردابه ای الگوهای که می دهند نشان را پیچیده ای فضایی ساختارهای متناظر، ویژۀ توابع

.[٣٩] می کنند بازتولید را لورنز جاذب مشخصۀ

منجر که r = ٣٫٧ برای xn+١ = rxn(١ − xn) لجستیک نگاشت گسسته سیستم .٣ .۵ مثال

مانند مناسب دیکشنری انتخاب با می شود، آشوبناک رفتار به

Ψ(x) = [x, x(١ − x), x١)٢ − x), . . . ]⊤

متعددی ویژۀ مقادیر شامل سیستم این برای کوپمن عملگر طیف می شود. تحلیل EDMD اعمال و

به مربوط ترتیب به که است یک از کوچکتر اندازۀ با ویژه مقادیر همچنین و واحد دایرۀ روی بر

دل در پنهان تناوبی ساختارهای به دست آمده، ویژۀ توابع هستند. شونده میرا و تناوبی رفتارهای

سیستم در مشخص فرکانس با نوسان یک به مربوط ویژه تابع هر و می سازند آشکار را آشوب

اختلاط نرخ دربارۀ ارزشمندی یکم بینش کوپمن عملگر یک بعدی، سادۀ سیستم این در حتی است.

مورد در اطلاعاتی ویژه، مقادیر توزیع خاص، طور به می دهد. ارائه سیستم ارگودیکِ ویژگی های و

.[١٧] می دهد قرار اختیار در سیستم اختلاط نرخ و همبستگی توابع همگرایی نرخ

کوپمن عملگر نظریۀ کاربردهای .۶

ابزاری به غیرخطی، دینامیک های خطی سازی در فرد به منحصر توانایی با کوپمن عملگر نظریۀ

و سیالات دینامیک در .[۴٠] است شده تبدیل علوم و مهندسی متنوع حوزه های در تحول ساز
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گلزاده یزدان و ملکی حسن گلزاده٢٩ یزدان و ملکی حسن گلزاده٢٩ یزدان و ملکی حسن ٢٩

کاهش ،[٣۶] گردابه جدایش مدهای و هم بسته ساختارهای شناسایی با نظریه این هوافضا، مهندسی

یافته گسترده ای کاربرد [١٠] آیرودینامیکی طراحی بهینه سازی و ،[٣۵] پیچیده سیستم های مدل

غیرخطی سیستم های کنترل امکان کوپمن بر مبتنی روش های رباتیک، و کنترل حوزه در است.

محدودیت های مدیریت و ،[٢۶ ،۵] پیچیده ربات های برای پایدار کنترلرهای طراحی ،[١۴ ،١٨]

توسعه با نظریه این مصنوعی، هوش و ماشین یادگیری در می کنند. فراهم را [١٢] سخت افزاری

بین مستحکمی پل ،[١٩] تقویتی یادگیری الگوریتم های بهبود و [۴] کوپمن عصبی شبکه های

مبتنی روش های از بهره گیری با است. کرده ایجاد کاربردی مصنوعی هوش و محض ریاضیات

معادلات فیزیکی، پیش فرض های بدون و داده محور کاملا صورت به می توان کوپمن، عملگر بر

سیستم های مدل سازی در انقلابی رویکرد این کرد. کشف را طبیعی سیستم های بر حاکم دیفرانسیل

عمومی، سلامت حوزه در .[١۴ ،٢٣ ،٧] است ناشناخته آنها تحلیلی معادلات که کرده ایجاد پیچیده ای

مدل ها این می شود. استفاده واگیر بیماری های فضایی-زمانی انتقال پیش بینی برای کوپمن عملگر از

فراهم را عمومی سلامت مداخلات اثرگذاری ارزیابی و بیماری ها جغرافیایی گسترش پیش بینی امکان

و EEG مانند زیستی سیگنال های تحلیل با پزشکی علوم در کوپمن عملگر نظریۀ .[٣٢] می کنند

و [٢٠] می کند فراهم را قلبی-عروقی و عصبی بیماری های زودهنگام تشخیص امکان و ECG

می سازد ممکن را دارویی درمان های به پاسخ پیش بینی مولکولی، و سلولی دینامیک مدل سازی با

آبشاری فروپاشی های از قدرت شبکه های هوشمند مدیریت با نظریه این انرژی، حوزه در .[١٣]

راندمان خورشیدی، آرایه های و بادی توربین های عملکرد بهینه سازی با و [٢ ،١] می کند جلوگیری

با کوپمن عملگر هواشناسی، و اقلیم علوم در .[١٨] می دهد افزایش را تجدیدپذیر انرژی سیستم های

ابزار ،[٨ ،٣٧] هوا وضع عددی پیش بینی دقت بهبود و اقلیم دینامیک در غالب الگوهای شناسایی

عملگر از همچنین می شود. محسوب اقلیمی و جوی پدیده های پیش بینی و درک برای قدرتمندی

سطح دمای ابرناکی، (مانند ماهواره ای داده های از فضایی-زمانی الگوهای استخراج برای کوپمن

کاربرد اقلیمی و محیطی تغییرات پایش در تحلیل ها این می شود. استفاده گیاهی) پوشش و دریا،

.[١۶] دارد وسیعی

آینده چشم اندازهای و قوت نقاط محدودیت ها، .٧

بهره گیری و غیرخطی دینامیک های خطی سازی در بی نظیر توانایی با اگرچه کوپمن عملگر نظریۀ

مهمی چالش های با کرده، ایجاد دینامیکی سیستم های تحلیل در تحولی خطی جبر قدرتمند ابزارهای از
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و پیچیده، سیستم های در بالا ابعاد چالش با مقابله ،[٢٣] بهینه دیکشنری انتخاب است. روبرو

می شوند. محسوب روش این کنونی محدودیت های مهم ترین از [١٧] نویزی داده های در تقریب خطای

در انعطاف پذیری و سیستم ذاتی ساختارهای خودکار کشف دقیق، پیش بینی قابلیت حال، این با

حوزه این آینده چشم انداز هستند. چارچوب این فرد به منحصر مزایای متنوع، سیستم های با کاربرد

تصادفی و پارامتری سیستم های به تعمیم فیزیکی، دانش با ادغام خودآموز، دیکشنری های توسعه بر

توسعه نهایت، در است. متمرکز مقیاس پذیر الگوریتم های طریق از بالا ابعاد چالش با مقابله و ،[١٨]

جامعه میان در روش این کاربرد گسترش در کلیدی نقش می تواند استاندارد نرم افزاری کتابخانه های

کند. ایفا مهندسی

نتیجه گیری .٨

پارادایم یک تا محض ریاضی ایدۀ یک از کوپمن عملگر نظریۀ تکاملی سیر مقاله، این در

توصیف از انتقال ، این اصلی هستۀ شد. بررسی غیرخطی دینامیکی سیستم های تحلیل در کاربردی

امکان که است توابع فضای در مشاهده پذیرها تحول مطالعۀ به حالت فضای در دینامیک نقطه ای

کوپمن عملگر ویژۀ مقادیر و ویژه توابع می سازد. فراهم را پیچیده غیرخطی دینامیک های خطی سازی

سیستم رفتار از کیفی درکی و می کنند نمایندگی را سیستم تحول نرخ های و ذاتی مدهای ترتیب به

مستقیماً کوپمن عملگر تقریب با EDMD و DMD مانند نوینی داده محور روش های می دهند. ارائه

کشانده اند. عملی کاربردهای عرصه به محض ریاضیات قلمرو از را نظریه این تجربی، داده های از

اما پابرجاست، همچنان بالا ابعاد با مقابله و بهینه دیکشنری انتخاب چون چالش هایی اگرچه

و پزشکی تا کنترل و سیالات دینامیک از متنوعی حوزه های در چارچوب این چشمگیر موفقیت های

تلفیق در حوزه این آینده است. آن فزاینده بلوغ و فرد به منحصر توانایی بر گواهی ماشین، یادگیری

و بالا، ابعاد با سیستم های برای مقیاس پذیر الگوریتم های توسعه ماشین، یادگیری با بیشتر هرچه

کوپمن عملگر تردید، بدون است. نهفته پارامتری و تصادفی سیستم های برای نظری بنیادهای تعمیق

کرد. خواهد ایفا پیچیده دینامیکی پدیده های درک در محوری نقش همچنان
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