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مقدمه ۱

.R حقیقی خط روی دوره ای تابع های مطالعۀ یعنی شد، شروع فوریه سری های از کلاسیک فوریۀ آنالیز

معطوف ۲π دورۀ با توابع به را خود توجه دارد، سروکار مثلثاتی تابع های با کلاسیک حالت از آنجا که

عمل تحت گروه یک مجموعه این می شوند. تعیین [۰, ۲π) روی توابع توسط تابع ها این می کنیم؛

T = {z ∈ C : |z| = ۱} دایره ای گروه با t → eit نگاشت تحت و است ۲π پیمانۀ به جمع

آبلی فشردۀ گروه روی نتایجی عنوان به می توان را کلاسیک فوریۀ آنالیز قضیه های است. یکریخت

عنوان به می توان را Rn روی فوریه آنالیز مشابه، به طور کرد. خواهیم چنین نیز ما و کرد تلقی T

کرد. تلقی Rn آبلی فشردۀ موضعاً گروه روی آنالیز
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گروهی چنین گرفت. ۱ خواهیم نظر در G فشردۀ موضعاً گروه یک را زمینه فضای ادامه، در

وجود ۱۹۳۲ سال در که هار آلفرد افتخار به که است، (چپ) انتقال تحت پایا اندازۀ یک دارای

است. لبگ اندازۀ همان اندازه این ،G = Rn برای می شود. نامیده هار اندازۀ کرد، اثبات را آن

تحت و شده گرفته نظر در [۰, ۲π) بازۀ روی که است، لبگ اندازۀ نیز G = T برای هار اندازۀ

گروه روی اندازه Lp(G) فضاهای در است. شده داده انتقال T دایره ای گروه به متعارف یکریختی

روی انتگرال پذیر توابع همۀ از که ،L۱(G) فضای به ویژه بود. خواهد هار اندازۀ همواره G زمینۀ

یا f ∗ g(x) =
∫
G f(x + y)g(−y) dy پیچشی حاصل ضرب تحت است، شده تشکیل G

تبدیل باناخ جبر یک به ،f, g ∈ L۱(G) توابع برای f ∗ g(x) =
∫
G f(xy)g(y

−۱) dy

می شود.

به L۱(G) در h کدام یعنی نوشت؟ f ∗ g به صورت می توان را L۱(G) در h تابع کدام سؤال.

می شود؟ تجزیه L۱ تابع دو پیچش عنوان

فضای C(T) اگر همچنین .L۱(T) ∗ L۱(T) = L۱(T) .([۳۲] ۱۹۳۹ سالم، (رافائل قضیه
۲.L۱(T) ∗ C(T) = C(T) باشد، T روی پیوسته توابع

سالم شدۀ منتشر آثار و [۳۷] زیگموند کتاب طبق کرد؟ منتشر را نتیجه این سالی چه در سالم

این ،[۱۷] راس و هیوئیت کتاب طبق است. یافته انتشار ۱۹۳۹ سال در مقاله این [۹۰ ص ،۳۳]

۱۹۳۹ سال بنابراین شد، داوری ۱۹۴۰ مارس در مقاله آن است. شده منتشر ۱۹۴۵ سال در مقاله

مجله از شماره آن مقالات است. [۱۷] در ساده خطای یک از پیچیده تر داستان است. صحیح قطعاً

هیچ ۱۹۴۵ سال تا دوم جهانی جنگ دلیل به اما بود، شده واصل مجله دفتر به ۱۹۳۹ سال در

کرده استفاده مجله خود روی درج شده انتشار تاریخ از من و هیوئیت متأسفانه، نشد. منتشر شماره ای

بودیم.

ریاضیات به کارش کنار در که بود بااستعداد بسیار و فرانسه در بانکی کارمند او بود؟ که سالم

فناوری (مؤسسۀ ام آی تی استاد سرانجام و رفت کانادا به دوم جهانی جنگ شروع با می پرداخت. نیز

[۳۳] او آثار مجموعۀ مقدمۀ در را سالم زندگی از کوتاهی شرح زیگموند آنتونی شد. ماساچوست)

دانشجویان با و بود شریفی بسیار انسان سالم که می گفت من به هیوئیت ادوین است. داده ارائه

به سالم قضیه های دربارۀ بیشتر اطلاعات برای .۲ گرفته ایم. نظر در هاسدورف همه جا را فشرده موضعاً گروه های .۱
کنید. مراجعه پیوست
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درگذشت.۱ ۱۹۶۳ سال در سالم داشت. خوبی رفتار تکمیلی تحصیلات

باعث امر این .L۱(Rn) ∗ L۱(Rn) = L۱(Rn) که کرد۲ اعلام رودین والتر ،۱۹۵۷ در

بورباکی، نیکولا گروه اصلی نویسندگان از یکی و فرانسوی برجستۀ ریاضی دان دیودونه، ژان که شد

فصل۲۳]: ،۳۰] بنویسد رودین به زیر شرح به نامه ای ۱۹۵۷ دسامبر ۱۷ در

عزیز: رودین پروفسور

در 731t شمارۀ چکیدۀ در که دیدم آمریکا ریاضی انجمن بولتن شمارۀ آخرین در

آن از عضو دو پیچش عضو هر ،L۱(Rn) جبر در که داشته اید اعلام ،۳۸۲ صفحۀ

را ساده ای نکتۀ پیش سال چند زیرا شدم، شگفت  زده قدری حکم این از است. جبر

شما برای را اثبات این ۳.[۹] می کند نفی را شما قضیۀ نظرم به که بودم دریافته

می کنم: بازگویی

تابع های ،n هر به ازای همچنین نامنفی اند. دو هر و f, g ∈ L۱ کنید فرض

(و f بگیرید. نظر در را gn = inf(g, n) و fn = inf(f, n) معمولی «بریدۀ»

همگرایی عادی قضیۀ طبق پس، هستند. ( (gn) (و (fn) صعودی دنبالۀ حد ( g

روشنی به که است hn = fn ∗ gn تابع حد همه جا تقریباً h = f ∗ g تابع لبگ،

همان طور پس، هستند. L۲ در دو هر gn و fn علاوه براین، صعودی. است دنباله ای

تقریباً h که می شود نتیجه از این گرفت. کراندار و پیوسته می توان را hn می دانیم، که

وجود انتگرال پذیری توابع می دانیم ولی، است. برابر بِر نخست ردۀ از تابعی با همه جا

باشند. L۱ تابع دو پیچش نیست ممکن در نتیجه و ندارند، را ویژگی این که دارند

سپاسگزار بسیار می توانید، شما اگر و بیابم، استدلال این در نقصی نمی توانم من

کنید. گاه آ اشتباهم از مرا امکان صورت در که بود خواهم

دیودونه ژ. شما، ارادتمند

f ∗g به صورت نمی توانند که دارند وجود L۱ در نامنفی توابع می کند، اشاره رودین همان طور که

کار داوران هیئت تشخیص به که می شود اعطا جوان ریاضی دان یک به ساله هر تقریباً سالم جایزۀ ،۱۹۶۸ سال از .۱
و است بسیاری اعتبار دارای جایزه این باشد. داده انجام آن، معنای وسیع ترین در فوریه، سری های زمینۀ در برجسته ای
پانویس در نکته آن .۳ شده اند. نیز فیلدز مدال دریافت به موفق خود حرفه ای دوران در بعدها آن برندگان از بسیاری

هستند؛» مثبت f, g آن در که بگیریم نظر در را حالتی است «کافی است: این آن مدعای و بود شده آورده

2. Bull. Amer. Math. Soc., abstract 731t,p. 382.
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در داد. توضیح را ظریف خطای این دیودونه جواب در رودین شوند.۱ نوشته نامنفی f, g شرط با

«این گفت: است، شده گم نامه آن اکنون که من ، به جداگانه نامه ای در ۱۹۷۹ سال در رودین واقع،

باور را آن برقراری قطعاً بودم، نکرده ثابت قبلا را آن خلاف اگر و است، ظریف بسیار خطای یک

طرف کردم. تعجب خیلی که ندارد «گفتن می نویسد: [۳۰] خاطراتش در رودین بعدها، می کردم.»

به جای که بورباکی، پایه گذاران از یکی و جهانی سطح در ریاضی دانی دیودونه، جز نبود کسی من

سال چند من که است چیزی این چون می کنی، ”اشتباه بگوید: ـــ تازه کار جوان یک ـــ من به اینکه

کردم صرف وقت مدتی واقع در بگویم! او به را اشتباهش تا می خواست من از کردم“، ثابت پیش

استنتاج است، ممکن L۱ در همواره پیچش تجزیۀ که بودم نکرده ثابت قبلا اگر و یافتم، را خطا تا

خودش حد در او بحث که دلیل این به بلکه او، شهرت دلیل به نه بودم، تردید پذیرفته بی هیچ را او

بود.» درست کاملا و روشن و ساده

است: این دیودونه ۱۹۵۸ ژانویۀ ۱۷ مورخ پاسخ

عزیز: رودین پروفسور

متداول بسیار خطا نوع این از آنجا که کردید. گوشزد مرا خطای که سپاسگزارم

که می دانید ولی باشم. بوده آن کشف به قادر خودم می بایست می کنم گمان است،

خاصی نتیجۀ که یافته اید اعتقاد که وقتی هم آن است، دشوار چه یافتن را خود خطای

باشد!! درست باید

گروه های به را نتیجه این بتوانید امیدوارم است. زیرکانه بسیار شما اثبات

تعمیمی چنین که است این من گمان ولی دهید. تعمیم دلخواه آبلی فشردۀ موضعاً

می طلبد. را اثبات از متفاوتی نسبتاً نوع

سپاس ها. بهترین و یافته اید، که زیبایی حکم برای تبریک با

دیودونه ژ. شما، ارادتمند

بود: کرده اثبات را زیر قضیۀ رودین واقع، در

داریم G اقلیدسی موضعاً آبلی گروه هر برای .([۱۹۵۸ ،۲۸] ،[۱۹۵۷ ،۲۷] رودین (والتر قضیه

برقرار Rn و R گروه های برای تساوی این خاص، حالت در .L۱(G) ∗ L۱(G) = L۱(G)

است.

ببینید. را قبلی پانویس .۱
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و شنیده شیکاگو در را قضیه این دربارۀ زیگموند یا سالم صحبت های رودین گفته اند که شنیده ام

ترتیبات و زمانی نظر از داستان این اما است. کرده منتشر خودش نام به و دزدیده آنجا از را نتیجه

دارد. اساسی تفاوت سالم روش با داده ارائه رودین که اثباتی این، از گذشته است؛ نادرست کاملا آن

پاسخ این، وجود با نکردم. اشاره شنیده ها این به البته نوشتم، نامه رودین به ۱۹۷۹ سال در وقتی

می شد: آغاز جملات این با او

کار تقدم نکردم فرصت هرگز که متأسفم بسیار که بگویم بگذارید همه، از اول

بودم، بی خبر او تجزیۀ قضیۀ از کار این انجام هنگام من کنم. ذکر جایی در را سالم

نیامد. پیش موضوع این از ذکری برای مناسبی فرصت هرگز بعدها و

کوئین تجزیۀ قضیۀ ۲

کارشناسی دورۀ آنالیز در موفقی بسیار کتاب که کتابش، اولین بود. روچستر دانشگاه در رودین والتر

شد منتشر ۱۹۵۳ سال در گرفته، نام آبی»۱ «رودین یا کوچولو» «رودین علاقه روی از و [۲۶] است

تألیف زمانی را کتاب این او در حالی که، است. شده ذکر روچستر دانشگاه رودین کار محل آن در و

زیگموند آنتونی راهنمایی تحت را، دکترا دورۀ کوئین پل ،۱۹۵۷ سال در بود. ام آی تی  در که کرد

کوئین رسالۀ کار از زیگموند نه اینکه با رفت. روچستر دانشگاه به نکرده تمام شیکاگو دانشگاه در

کار که کردند متقاعد را کوئین سرانجام دیگر نفر چند و رودین اما کوئین، خود نه و بود آمده خوشش

برگردد. شیکاگو به نهایی امتحان و دفاع برای و کند تمام را رساله اش

کوئین می دهد. نشان کوئین به را [توابع] تجزیه مورد در خود کار رودین زمان، همین در تقریباً

یک تقریبی». همانی های «آهان، می گوید: آن مانند چیزهایی و ریس و فیر  هسته های دیدن با

،x هر برای که به طوری است توپولوژیک جبر یک در {eα} مانند توری یا دنباله تقریبی همانی

با (تنها مقدماتی کاملا و کوتاه، زیبا، اثباتی کوئین زود خیلی .x = limα xeα = limα eαx

کرد: پیدا زیر قضیۀ برای تعریف ها) از استفاده

آنگاه باشد، کراندار تقریبی همانی با باناخ جبر یک A اگر .([۵] ۱۹۵۹ کوئین، جی. (پل قضیه
کرد.۲ تجزیه A در عنصر دو حاصل ضرب عنوان به می توان را A عنصر هر یعنی AA؛ = A

کارهای هارمونیک، آنالیز من، رشتۀ در سالی چند که بود نابغه ای ریاضی دان کوئین جی. پل

۴ و ۳ فصل های اصلی نتایج مبنای زمینه، این در او دیگر مقالۀ سه واقع، در داد. انجام قابل توجهی
است. بدیهی حکم این باشد یکدار A اگر که کنید توجه .۲ م. ـــ دارد. اشاره کتاب این جلد رنگ به .۱
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،۱۹۶۱ سال در آن از بعد هستند. [۲۹] ،(۱۹۶۲) گروه ها روی فوریه آنالیز رودین، کتاب

اولین ۱۹۶۴ یا ۱۹۶۳ سال تا او آورد. روی ریاضیات مبانی حوزۀ به و کرد شروع صفر از کوئین

کارهای [ازجمله رساند. انجام به را بعد به گودل زمان از ریاضیات مبانی زمینۀ در بنیادی واقعاً کار

نظریۀ در اثبات قابل هیچ یک پیوستار فرضیۀ نه و انتخاب موضوع اصل نه داد نشان که بود این او

نیستند.] تسرملو‑فرانکل استانداردِ مجموعه های 

کردم، بیان داشتم که تکمیلی تحصیلات دورۀ درس یک در را کوئین تجزیۀ قضیۀ ،۱۹۶۸ سال در

از یکی پاشکه، بیل نداشت. دیگر مطالب به نیاز و بود مستقل آن اثبات چون بود، دوم روز شاید

،A باناخ جبر یک از مثالی و باشد درست است ممکن قضیه عکس آیا پرسید کلاس، دانشجویان

.[۲۴] می کرد صدق AA = A تساوی در که یافت کراندار، تقریبی همانی بدون

برای را زیر شگفت انگیز تعمیم است، کراندار تقریبی همانی با باناخ جبر یک L۱(G) از آنجا که

داریم: رودین قضیۀ

.L۱(G)∗L۱(G) = L۱(G) داریم ناآبلی، گروه از جمله ،G فشردۀ موضعاً گروه هر برای قضیه.

نیز فشرده Gی هر برای که کرد ثابت او واقع، در بود. واقعی دستاوردِ یک کوئین تجزیۀ قضیۀ

که شد، منتشر نیز قضیه این مدولی تعمیم های بعدتر کمی و ،L۱(G) ∗ C(G) = C(G) داریم

فیگا‑تالامانکا آلساندرو و (پسر) کرتیس سی. فیلیپ و [۱۵] هیوئیت ادوین مستقل به طور را آن

موضوعۀ اصول اما نکردند، استفاده مدول اصطلاحات از آن ها هیچ کدام بودند. آورده دست به [۶]

بودند. مدول موضوعۀ اصول اساساً هیوئیت

است L باناخ فضای یک باناخ، چپ A‑مدول یک باشد. باناخ جبر یک A کنیم فرض

می کنیم استفاده L روی A اثر برای را (a, x) → a • x نماد می کند. اثر آن روی A که

نامساوی علاوه بر این، است. L به A × L از نگاشت یک (a, x) → a • x که به طوری

داریم. لازم (a, x) ∈ A× L هر برای را ∥a • x∥L ≤ ∥a∥A · ∥x∥L

تقریبی همانی با باناخ جبر یک A اگر .([۲۲ .۳۲ قضیه ،۱۷]) باناخ مدول های تجزیۀ قضیۀ

از بسته خطی زیرفضای یک A •L آنگاه باشد، باناخ چپ A−مدول یک L اگر و باشد، کراندار

.A • L = L بدیهی به طور آنگاه باشد، چگال L در A • L اگر به ویژه، است. L

.A•M = A• (A•L) = (AA)•L = A•L =M آنگاه ،A•L =M اگر ملاحظه.

بود: زیر حکم هیوئیت قضیۀ اصلی کاربرد
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G فشردۀ موضعاً گروه هر برای ،۱ ≤ p < ∞ فرض با .([۱۵] ۱۹۶۴ هیوئیت، (ادوین قضیه

.L۱(G) ∗ Lp(G) = Lp(G) داریم

و هارمونیک آنالیز در دیگری کاربردهای و بالا نتیجۀ فیگا‑تالامانکا آلساندرو و کرتیس فیلیپ

کردند. اثبات را زیر قضیۀ آن ها به ویژه، دادند. ارائه تابعی جبرهای

داریم G فشرده موضعاً گروه هر برای .([۱ .۳ قضیه ،۶] ۱۹۶۵ فیگا‑تالامانکا، و (کرتیس قضیه

L۱(G) ∗ L∞(G) = Cru(G) = L۱(G) ∗ Cru(G), (۱)

آخر تساوی است. G روی راست یکنواخت پیوسته از کراندارِ توابع همۀ فضای Cru(G) آن در که

می شود. نتیجه باناخ مدول های تجزیۀ قضیۀ ی از پس ذکرشده نکتۀ از

روی پیوسته توابع فضای C۰(G) آن در که ،L۱(G) ∗ C۰(G) = C۰(G) داریم همچنین

ببینید. را [۴۴ .۳۲ پانویس ،۱۷] می شوند؛ صفر بی نهایت در که است G

فوریه تبدیل های و ضرایب کاهش نرخ ۳

کلاسیک، حالت همانند هم، حالت این در می گیریم. نظر در Gرا آبلی فشردۀ موضعاً گروه یک اکنون

گروهی می شوند؛ تعریف Ĝ سرشت  های گروه روی توابع این هستند. کلیدی ابزار فوریه تبدیل های

از این رو دایره ای. گروه به G از پیوسته همریختی های یعنی ،G روی χ سرشت های همۀ از متشکل

،χy(x) = eixy ،x ∈ R هر برای آن در که R̂ = {χy : y ∈ R}

و

.χn(z) = zn ،z ∈ T هر برای آن در که T̂ = {χn : n ∈ Z}

مجموعه های اینکه می شود. داده χn(t) = eint به صورت χn سرشت ،[۰, ۲π) بازۀ روی

کلی حالت در حکم این اگر چه نیست. تصادفی هستند آشنایی گروه های T̂ و R̂ برای اندیس گذار

آبلی فشردۀ موضعاً گروه یک همواره مناسبی توپولوژی با Ĝ اما نیست، معلوم G گروه هر برای

است.

f̂(χ) =
∫
G fχ به صورت Ĝ روی را آن فوریۀ تبدیل ،L۱(G) در f تابع برای اکنون،

ضابطۀ با فوریه تبدیل بحث برانگیز، ثابتِ یک از صرف نظر ،R گروه روی می کنند. تعریف
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f̂(y) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−ixydx

ضابطۀ با فوریه تبدیل نیز ،T گروه روی می شود. داده

f̂(n) =

∫
T
f(z)z−ndz یا

۱
۲π

∫ ۲π

۰
f(t)e−intdt

فوریه تبدیل های بین نزدیکی و ساده رابطۀ ،eint = cosnt + i sinnt از آنجا که می شود. داده

یکدیگر به قضیه ها این تبدیل بنابراین دارد. وجود فوریه سری های کلاسیکِ فوریۀ ضرایب و T روی

کرده ام. او قضیۀ با را کار همین که دید خواهید کنید، نگاه سالم اصلی مقالۀ به اگر است؛ واضح تقریباً

است: این اساسی مطلب یک

f̂ یعنی دارد، قرار C۰(Ĝ) در f̂ فوریۀ تبدیل آنگاه باشد، L۱(G) در f اگر ریمان‑لبگ. لم

می شود. صفر بی نهایت در که است Ĝ روی پیوسته تابع یک

f برای ترتیب، همین به می شود. صفر بی نهایت در L۱(R) در تابع هر فوریۀ تبدیل بنابراین

در فوریه ضرایب مورد در امر همین و می شود، صفر بی نهایت در (f̂(n))n∈Z دنبالۀ L۱(T) در

است. صادق نیز f با متناظر فوریۀ سری

می شود. مطرح طبیعی پرسش یک اینجا در

شود؟ صفر بی نهایت در بخواهیم که سرعتی هر با می تواند f̂ آیا سؤال.

اعداد از دلخواهی دنبالۀ (an) اگر واقع، در است. «بله» قویاً پاسخ ،T دایره ای گروه برای

به طوری دارد وجود L۱(T) در fی آنگاه ،lim|n|→∞ an = ۰ که به طوری باشد Z روی نامنفی

،۲۱] کرد اثبات و بیان کولموگوروف ن. آ. را مطلب این .f̂(n) ≥ an ،n ∈ Z هر برای که

یک توسط می شود صفر ±∞ در که Z روی (an) دنبالۀ هر زیرا است درست نتیجه این .[۱۹۲۳

یک فوریۀ تبدیل دنباله ای چنین هر و می شود، محدود مثبت اعداد از (cn) محدب متقارن دنبالۀ

برای .f̂(n) = cn ≥ |an| ،n ∈ Z هر برای یعنی دیگر، بیانی به است. L۱(T) در f تابع

یانگ اچ. دبلیو. مقالۀ به است لازم هستند، فوریه تبدیل (cn)ی دنباله های چنین چرا اینکه دیدن
شود.۱ مراجعه [۱۹۱۳ ،۳۵]

کتابمان تألیف مشغول من و هیوئیت ادوین که زمانی ،۱۹۶۸ یا ۱۹۶۷ سال های به برگردم
کنید. مراجعه پیوست به مورد، این در بیشتر اطلاعات برای .۱
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تمرکز آبلی فشردۀ گروه های روی من گذاشت. من عهدۀ» «به را نتایج این تعمیم کار اد بودیم، [۱۷]

گروه های بیشتر به را محدب توابع که داشتم سعی احمق ها مثل عمدتاً من نرسیدم. جایی به و کردم

پیدا می آید سراغم به گاهی که نادری خیلی و خوب ایده های آن از یکی اینکه تا دهم. تعمیم فشرده 

داریم آبلی، فشردۀ موضعاً گروه های برای تجزیه، قضیۀ باناخ مدول های صورت از استفاده با شد.

L̂۱(G) · C۰(Ĝ) = C۰(Ĝ). (۲)

است. f • ψ = f̂ψ به صورت (f, ψ) ∈ L۱(G)× C۰(Ĝ) برای مدولی عمل اینجا در

است. «مثبت» آبلی، فشردۀ گروه های برای لااقل بالا، سؤال به پاسخ ،(۲) تساوی به توجه با

c۰(Z) آن در که می دهم، نشان L̂۱(T) · c۰(Z) = c۰(Z) از استفاده با T روی را پاسخ این ایدۀ

را c۰(Z) در (an) نامنفی دنبالۀ می شوند. صفر ±∞ در که است Z روی دنباله های همۀ از مرکب

،n ∈ Z هر برای که به طوری دارند وجود c۰(Z) در (bn)ی و L۱(T) در g یی پس بگیرید. نظر در

n /∈ F و است متناهی F = {n ∈ Z : |bn| > ۱} مجموعۀ بنابراین .an = ĝ(n)bn

کارگر F روی احتمالا به جز g در نتیجه .|ĝ(n)| ≥ an نیز این و |bn| ≤ ۱ که می کند ایجاب

را ĝ می توان g به مناسب مثلثاتی چندجمله ای یک افزودن با F متناهی مجموعۀ روی اما می افتد.

آید. دست به مطلوب f که کرد تنظیم طوری

ایروینگ به همچنین و هیوئیت اد به را اثبات بنابراین بودم، خشنود بسیار بابت این از

را اثبات هردو آن ها دادم.۱ نشان بود، واشنگتن دانشگاه در دیگری خوب آنالیزدان که گلیکسبرگ،

مقالۀ در نتیجه این که کرد نشان خاطر ایروینگ بعد ساعت چهار و بیست با این حال، پسندیدند.

موضوع این می کردم فکر زیرا شدم، ناراحت خیلی من است. آمده [۶] فیگا‑تالامانکا و کرتیس

داشت. را کوتاه یادداشت یک انتشار ارزش

می کند. ثابت را زیر حکم بالا استدلال در ساده ای اصلاح

گروه با آبلی فشردۀ موضعاً گروه یک G کنید فرض .([۴۷ .۳۲ ،۱۷] راس و (هیوئیت قضیه

دارد وجود L۱(G) در fی تابع ،C۰(Ĝ) در ψ نامنفی تابع هر برای باشد. Ĝ سرشت های

.f̂(χ) ≥ ψ(χ) ، χ ∈ Ĝ هر برای که به طوری

از بیش کمی می کنم تصور اما کرده ایم، منسوب [۶] فیگا‑تالامانکا و کرتیس به را فوق قضیۀ

حاصل به روشنی L̂۱(G) ·L∞(Ĝ) از آن ها توضیحات از (۲) تساوی مسلماً بودیم. سخاوتمند حد
بود. راهرو انتهای در هم گلیکسبرگ دفتر و می کردیم کار [۱۷] روی واشنگتن دانشگاه در هیوئیت و من .۱
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فوق قضیۀ اثبات برای تساوی این از که می شود ملاحظه آن ها، مقالۀ به دقیق تر نگاه با اما می شود،

L̂۱(G) · از جمله دیگری تساوی های به فیگا‑تالامانکا و کرتیس اصل، در است. نشده استفاده

شامل [۱۷] کتاب از ۳۲ بخش کرده اند. اشاره ۱ ≤ p < ∞ برای Lp(Ĝ) = Lp(Ĝ)

روی مثبت توابع همۀ می کند بیان که واروپولوس تِ. ن. قضیۀ از جمله است، بیشتری کاربردهای

عمیقاً او اثبات ۱.[۲۷ .۳۲ قضیه ،۱۷] پیوسته اند کراندار، تقریبی همانی دارای باناخ، ∗‑جبر یک

بود: متکی زیر قضیۀ به

که به طوری باشد A مانند باناخی جبر در دنباله ای (an) اگر .([۲۳ .۳۲ قضیه ،۱۷]) قضیه

که به طوری موجودند A در (cn) مانند دنباله ای و b مانند عنصری آنگاه ،limn an = ۰

.an = bcn ،n هر برای و limn cn = ۰

c۰(A) کنید فرض یافت: قضیه این برای ظریفی و ساده اثبات ریفل مارک ،۱۹۶۹ سال در

کنید تعریف .limn an = ۰ که به طوری باشد A در (an) نامتناهی دنباله های همۀ مجموعۀ

∥ (an) ∥c۰(A)= sup{∥ an ∥A: n = ۱, ۲, . . .}.

بنابراین است. b • (an) = (ban) مدولی عمل تحت باناخ A‑مدول یک c۰(A) در این صورت

به را قضیه حکم این و ،A • c۰(A) = c۰(A) که می شود نتیجه باناخ مدول های تجزیۀ قضیۀ از

می دهد. دست

می تواند f̂ تبدیل L۱(T) در f هر برای که مضمون این با ،۱۹۲۳ سال در کولموگوروف قضیۀ

ℓ۲(Z) در (an) دنبالۀ هر آیا می کند. تداعی را مشابهی پرسش شود، صفر بی  نهایت در آهسته به طور

در من و استرالیا، در ادواردز، ای. رابرت می شود؟ مغلوب C(T) در تابعی فوریۀ تبدبل توسط

۱۹۷۷ سال در بعدها نداشتیم. موفقیتی اما کردیم، کار مسئله این روی ۱۹۷۳ −۱۹۷۲ سال های

دادند. پرسش این به مثبت پاسخ زیبایی به [۸] کاتس نلسون یئتزاک و کاهان ژان پیر دِلیو۲، کارل

قضیۀ دقیق اثبات است. برقرار نیز آبلی فشردۀ گروه هر برای نتیجه این که کرده بودند اشاره آن ها

است. آمده [۳۴] اشترومبرگ کارل کتابِ فصل آخرین در دلیو‑کاهان‑کاتس نلسون

دنبالۀ هر برای که داد نشان [۲۰] کیس  لیا کف و. س. است. یافته تعمیم جهت چند از نتیجه این

،n ≥ ۰ برای که به طوری دارد وجود C(T) در fی تابع ℓ۲({۰, ۱, ۲, . . .}) در (an) نامنفی

گروه  ‑ به دلیو‑کاهان‑کاتس نلسون قضیۀ علاوه، به .f̂(n) = ۰ ،n < ۰ برای و |f̂(n)| ≥ an

گوست آ ۱۸ در بود، ساله ۴۸ که زمانی او بود. دلیو مقاله آخرین این .۲ بود. سالم جایزۀ برندۀ اولین واروپولوس .۱
رسید. قتل به استنفورد دانشگاه فارغ التحصیل ناراضی دانشجوی یک توسط ۱۹۷۸
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باربارا مقالۀ شد. داده تعمیم متریک پذیر فشردۀ آبلی ابرگروه های از خاصی ردۀ به و ناآبلی فشردۀ های

ببینید. را فورنیه، جان و من مشترک مقالۀ ،[۷ .۲ مثال ،۱۰ .۴ قضیه ،۱۲] مقالۀ و [۱۴] هایمن

دیگر کاربردهای برخی ۴

فضای B(H) و فشرده موضعاً گروه یک G آن در که π : L۱(G) → B(H) نمایش یک

مجموعۀ اگر می شود نامیده «ناتباهیده» است، H هیلبرت فضای یک روی کراندار عملگرهای

مثال، برای کند.۱ تولید H از چگالی خطی زیرفضای {π(f)ξ : f ∈ L۱(G), ξ ∈ H}

مثل مجموعه ای ،عملا که است ذکر شایان کنید. مراجعه [۳ .۲ .۶ گزارۀ از قبل درست ،۷] به

مدولی عمل از مطلب، این دیدن برای باشد. H با برابر باید {π(f)ξ : f ∈ L۱(G), ξ ∈ H}

می کنیم؛ استفاده است، f • ξ = π(f)ξ آن در که L۱(G)×H → H از (f, ξ) → f • ξ

مدول های تجزیۀ قضیۀ کارگیری به با بنابراین، است. باناخ L۱(G)‑مدول یک H صورت این در

داریم باناخ،

{π(f)ξ : f ∈ L۱(G), ξ ∈ H} = L۱(G) •H = π(L۱(G))H = H.

کرده اند. اشاره نکته این به [۴ .۲ نتیجه ،۶] در فیگا‑تالامانکا و کرتیس

از (۱) رابطۀ اگر بگیرید. نظر در را Ĝ سرشت های گروه با G آبلی فشردۀ موضعاً گروه یک

که می شود نتیجه ببریم کار به Ĝ گروه برای را فیگا‑تالامانکا و کرتیس قضیۀ

L۱(Ĝ) ∗ L∞(Ĝ) = Cru(Ĝ) = L۱(Ĝ) ∗ Cru(Ĝ). (۳)

،۱۱] ايمار پی یر را فضا این می شود. A(G)نوشته صورت به و Gنامیده فوریۀ جبر اغلب L۱(Ĝ)

L∞(Ĝ) آن دوگان باشدفضای آبلی G اگر داد. تعمیم G فشرده موضعاً گروه های همۀ به [۱۹۶۴

از مناسبی تعمیم گرانیرِر اد است. V N(G) نویمان فون جبر A(G) دوگان کلی، حالت در و است

میانگین پذیر گروه هر برای که [۱ گزاره ،۱۹۷۴ ،۱۳] داد نشان و نامید UCB(Ĝ) را Cru(Ĝ)

داریم G

A(G) · V N(G) = UCB(Ĝ) = A(G) · UCB(Ĝ). (۴)

را لپتین هورست قضیۀ همچنین و V N(G) A(G)‑مدول برای را کوئین تجزیۀ قضیۀ گرانیرر
داد. تعمیم باناخ فضاهای روی عملگرها توسط باناخ جبرهای نمایش به می توان را تعریف این البته، .۱
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تنها و اگر است کراندار تقریبی همانی یک دارای A(G) می کند بیان که [۱ گزاره ،۱۹۶۸ ،۲۳]

ویکتور و لائو تونی بعد، مدت ها برد. کار به نتیجه این حصول برای باشد، میانگین پذیر G اگر

تساوی رابطۀ یعنی آوردند: دست به را گرانیرر نتیجۀ عکس [۱ .۷ گزاره ،۱۹۹۳ ،۲۲] لوزرت

را (۴) بنابراین می کند، ایجاب را G بودن میانگین پذیر UCB(Ĝ) = A(G) · V N(G)

کرد. بازنویسی اگر» تنها و «اگر گزارۀ یک عنوان به می توان

فوریه جبرهای در موضعی یکه های ۵

،[۸ .۶ .۲ قضیه ،۲۹] رودین در می توان را قضیه این می آوریم. زمینه این در دیگری قضیۀ اینجا در

یافت. [۱۳ تمرین ،۲ بخش ،۲ فصل ،۳] بورباکی و [۳۷ .۳۱ قضیه ،۱۷] راس و هیوئیت

باشد Ĝ از فشرده ای و ناتهی زیرمجموعۀ Φ و آبلی فشردۀ موضعاً گروه یک G کنید فرض قضیه.

و بوده فشرده تکیه گاه دارای f̂ که به طوری دارد وجود L۱(G) در fی صورت این در .ϵ > ۰ و

.∥f∥۱ < ۱ + ϵ و f̂ = ۱ داریم Φ روی

فشرده (آبلی) گروه هر برای در واقع و ،T و Zm ،Rn Gهای از هر یک برای قضیه این اثبات

از قضیه این ظاهراً دارد. آسانی اثبات هم باز نرم، شرط به جز نیز ، کلی حالت در قضیه بود. آسان

،۲۹] تولید شده فشرده گروه های غیربدیهی و دشوار بسیار ساختاری قضیۀ او است. [۲۹] رودین آن

و هیوئیت کند. ثابت را پرکاربرد قضیۀ این بتواند که کرد اثبات دلیل این به صرفاً را [۱ .۴ .۲ قضیه

کرده اند. استفاده اثبات روش همان از نیز بورباکی همچنین و راس

کانزاس ایالتی دانشگاه در زمان آن در دو هر که پارکر، بیل و باچلیس گرِگوری ،۱۹۷۱ بهار در

فشردۀ گروه های برای نتیجه این از ساده ای بسیار اثبات که دادند اطلاع من به نامه ای طی بودند،

شود، صورت بندی مثلثاتی چندجمله ای های برای مناسبی صورت به حکم اگر واقع، در دارند؛ آبلی

جبرهای روی بر خود مطالعۀ در گرِگ می شود. برقرار نیز آبلی) لزوماً (نه فشرده گروه های همۀ برای

برای ساده اثبات این از من آیا که بدانند می خواستند آن ها بود. شده موضوع این متوجه پوچ توان

چند فقط و نداشتم، آن ها سادۀ اثبات از اطلاعی من خیر. یا دارم اطلاع آبلی فشردۀ گروه حالت

به بیل و گرِگ کنم. تنظیم بالا در ذکر شده قضیۀ اثبات برای را آن ها استدلال تا کشید طول دقیقه

نامم داشتم، کار این در که اندکی سهم وجود با که کردند متقاعدم اشترومبرگ، کارل همکارشان همراه

پراسیدینگز در کوتاه یادداشت یک قالب در اثبات این شود. آورده مقاله نویسندگان از یکی عنوان به

اتفاقاْ، سطر. دو هرنویسنده است، سطر شش اثبات است. رسیده چاپ به [۲] آمریکا ریاضی انجمن
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لپتین هورست که گذاشته جریان در مرا رایتر هانس که گفتم داور به ،[۲] مقاله آن بررسی و نقد در

است. کرده اثبات گروه ها ساختاری قضیۀ به نیاز بدون را قضیه این نیز

یک در خودتوان عناصری h و g اگر که است این مطلب اصل است. این قضیه سادۀ اثبات آن

بدون یعنی قضیه، (آسان) صورت از استفاده با اینک است. چنین نیز g+h−gh آنگاه باشند، حلقه

ĥ = ۱ و بوده فشرده تکیه گاه دارای ĥ که به طوری دارد وجود L۱(G) در h مانند تابعی نرم، شرط

تبدیل های که بوده ۱ L۱‑نرم با توابعی شامل تقریبی همانی یک دارای L۱(G) طرفی از .Φ روی

و ∥g∥۱ = ۱ که به طوری دارد وجود L۱(G) در gیی بنابراین دارند. فشرده تکیه گاه آن ها فوریه

.f = g+h− g ∗h کنید فرض است. فشرده تکیه گاه دارای ĝ همچنین و ∥g ∗h−h∥۱ < ϵ

هر برای به علاوه ،∥f∥۱ ≤ ∥g∥۱+∥h−g∗h∥۱ < ۱+ϵ است، فشرده تکیه گاه دارای f̂ آنگاه

.f̂(χ) = ĝ(χ)+ ĥ(χ)− ĝ(χ)ĥ(χ) = ĝ(χ)+۱− ĝ(χ) ·۱ = ۱ داریم ،Φ در χسرشت

از قبل که رودین، والتر که است این من حدس بودند؟ نکرده پیدا دیگران را اثبات این چطور

خاص موارد و Rn برای را نتیجه این چگونه که می دانست بود، کلاسیک آنالیزدان یک کتابش تألیف

و راس، و هیوئیت کرد. استفاده کلی نتیجۀ اثبات برای ساختار قضیۀ از سپس کند. اثبات دیگر

نیفتادند. ساده ای اثبات چنین جستجوی فکر به نیز بورباکی ظاهراً

بنابراین کنم، ارسال مجله برای را مقاله این خواستند من از همکارانم دارد. ادامه داستان این

ماه در جمعه ای در را کار این فرستادم. گلیکسبرگ، ایروینگ مجله، دبیر مناسب ترین برای را آن

به رسید، نتیجه به ماه یک از کمتر ظرف اگر که خواستم او از یادداشتی در دادم، انجام ۱۹۷۱ می

و فرودگاه راه در بعد، چهارشنبۀ بروم. هند به ماه یک بود قرار من چون دهد، پاسخ باچلیس گرِگ

ایروینگ بعدها، بود! آنجا پذیرش نامۀ یک رفتم، دانشگاه دفتر به نامه هایم دیدن برای هند، به رفتن

رودین کتاب روی از که بود روزهایی بود، رسیده دستش به یادداشتم که می ماه دوشنبۀ آن در که گفت

است. جالب توجه ما سادۀ یادداشت که بود برده پی بلافاصله ازاین رو می کرد، تدریس [۲۹]

مجموعۀ اگر است برقرار نیز K آبلی فشردۀ موضعاً ابرگروه های برای قضیه این که شد ثابت

.[۹ .۲ قضیه ،۴] باشد ابرگروه یک نقطه ای اعمال تحت ابرگروهی، سرشت های همۀ از مرکب K̂

Lp حدس ۶

تاریخچۀ و بوده مربوط Lp و L۱ فضاهای به که می دهیم قرار بحث مورد را «Lp «حدس پایان، در

دشوار بسیار شد، حل وفصل سرانجام که زمانی تا حدس این که معنا این به است، داشته نیز مشابهی
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.Lp(G) ⊆ L۱(G) و است متناهی G روی هار اندازۀ باشد، فشرده G اگر می رسید. نظر به

زمانی حکم این محتمل عکس .Lp(G) ∗ Lp(G) ⊆ L۱(G) ∗ Lp(G) = Lp(G) بنابراین

بود: معروف «Lp «حدس عنوان به

است. فشرده G آنگاه ،Lp(G) ∗ Lp(G) ⊆ Lp(G) و p > ۱ اگر .Lp حدس

را آن اگرچه کرد، مطرح ییل در رساله اش در ۱۹۶۳ سال در راجاگوپالان ام. را حدس این

از جمله مختلفی، افراد توسط پیشرفت هایی بود. کرده حل آبلی حالت در قبلا [۳۶] زلازک و.

را نتیجه این آن ها گرفت. صورت بود، ییل تکمیلی تحصیلات دانشجوی نیز او که ریکرت، نیل

پوچ توان، ناهمبند، کاملا گسسته، گروه های نظیر گروه ها از مختلفی رده های و مختلف pهای برای

این کردند. اثبات پذیر میانگین و حل پذیر آبلی، فشردۀ موضعاً گروه های نیم مستقیم حاصل ضرب

،۳۱] سائکی ساداهیرو ،۱۹۹۰ سال در بعدها شد. گذاشته کنار ۱۹۷۰ دهۀ اوایل در اساساً پروژه

موضعاً گروه های همۀ برای را حدس بود، کانزاس ایالتی دانشگاه در نیز او که ،[۶۲۰ −۶۱۵ ص

کرد. حل مستقل و مبتکرانه اثباتی با فشرده

ایده ها از سلسله  ای پیوست: ۷

است این T = [−π, π) دایره ای گروه روی کاهش» نرخ «قضیۀ و تجزیه قضیۀ دو هر اصلی کلید

یکنواخت و همگرای بوده محدب {۰, ۱, ۲, . . .} بر که Z روی (cn) مثبتِ متقارنِ دنباله های که

،۳۵] یانگ اچ. دبلیو. آن از مطلب این هستند؛ L۱(T) در نامنفی توابع فوریۀ تبدیل صفرند، به
۱.[۱ .۳ .۷ ،۱۰] یا [۵ فصل ،۵ .۱ قضیه ،۳۷] به کنید نگاه همچنین است؛ [۳ فصل در قضیه ،۱۹۱۳

می شود. یکنواخت تابع همگرای خود به ۰ همسایگی هر خارج در تابع یک فوریۀ سری واقع، در

متقارن دنبالۀ چنین مغلوب می شود همگرا ۰ به که Z روی دنباله هر که می شود داده نشان به راحتی

است. شده اثبات [۵ .۱ .۷ ،۱۰] و [۵ .۱ .۷ از قبل [۳۷، درست در مطلب این می شود؛ «محدبی»

ن. آ. می شود. حاصل یانگ اچ. دبلیو. قضیۀ و ملاحظات این از T برای کاهش» نرخ «قضیۀ

همان طور که کرد. اثبات و بیان را کاهش» نرخ «قضیۀ مستقل طور به [۱۹۲۳ ،۲۱] کولموگوروف

قضیۀ مدولی صورت به آن، از فراتر و آبلی فشردۀ گروه های به قضیه این تعمیم برای کردیم، اشاره قبلا

داشتیم. نیاز کوئین تجزیۀ

C۰(R) در ψ زوج) (یعنی متقارن نامنفی تابع هر به ویژه، است. برقرار R برای مشابهی نتیجۀ

است. کسینوسی سری یک آن فوریۀ سری است، متقارن (cn)دنبالۀ چون .۱
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این ،ψ(۰) = ۱ حالت در است. L۱(R) در تابعی فوریۀ تبدیل است، محدب (۰,∞) روی که

مشخصۀ تابع تابعی چنین هر می کند بیان که است، معروف پولیا» «محک به احتمال دانان نزد حکم

کتاب پیوست در که طور همان ببینید. را [۲ .۵ .۱۰ قضیه ،۱۹] است؛ پیوسته مطلقاً توزیع یک

حدی «تا [۱۹۱۸ ،۲۵] پولیا مقالۀ در نتیجه این است، شده اشاره [۱۹۳ ص ،۱] چانگ لای کای

است. مستتر»

نسبت [۳۲] سالم رافائل به عموماً شد، ثابت بعد سال چندین که ، L۱(T) برای تجزیه قضیۀ

fی هر برای که دهد نشان می خواست او ظاهراً بود. متفاوت کمی او هدف واقع، در می شود. داده

۰ به f تبدیل از کندتر Z روی آن فوریۀ تبدیل که دارد وجود L۱(T) در g مانند تابعی ،L۱(T) در

برای که داد نشان اساساً او خاص، حالت در کرد.] ثابت C(T) برای را مشابهی نتیجۀ [او می رود.

وجود Z روی (λn) مانند مثبتی متقارن دنبالۀ و L۱(T) در g مانند تابعی ،L۱(T) در fی هر

در n هر برای به علاوه و نموده صعود +∞ به یکنوا به طور {۰, ۱, ۲, . . .} روی و بوده مقعر که دارد

[۵ فصل یادداشت های ،۳۷] یادداشت های در زیگموند می کند. صدق f̂(n) ·λn = ĝ(n) تساوی

اینکه بررسی واقع، در است. مطلب این از آسانی نتیجۀ L۱(T) برای تجزیه قضیۀ که می کند اشاره

در ذکر شده یانگ، اچ. دبلیو. قضیۀ مفروضات که است محدب دنباله ا ی (۱/λn) وارون های دنبالۀ

برای که به طوری است موجود L۱(T) در hی بنابراین، است. آسان بسیار می کند، برآورده را بالا،

فوریه، تبدیل های یکتایی قضیۀ با از این رو .f̂(n) = ĥ(n)ĝ(n) و ۱
λn

= ĥ(n) داریم n هر

سالم خود یا زیگموند را موضوع این که است این من حدس می شود. حاصل f = h ∗ g تساوی

۱۹۴۵ «از چون که آن ها، هردوی شاید یا کرده اند؛ بررسی ۱۹۵۹ و ۱۹۳۹ سال های بین زمانی در

حداقل دوره آن در آن ها .[۱۸] است.» بوده زیگموند همکار و دوست نزدیک ترین سالم ،۱۹۵۹ تا

کرده اند. تألیف مشترکاً کتاب یک و مقاله ده
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