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ثابت نقطۀ دارای واحد بازۀ روی جا به جایی نگاشت های «آیا که سؤال این داستان نقل از چکیده.
آن ها اساس بر ریاضی پژوهش یک که دهیم نشان را راهبردهایی تا می کنیم استفاده هستند» مشترکی

می رود. پیش

مقدمه ۱

مهمانی یک در اگر که بودیم موضوع این دربارۀ بحث حال در ریاضی کنفرانس یک در پیش، مدتی

می کنم» پژوهش و تدریس «من بگویید اگر می دهید؟ جوابی چه بپرسد، کارتان دربارۀ شما از کسی

حرفی یا است» سخت «توضیحش می کنید زمزمه خجالت زده آیا پژوهشی؟» نوع «چه بپرسد او و

دارید؟ گفتن برای

را نقاط وقتی بدانم علاقه مندم می کنم. کار هندسی اشیاء با «من دارم. گفتن برای حرفی من

هم به نزدیک مکان های به هم، به نزدیک نقاط که معنا این (به پیوسته به صورت اشیاء این روی

یک سطح یعنی کره، روی نقاط اگر مثال، برای می افتد. اتفاقی چه می دهید، حرکت بشوند) منتقل

بماند. ثابت باید نقطه یک حداقل که می شود مشخص کنید، جابه جا کمی پیوسته به صورت را گوی،

کمی آن، دوران با فقط را دونات، یک سطح یعنی چنبره، یک نقاط تمام می توانم دیگر، طرف از
ثابت نقطۀ پیوستگی، جابه جایی، نگاشت های کلیدی: کلمات و عبارات
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آنچه و می شود نامیده ثابت نقطۀ نظریۀ من تخصص ندارد. ثابتی نقطۀ هیچ دوران این کنم. جابه جا

و کره یک بین ظریفی نسبتاً تفاوت ثابت نقطۀ نظریۀ چگونه که است این دادم توضیح برایتان که

می کند.» نمایان ریاضی لحاظ به را چنبره یک

توضیح ریاضی پژوهش های مورد در بداند، بخواهد دوستم که اندازه ای به احتمالا مهمانی آن در

موضوعات این به بیشتری توجه آمریکا ریاضی ماهنامۀ خوانندگان که می کنم فرض من داد. خواهم

کارشناسی پروژۀ یک در چه باشند، نکرده شرکت ریاضی پژوهش یک در (تاکنون) اگر به ویژه دارند.

بازگو را ثابت نقطۀ ارائۀ پرسش داستان مقاله، این در تکمیلی. تحصیلات دانشجوی به عنوان چه و

می دهد. شرح را ریاضی پژوهش های از مهم ویژگی چندین که داستانی کرد؛ خواهم

پرسش ۲

نیز چنبره یا کره از حتی که یکی اما است، هندسی شیء یک روی نقاط حرکت به مربوط مسئله

واژۀ از آن برای من که ،f پیوستۀ تابع یک حقیقی. خط از I = [۰, ۱] بازۀ است؛ ابتدایی تر

آن امر این دلیل باشد. داشته ثابت نقطۀ یک باید خودش به I از می کنم، استفاده نگاشت ساده تر

d(۰) ⩾ ۰ است، چنین f تابع چون است، نگاشت یک d(x) = f(x) − x تابع که است

و d(x∗) = ۰ که است موجود x∗ ∈ I می گوید ما به میانی مقدار قضیۀ پس .d(۱) ⩽ ۰ و

نقطۀ دو، هر بگیرید. نظر در را خودش به I از g و f نگاشت دو حال .f(x∗) = x∗ بنابراین

حال، این با ندارند. g ثابت نقاط با رابطه ای هیچ f ثابت نقاط کلی حالت در اما دارند، ثابت

خواهند مرتبط نیز آن ها ثابت نقاط آیا باشد. برقرار رابطه ای g و f نگاشت های بین کنید فرض

اینکه: دقیق تر بود؟

،x ∈ I هر برای یعنی هستند، جابه جایی f, g : I → I نگاشت های کنید فرض پرسش.

یعنی می کنند؟ قطع را یکدیگر نگاشت دو این ثابت نقاط مجموعۀ آیا .f(g(x)) = g(f(x))

برای x∗ جواب یک دارند؛ مشترک ثابت نقطۀ یک آیا شوند، جابه جا هم با g و f نگاشت های اگر

f(x∗)؟ = x∗ = g(x∗) معادلات

را آن ،مستقلا مختلف، نفر سه غیررسمی به طور بود، نشده مکتوب جایی پرسش این اگرچه

انگیزۀ .۱۹۵۶ در دیوبینز۳ لستر و ،۱۹۵۵ در شیلدز۲ اَلن ،۱۹۵۴ در دایر۱ الدون بودند؛ کرده مطرح

ثابتِ نقطۀ خاصیت می دانستند که باشد شده ناشی واقعیت این از است ممکن پرسش این طرح
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ثابت ۱۹۲۳ در [۲۷] ریت اف. جی. است. برقرار جابه جایی چندجمله ای های برای مشترک

g(x) = (p(x))n و f(x) = (p(x))m مانند واضحی نسبتاً مثال های از به غیر که کرد

چبیشف چندجمله ای های می شوند، جابه جا هم با که چندجمله ای هایی تنها ،p(x) چندجمله ای برای

مراجعه [۳] (به بودند مشترک ثابت نقطۀ ویژگی دارای بودند شده مطالعه بسیار که رده این هستند.
کنید).۱

ماهنامۀ در که بود [۱۲] دومار رالف از مقاله ای انتشار، تاریخ برحسب پرسش این به پاسخ اولین

دید، خواهیم که همان طور را، کار این در او پژوهشی استراتژی شد. منتشر ۱۹۶۳ در آمریکا ریاضی

برای شوند، جابه جا و باشند پیوسته g و f اگر که شد دیده کردند. استفاده دیگر پژوهشگر چندین

تا کرد قوی تر را فرض ها دومار بنابراین نیستند. قوی کافی اندازۀ به مشترک، ثابت نقطۀ داشتن

لیپ شیتس پیوستۀ باید g و f نگاشت های کند: پیدا دست پیوستگی از محدودکننده تری شکل به

وجود α > ۰ عدد هرگاه است لیپ شیتس پیوستۀ f : I → I نگاشت که می کنیم یادآوری باشند.

کنید توجه .|f(x)−f(y)| < α|x−y| باشیم داشته x, y ∈ I هر برای که به طوری باشد داشته

بزرگ تری مقدار هر برای نابرابری این زیرا نیست، یکتا می شود، نامیده لیپ شیتس ثابت که ،α عدد

β و α تکین مقادیر کوچک ترین اگر باشد. g لیپ شیتس ثابت β کنید فرض بود. خواهد صادق نیز

اینکه بر مشروط دارند، مشترک ثابت نقطۀ یک نگاشت ها این که داد نشان او باشد، ۱ از بزرگ تر

کنند. صدق می کند، مرتبط هم به را نگاشت دو رفتار که خاص، نابرابری یک در ثابت ها این

اگر یعنی کنیم، استفاده α = ۱ از بتوانیم ،f مثلا نگاشت ها، از یکی برای اگر حال، این با

غیرانبساطی را f حالت این در که ،|f(x)− f(y)| ⩽ |x− y| باشیم داشته x, y ∈ I هر برای

تنها لیپ شیتس پیوستۀ به جای g اگر حتی دارد، وجود مشترک ثابت نقطۀ یک آنگاه می نامیم،

از بسته زیرمجموعۀ یک که باشد، f ثابت نقاط مجموعۀ Φ(f) گیریم اثبات، برای باشد. پیوسته

آنگاه ،x ∈ [m,M ] اگر است. m مینیمم یک و M ماکسیمم یک دارای در نتیجه و I

f(x)−m ⩽ |f(x)−m| = |f(x)− f(m)| ⩽ |x−m| = x−m,

و M − f(x) ⩽ M − x که داد نشان می توان مشابه روش به .f(x) ⩽ x می دهد نتیجه که

.Φ(f) = [m,M ] باشد، غیرانبساطی f اگر که می شود ثابت بنابراین .f(x) ⩾ x در نتیجه

.g(x) = g(f(x)) = f(g(x)) می شود، جابه جا f با g چون ،x ∈ [m,M ] اگر حال

دارد. وجود [۲۶] از ۴ بخش در و [۵] مقدمۀ در پرسش این پیش زمینۀ مورد در بیشتری بحث های .۱
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x∗ ∈ عضو میانی مقدار قضیۀ بنابر و است خودش به [m,M ] از نگاشتی g تحدید بنابراین

پس، است. مشترک ثابت نقطۀ یک x∗ یعنی g(x∗)؛ = x∗ که است موجود [m,M ] = Φ(f)

دارند. وجود مشترک ثابت نقطۀ یک آنگاه شود، جابه جا غیرانبساطی نگاشت یک با نگاشتی اگر

را دومار شرایط [۲۲] جونگک جرالد آمریکا، ریاضی ماهنامۀ از دیگر مقاله ای در بعد، سال چند

نگاشت ها اما باشند، لیپ شیتس پیوستۀ نیست نیاز نگاشت ها از هیچ یک که به طوری بخشید بهبود

دهند. نشان خود از مشابهی به هم مرتبط رفتار باید همچنان

جابه جایی توابع روی فرض های تقویت با را مشترک ثابت نقطۀ یک وجود [۱۱] کوئین هاسکل

در باشند. نیز باز بلکه پیوسته تنها نه آن ها که ترتیب به این کرد، ثابت دیگری روش به g و f

هستند، I با حقیقی خط باز بازه های تقاطع که I زیرمجموعه های تصاویر که یعنی این ما، چارچوب

نتیجۀ بنابراین هستند؛ باز نگاشت های همانریختی ها به ویژه، باشند.۱ نوع همان از زیرمجموعه هایی

طرح که همان طور دارند. مشترک ثابت نقطۀ جابه جایی، همانریختی های که می کند ثابت کوئین

داد. رخ نیز باز نگاشت شرط برای اتفاق همین افتاد، اتفاق نفر چند برای مستقل به طور پرسش،

یکی فقط «اگر اینکه دادن نشان با را کوئین نتیجۀ دو هر ،[۲۱] جوئیچی جِیمز و [۱۴] فولکمن جان

دارند»، مشترک ثابت نقطۀ آن ها آنگاه باشد، باز نگاشت یک ،g یا f جابه جایی نگاشت های از

بخشیدند. بهبود

تلاش ما بدهد. جابه جایی شرط اهمیت از حسی ما به می تواند فولکمن مقالۀ در ساده لم یک

یک می شود، جابه جا باز نگاشت یک با که خودش به بازه ای از نگاشت یک دهیم نشان که نمی کنیم

یک که کرد خواهیم اثبات را ضعیف تر بسیار نتیجۀ این، عوض در دارد. آن با مشترک ثابت نقطۀ

یک f کنید فرض دارد. آن با مشترک ثابت نقطۀ یک جابه جا شود، یکنوا نگاشتی با که نگاشت

نقطۀ پس باشد، نزولی یکنوای f اگر می شود. جابه جا f با که باشد نگاشتی g و I روی یکنوا نگاشت

.f(g(x∗)) = g(f(x∗)) = g(x∗) می شوند، جابه جا نگاشت ها چون و دارد x∗ یکتای ثابت

.g(x∗) = x∗ می شود نتیجه ،f ثابت نقطۀ یکتایی بنابر که است f ثابت نقطۀ یک g(x∗) بنابراین

دنبالۀ n ⩾ ۱ برای و باشد g ثابت نقطۀ یک x۰ گیریم باشد. صعودی یکنوای f کنید فرض حال

x∗ ∈ I یک به بنابراین و است صعودی دنباله این می گیریم. نظر در I در را xn = f(xn−۱)

حکم هستند: g ثابت نقاط همگی {xn} دنبالۀ نقاط که کرد ثابت می توان استقرا با می شود. همگرا

که است باز نگاشت مفهوم معادل او شرایط که شد مشخص بعداً اما کرد، بیان متفاوتی به گونۀ را خود شرایط کوئین .۱
می شود. استفاده بسیار توپولوژی در
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آنگاه ،g(xn−۱) = xn−۱ اگر و است درست n = ۰ برای

g(xn) = g(f(xn−۱)) = f(g(xn−۱)) = f(xn−۱) = xn.

است: پیوسته g زیرا است، g ثابت نقطۀ یک x∗ نتیجه در

g(x∗) = g( lim
n→∞

xn) = lim
n→∞

g(xn) = lim
n→∞

xn = x∗.

زیرا هست، نیز f پیوستۀ تابع ثابت نقطۀ یک x∗ اما

x∗ = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn+۱ = lim
n→∞

f(xn) = f( lim
n→∞

xn) = f(x∗).

داده شدۀ تابع برای دارد. بستگی تناوبی نقطۀ مفهوم به ما، پرسش برای دیگری مکمل فرضیۀ

fn : X → X ،n > ۱ برای کلی حالت در و f۱(x) = f(x) نویسیم می ،f : X → X

است f تناوبی نقطۀ یک x ∈ X نقطۀ می کنیم. تعریف fn(x) = f(fn−۱(x)) به صورت را

آنگاه ،fk(x) ̸= x باشیم داشته k < n هر برای و fn(x) = x اگر .fn(x) = x هرگاه

را نقطه ای چنین واژه گزینی، این ساده سازی برای می شود. نامیده x تناوبی نقطۀ تناوب حداقل n

می نامیم. n مرتبۀ از تناوبی نقطۀ

به طور می دهند نتیجه را مشترک ثابت نقطۀ یک که قوی کافی اندازۀ به و مشابه شرایط هم باز

بازۀ روی جابه جایی نگاشت های که دادند نشان [۲۵] مورانت و مکسفیلد شدند. کشف مستقل

از تناوبی نقطۀ هیچ نگاشت ها از یکی آنکه شرط به هستند مشترک ثابت نقطۀ یک دارای واحد

و چو شروود شرط .f(x) = x آنگاه ،f(f(x)) = x اگر دیگر، به عبارت باشد. نداشته ۲ مرتبۀ

ثابت نقطۀ نگاشت ها از یکی آن در که باشد داشته وجود [a, b] زیربازۀ یک که است این [۹] مویر

ندارد. ۲ مرتبۀ از تناوبی نقطۀ دیگری و دارد

است. کاربرده به ما پرسش به متفاوتی رویکرد در [۲۸] در شوارتْس آرتور را تناوبی نقطۀ مفهوم

همراه به را مطلوب نتیجۀ خاصی فرض های آیا که ما، پرسش مانند سؤالی به پاسخ برای تلاش در

اثبات برای حداقل داده شده فرض های آیا که بپرسید می توانید فرض ها، تقویت به جای خیر، یا دارند

جابه جایی نگاشت های آیا که، سؤال این پرسیدن به جای نه. یا هستند کافی ضعیف تر کمی نتیجه ای

مشترک تناوبی نقطۀ یک که باشیم داشته انتظار می توانیم دارند، مشترک ثابت نقطۀ یک g و f

نگاشت ها زیرا باشد، آسان تر باید امر این اثبات ،اصولا باشند. داشته متفاوت احتمالا دوره های با

نیاز فرض ها تقویت به شوارتس ،[۲۸] در نیستند. ثابت نقطۀ که دارند زیادی تناوبی نقاط معمولا
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وجود f ثابت نقطۀ یک که است این او نتیجۀ پیوسته. فقط نه باشد مشتق پذیر f اینکه داشت،  

نیست. g ثابت نقطۀ یک لزوماً اما است، g تناوبی نقطۀ یک که دارد

پاسخ ۳

نفر دو مستقلا باشد، کرده خطور نفر یک از بیش ذهن به مستقلا سؤالی اگر که می رسد نظر به طبیعی

روی جابه جایی نگاشت های از مثال هایی هونکه جان و بویس ویلیام ۱۹۶۷ در بدهند. پاسخ دیگر

[۲۰] و [۵] در به ترتیب ۱۹۶۹ در را آن و نداشتند مشترکی ثابت نقطۀ هیچ که ساختند بازه یک

ذکر شایان مثال ها، این مورد در بحث از پیش است. «نه» ما پرسش پاسخ بنابراین کردند. منتشر

پاسخ اگر باشد. شدند، ذکر بالا در که افرادی همۀ برای خوبی خبر می تواند موضوع این که است

آن داشتند، مشترک ثابت نقطۀ یک همیشه بازه، روی جابه جایی نگاشت های اگر یعنی بود، «بله»

که آنجا از اما بودند. شد، حل بالاخره که مسئله ای برای جزئی راه حل های فقط آن ها نتایج تمام وقت

.«. . . اما نه، «لزوماً هستند: جالب تر پاسخی از بخشی آن ها مشارکت های است، «نه» کلی پاسخ

مثال که حالی در است، یکسان بویس مثال با اولش مثال کرد. ارائه مثال دو هونکه ،[۲۰] در

پیوستگی به نسبت هموارتر» حدی «تا هونکه قول به است، آمده به دست متفاوتی روش به که دیگر،

کرد. خواهیم محدود کرده اند، ارائه هونکه و بویس مشترکاً که مثالی به را بحث این است. لیپ شیتس

ما پرسش از که است [۲] باکستر گلن از مقاله ای در مثال، این ساخت کلید بویس نظر طبق

باشید داشته نظر در داد، انجام باکستر آنچه درک برای است. شده منتشر اخیراً و شده گرفته الهام

f ثابت نقاط و واحد مربع در منحنی یک به عنوان را f : I → I تابع یک نمودار می توانیم که

g و f معمول جابه جایی نگاشت های با بگیریم. نظر در مربع قطر با آن نمودار تقاطع به عنوان را

حرکت ،h(x) = f(g(x)) تابع ثابت نقاط روی f تابع که شد متوجه باکستر می کنیم. شروع

g و f بودن جابه جایی به توجه با و f(h(x)) = f(x) آنگاه ،h(x) = x اگر زیرا می کند،

f(h(x)) = f(f(g(x))) = f(g(f(x))) = h(f(x)).

.h(f(x)) = f(x) بنابراین

سه به را (۰, ۱) بازۀ در h ثابت نقاط دارد، ثابت نقطۀ متناهی تعداد h اینکه فرض با باکستر

آن می کند، قطع پایین به رو را آن دارد: قطر با ارتباطی چه h نمودار اینکه برحسب کرد تقسیم رده

که است این باکستر قضیۀ نمی کند. قطعش ولی می کند برخورد آن به یا می کند، قطع بالا به رو را

از را h ثابت نقاط اگر می کند. تصویر خودش ردۀ از ثابتی نقطۀ به فقط را h از ثابت نقطۀ یک ،f
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امکان پذیر اندیس ها از ممکن جایگشت های همۀ آنگاه کنیم، شماره گذاری xN تا x۱ از راست به چپ

کند. قطع پایین به رو را قطر متوالی، ثابت نقاط در نمی تواند h نمودار مثال، به عنوان زیرا نیستند،

شدند. شناخته باکستر جایگشت های به عنوان ممکن جایگشت های

کامپیوتر از بویس است. قطر با تقاطع ۱۳ با باکستر جایگشت های از یکی اساس بر مثال این

دهد کاهش ۱۱۲ به داشت، مطالعه به نیاز که را باکستر ممکن جایگشت های تعداد تا کرد استفاده

توابع تعریف برای است.۱ ۱۰۱ شمارۀ کند، تولید را مثال می تواند که جایگشتی تنها داد نشان و

تعریف صریح به طور خودش به I از را g۲ و g۱ ،f۲ ،f۱ تکه ای خطی توابع بویس ،g و f جابه جایی

سپس شده اند. متصل هم به انتها به انتها از که هستند خطوطی توابع، این نمودارهای پس کرد.

تعریف fngn+۱ = gnfn+۱ خاصیت با را (gn) و (fn) توابع از دنباله هایی استقرایی به صورت

جابه جا که g و f آن ها، حدهای پس هستند، یکنواخت همگرای دنباله ها این که داد نشان او کرد.

هستند. مجزا g و f ثابت نقاط مجموعۀ که شده اند تعریف به گونه ای gn و fn و پیوسته اند می شوند،

پاسخ از پس تحقیقاتی استراتژی های ۴

این می فرستد، جهات تمام در را موج هایی و می شود پرتاب ساکن برکۀ یک به که سنگی مانند

استراتژی های روی ما تمرکز که آنجا از بودند. گسترده ای تحقیقات شروع نقاط آن پاسخ و پرسش

هستند، استراتژی ها آن نشان دهندۀ که را تحقیقات این نتایج از برخی فقط من است، تحقیقاتی
می کنم.۲ بررسی

پاسخ زیرا شد؛ حاصل قبلی نتایج در زیادی بهبودهای هونکه و بویس مثال های انتشار از پس

مکسفیلد شرایط [۶] در بویس مثال، به عنوان کند. پیدا گسترش بود شده کشف آنچه شد باعث منفی

اگر و باشند جایی جابه نگاشت ها اگر اینکه اثبات با کرد اصلاح را مویر و چو همچنین و مورانت و

از تناوبی نقطۀ یک فقط اگر به ویژه باشد، همبند نگاشت ها از یکی ۲ مرتبۀ از تناوبی نقاط مجموعۀ

دارند. مشترک ثابت نقطۀ یک هم باز آن ها آنگاه باشد، داشته ۲ مرتبۀ

مجموعۀ کرد. شفاف تر خیلی را تناوبی و ثابت نقاط بین رابطۀ [۲۳] در جونگک بعد، مدتی

f اگر که داد نشان جونگک .f(x) = g(x) که است x ∈ I نقاط از مجموعه ای g و f انطباق

اگر تنها و اگر دارند مشترک ثابت نقطۀ یک آنگاه باشند، جابه جایی خود انطباق مجموعۀ روی g و

باشد. نداشته ثابت نقاط به جز تناوبی نقطۀ هیچ g

،۱۹۶۷ سال در مثال این گرفتند، قرار پژوهشگران دسترس در عمومی به طور ۱۹۵۰ دهۀ در تازه کامپیوترها که آنجا از .۱
دقیق تری بسیار توضیح .۲ باشد. بوده ریاضی انتزاعی مسئلۀ یک حل برای کامپیوتر، از استفاده ها اولین از یکی باید

است. شده ارائه [۲۶] از ۴ بخش در بحث مورد پرسش از گرفته الهام پژوهش دربارۀ
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کار به همه از بیش احتمالا که را پژوهشی راهبرد ما، پرسش به پاسخ از قبل منابع بررسی

همۀ برای مشترک ثابت نقاط و جابه جایی نگاشت های تعریف تعمیم. نمی دهد: نشان است رفته

انتظار کلی به طور هرچند دارد. معنی X توپولوژیک فضای هر روی f, g : X → X نگاشت های

دهد. نتیجه را دومی قوی، مکمل شرایط وجود با حتی اولی، که نمی رود

که X فضای یعنی کمان، هر به قطع به طور می دانیم، واحد بازۀ نگاشت های دربارۀ آنچه

نگاشت حالت، این در زیرا است. تعمیم قابل دارد، وجود آن برای h : I → X همانریختی

می شود جالب تر وقتی سؤال کرد. تبدیل h−۱fh : I → I نگاشت به می توان را f : X → X

از حدی مناسبی معنای به که همبندی و فشرده فضای یعنی باشد، شبه کمانی پیوستار یک ،X که

فقط نه جابه جایی، همانریختی های حتی که داد نشان [۴] در اخیراً بورونسکی یان است. کمان ها

جهت در ندارند. مشترکی ثابت نقطۀ هیچ که دارند وجود شبه کمانی پیوستار یک روی نگاشت،

نقطۀ یک در فقط که کمان سه یعنی باشد، ساده سه تایی۱ یک Y کنید فرض تعمیم، با متفاوتی

f, g : Y → Y اگر باشد. «Y » حرف شکل که به طوری می کنند، تلاقی هم با مشترک انتهایی

(f(y∗) = g(y∗) (یعنی y∗ ∈ Y انطباق نقطۀ یک حداقل آیا باشند، جابه جایی نگاشت های

نقاط از مفصلی بررسی مک داوئل اریک ،۲۰۰۹ سال در نباشد؟ ثابت نقطۀ این اگر حتی دارند،

است. مانده بی پاسخ ساده سه تایی به مربوط سؤال هنوز اما .[۲۶] کرد منتشر انطباق

دیدیم باشند، نداشته مشترکی ثابت نقطۀ است ممکن بازه یک روی جابه جایی نگاشت های اگرچه

فرض .[۲۱ ،۱۴] باشد باز نگاشت ها از یکی اگر به ویژه می کنند؛ تضمین را آن اضافی، مفروضات که

توپولوژیکی خواص از بسیاری که باشند فضایی روی پوشا و باز جابه جایی نگاشت های g و f کنید

،۱۹۷۵ سال در باشند؟ داشته مشترک ثابت نقطۀ یک باید نگاشت ها این آیا است. دارا را بازه

که کردند پیشنهاد را ویژگی هایی و کردند مطرح [۱۵] در را سؤال این اسمیت کارول و گری ویلیام

آن ها سؤال پاسخ در حال به تا می رسد نظر به اما باشد. داشته اشتراک آن ها در بازه با باید فضا

است. نشده حاصل پیشرفتی هیچ

می افتد اتفاقی چه است؛ یک بعدی واحد بازۀ می شود. مربوط بعد به تعمیم، طبیعی روش یک

I۲؟ واحد مربع روی نگاشت های یعنی بگیریم، نظر در بعدی بعد در را جابه جایی نگاشت های اگر

نگاشت های یعنی پرداخت؛ می نامید مثلثی نگاشت های که آنچه مطالعۀ به [۱۶] گرینچ مارتین

او هستند. پیوسته  f۲ و f۱ که F (x, y) = (f۱(x), f۲(x, y)) به شکل F : I۲ → I۲

1. triad
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ثابت نقاط دارای واحد مربع روی جابه جایی مثلثی نگاشت های آن ها تحت که آورد به دست شرایطی

نقطۀ هیچ که نگاشتی جونگک قضیۀ که دادند نشان [۱۷] اسنوها لوبومیر و او به ویژه هستند؛ مشترک

دارد، مشترک ثابت نقطۀ یک باشد جابه جایی آن با که نگاشتی هر با ندارد ثابت نقاط به جز تناوبی

روی را G و F نگاشت های از رده ای [۲۴] در لینرو آنتونیو می یابد. تعمیم نیز مثلثی نگاشت های به

G(x, y) = (g۲(y), g۱(x)) و  F (x, y) = (f۲(y), f۱(x)) به صورت که گرفت نظر در مربع

نگاشت ها این نوزدهم قرن در که اقتصاددانی افتخار به را آن ها او پیوسته اند.  gi و  fi و هستند

ریاضی اقتصاد در توابع از مهم ردۀ یک نگاشت ها این نامید. کورنو۱ نگاشت های کرد، معرفی را

دهد. تعمیم کورنو نگاشت های به مناسب فرض های تحت را گرینچ نتایج توانست او هستند.

امر این از بهره گیری داد، تعمیم دو بعد به را نتایج می توان که دیگری، متفاوت کاملا روش

نیز صفحه نقاط گرفت، نظر در حقیقی اعداد به عنوان می توان را خط نقاط که همان گونه که است

یک به عنوان می تواند صفحه روی تعریف شده نگاشت یک بنابراین هستند. مختلط اعداد نمایان گر

قرص روی جابه جایی نگاشت های که کرد ثابت [۱۳] در یوستیس دن شود. گرفته نظر در مختلط تابع

قرص درون یعنی باشند، تمام ریخت۲ آنکه شرط به هستند مشترک ثابت نقطۀ یک دارای دو بعدی

روی تمام ریخت نگاشت های به [۲۹] در توراسو روبرتو را یوستیس قضیۀ باشند. مختلط مشتق پذیرِ

داد. تعمیم قرص  ها دکارتی حاصل ضرب های همۀ

به عنوان تناوبی نقاط دربارۀ این بار است، واحد بازۀ نگاشت های که دارد وجود نیز دیگری تعمیم

اشتراک باید جابه جایی نگاشت های تناوبی نقاط تمام مجموعه های آیا فرض. به عنوان نه نتیجه،

اینکه شرط به است «بله» پاسخ که کرد ثابت شوارتس شد، ذکر بالا در که همان طور باشند؟ داشته

پیوستگی فقط اگر که زد حدس علیخانی کوپایی علی اصغر اما باشد، مشتق پذیر نگاشت ها از یکی

«بله» پاسخ که کردند ثابت [۸] در لینرو آنتونیو و کانوِس جوزه .[۱] است «خیر» پاسخ شود، فرض

واقع، در باشد. I از بسته ای زیرمجموعۀ نگاشت ها از یکی تناوبی نقاط مجموعۀ که به شرطی است

این با است. دیگر نگاشت برای تناوبی نقطۀ یک نگاشت آن از ثابت نقطۀ یک صورت این در

است. مانده بی پاسخ همچنان علیخانی کوپایی حدس که می رسد نظر به حال،

پاسخ کلید و آمدند به وجود ما پرسش بررسی نتیجۀ در باکستر جایگشت های که می کنیم یادآوری

در هستند؟ باکستر جایگشت آن ها چندتای ،N تا ۱ اعداد جایگشت N ! میان از بودند. آن منفی

ورنر گراهام، رونالد چونگ، فن کرد، توصیف شمارش» در «گوهری را آن منتقد [۱۹] در که آنچه

1. Cournot maps 2. holomorphic
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آورده اند. دست به دوجمله ای ضرایب حسب بر را نظر مورد فرمول [۱۰] در کلایمن مارک و هیگت،

می دهد، نشان آن گستردۀ آثار که همان طور نبود، ترکیبیاتی مسائل این به علاقه پایان وجه به هیچ این

مثال، برای دارند. ریاضی پژوهش های از حوزه این در دیگر موضوعات از بسیاری با نزدیکی ارتباط

نوزدهم قرن در که کاتالان اعداد به را باکستر جایگشت های لینوسون سوانته و گیبر اولیویه ،[۱۸] در

«جایگشت های [۷] همکارانش و کافری بنجامین ،۲۰۱۵ سال در و کردند مرتبط بودند شده تعریف

کردند. تعریف باکستر جایگشت های از مفیدی نوع به عنوان را برفی» پلنگ

تحقیقات مورد در بحث برای بیشتری علاقۀ ریاضی ماهنامۀ مجلۀ خوانندگان که بود این فرض

را این هستید خواندن حال در هنوز اگر و دارند مهمانی آن در من فرضی آشنای به نسبت ریاضی

نمی رود». بین از خوب سؤال «یک که باشم کرده متقاعد را شما اینجا تا امیدوارم داده اید. نشان
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