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تعمیم یافته∗ واحد گوی های حجم
وانگ زیانفو

نجف آبادی کاظمی رسول و کهکشانی رضا برگردان:

سرآغاز .١
دیدگاه از اما دارد. آشنایی گوی و ستاره مربع، استوانه، لوزی، هندسی شکل های با دانشجویی هر
اقلیدسی گوی می توان غیرخطی و خطی تبدیل های به وسیلۀ هستند. تعمیم یافته گوی های همگی این ها ما،
محاسبۀ برای واحد دستوری ارائۀ مقاله، این از هدف داد. شکل تغییر عجیب گوی های انواع به را استانده

است. بعدی  ــ n فضاهای در تعمیم یافته یکۀ گوی های حجم
مجموعۀ از است عبارت Rn در تعمیم یافته واحد گوی

Bp١p٢···pn = {x = (x١, . . . , xn) : |x١|p١ + · · ·+ |xn|pn ⩽ ١} (١ . ١)

آن، در که
pj > ٠ j = ١, ٢, . . . , n.

چون است. محدب Bp١p٢···pn واحد گوی باشند، ١ مساوی یا بزرگتر همگی pn ،. . . ،p٢ ،p١ اعداد اگر
n > ١ وقتی نیز Bp١p٢···pn نیست، محدب [−١, ١] روی x 7→ |x|p تابع ٠ < p < ١ به ازای
فضای واحد گوی ،p١ = p٢ = · · · = pn = p ⩾ ١ دهیم قرار اگر نباشد. محدب است ممکن
١ شکل در که همان طور می دهیم. نشان B با را ℓ٢(Rn) فضای واحد گوی می آید. به دست ℓp(Rn)

تعمیم یافته. واحد گوی واحد؛ گوی حجم متغیر؛ تعویض دستور اقلیدسی؛ فضای کلیدی. کلمات و عبارات
است: قرار این از اصلی مقالۀ نشان و نام ∗

Wang, Xianfu, Volumes of generalized unit balls, mathematics magazine, 78 (2005), 390-395.
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٩٢ تعمیم یافته واحد گوی های ٩٢حجم تعمیم یافته واحد گوی های ٩٢حجم تعمیم یافته واحد گوی های حجم

شکل در می توان piها، برای مختلف مقادیر انتخاب با است، شده داده نشان R٣ در مثال هایی ارائۀ با
کرد. ایجاد زیادی تغییر تعمیم یافته گوی های

تعمیم یافته واحد گوی حجم دستور .٢
آوریم. به دست گوی ها این حجم محاسبۀ برای واحد دستوری تا گردید انگیزه ای فولند١[۵] از مقاله ای
،[۴]) شده اند شناخته که است زیادی مدت سادک٢ و B استاندۀ اقلیدسی گوی حجم دستورهای اگرچه
هم قدر هر گوی ها که است حیرت آور است. جدید (نسبتاً) واحد دستور این ،(٢٢٠ و ٢٠٨ صفحه های

نمود: محاسبه زیر شرح به واحد دستوری با می توان را آنها حجم برسند، نظر به عجیب

و (b)|x١/٢|١ + |x١/٢|٢ + |x١/٢|٣ ≤ ١ ؛ (a)|x١| + |x٢| + |x٣| ≤ ١ .١ شکل
(c)|x٣|١ + |x١/٢|٢ + |x٣|٣ ≤ ١

Folland١
،. . . ،p١ ،p٠ مانند خطی مستقل بردار (n+ ١) محدب ترکیب های مجموعۀ اقلیدسی، فضای یک در بعدی  ــ n سادک ٢یک
،i هر برای و λ٠ + λ١ + · · · + λn = ١ که به طوری x = λ٠p٠ + · · · + λnpn نقاط همۀ مجموعۀ یعنی است؛ pn

م.  ــ است بعدی دو سادک یک درونش با همراه مثلث یک مثلا .λi ⩾ ٠



وانگ زیانفو وانگ٩٣ زیانفو وانگ٩٣ زیانفو ٩٣
کنیم فرض .٢ . ١ قضیه

pj > ٠ j = ١, ٢, . . . , n.
با است برابر Rn در Bp١p٢···pn تعمیم یافتۀ واحد گوی حجم

٢n Γ(١ + ١
p١ ) · · ·Γ(١ + ١

pn
)

Γ
( ١
p١ +

١
p٢ · · ·+

١
pn

+ ١
) . (٢ . ١)

بالا دستور از ٢n عامل حذف با مثبت اند، x مؤلفه های همۀ که جایی یعنی مثبت، هشتم  ــ یک اَبر حجم
می آید. به دست

نباشند، آشنا است ممکن که خوانندگانی برای را آن تعریفِ که است گاما تابع شامل بالا دستور
می کنیم تعریف ٠ < t <∞ هر به ازای می کنیم. یادآوری

Γ(t) :=

∫ ∞

٠
st−١e−sds.

برای اینکه یکی می کنیم. استفاده نتیجه دو از آن، موردِ در و است همگرا t > ٠ هر برای انتگرال این
داریم v > ٠ و u > ٠

Γ(u+ ١) = uΓ(u) (٢ . ٢)
که است این دیگری ∫و ١

٠
su−١)١− s)v−١ds = Γ(u)Γ(v)

Γ(u+ v)
. (٢ . ٣)

تحلیلی دستور یک (٢ . ٢) تساوی می شود، بی نهایت t ⩽ ٠ به ازای Γ(t) تعریفِ در مذکور انتگرال اگرچه
نقاط در تنها Γ تابع آن وقت می آورد. فراهم (−∞, ٠) روی Γ(t) تعریف ادامۀ برای

t = ٢−,١−,٠, . . .
یافت. ٣۴۶-٣۴۴ صفحه های [۶] در می توان را بیشتر جزئیات است. ناپیوسته

که واقعیت این با اول: گام اثبات.

V (Bp١···pn) =
∫
Bp١p٢···pn

١dx
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می کنیم. شروع می دهد، شکل تغییر B استاندۀ گوی به را تعمیم یافته گوی که متغیری تعویض به کارگیریِ و
تابع برای .yn = x

pn/٢
n ،. . . ،y٢ = x

p٢/٢
٢ ،y١ = x

p١/٢
١ گیریم

ϕ(y) := (y
٢
p١١ , . . . , y

٢
pn
n )

با است برابر ژاکوبی ماتریس دترمینان
Jϕ(y) =

٢
p١
· · · ٢

pn
y

٢
p١ −١
١ · · · y

٢
pn

−١
n .

است، نیاز مورد برهان بعدی گام در که متغیر تعویض دستورِ اثبات جزئیات ملاحظۀ برای می تواند خواننده
می آوریم به دست دستور، این از استفاده با کند. مطالعه را ۴٣٢ صفحۀ [۶]∫

Bp١···pn
١dx =

∫
B
|Jϕ(y)|dy =

٢n
p١ · · · pn

∫
B
|y١|

٢
p١ −١ · · · |yn|

٢
pn

−١
dy.

کنیم فرض دوم: گام
αj > −١ j = ١, ٢, . . . , n.

می کنیم ∫ادعا
B
|x١|α١ · · · |xn|αndx =

Γ(β١) · · ·Γ(βn)
Γ(β١ + · · ·+ βn + ١) (۴ . ٢)

دستور یک ادعا، این صحت بررسی برای .βi := (αi + ٢/(١ ،i = ١, . . . , n هر برای آن، در که
را آن سپس می دهیم. نشان I(α١, . . . , αn) با را (۴ . ٢) در موجود انتگرال می آوریم. به دست بازگشتی

می کنیم: محاسبه می شود، شروع متغیر بیرونی ترین به عنوان x١ با که مکرر انتگرال یک به صورت

I(α١, . . . , αn) =

∫ ١

−١
|x١|α١

∫
x٢٢+···+x٢

n⩽١−x٢١
|x٢|α٢ · · · |xn|αndx٢ · · · dxndx١.

متغیرِ تعویض با مجدداً می شود. محاسبه r =
√

١− x٢١ شعاع به گوی روی داخلی انتگرال
(x٢, . . . , xn) = r(y٢, · · · , yn),

می آوریم ∫به دست
x٢٢+···+x٢

n⩽r٢
|x٢|α٢ · · · |xn|αndx٢ · · · dxn

=

∫
y٢٢+···+y٢

n⩽١
r(n−١)+α٢+···+αn |y٢|α٢ · · · |yn|αndy٢ · · · dyn
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با است برابر I(α١, . . . , αn) می دهد نتیجه ∫که ١

−١
|x١|α١)١ − x٢١)

(n−١)
٢ +

α٢+···+αn
٢

∫
y٢٢+···+y٢

n⩽١
|y٢|α٢ · · · |yn|αndy٢ · · · dyndx١

= ٢
∫ ١

٠
x
α١١ (١ − x٢١)

(n−١)
٢ +

α٢+···+αn
٢ dx١ ·

∫
y٢٢+···+y٢

n⩽١
|y٢|α٢ · · · |yn|αndy٢ · · · dyn

=

∫ ١

٠
(x٢١)

α١−١
٢ (١ − x٢١)

(α٢+···+αn+n+١)
٢ −١d(x٢١)

∫
y٢٢+···+y٢

n⩽١
|y٢|α٢ · · · |yn|αndy٢ · · · dyn.

،(٢ . ٣) بنابر لذا

I(α١, . . . , αn) =
Γ((α١ + ٢/(١) Γ((α٢ + · · ·+ αn + n+ ٢/(١)

Γ((α١ + · · ·+ αn + n+ ٢/(٢) . I(α٢, . . . , αn)

n− ١ با می دهد. به دست I(α٢, . . . , αn) و I(α١, . . . , αn) میان بازگشتی دستور یک رابطه، این
می آوریم به دست لازم، ساده سازی های از پس و بازگشتی دستور این بردنِ به کار بار

I(α١ . . . αn) =
Γ(α١+١

٢ ) · · ·Γ(αn−١+١
٢ ) αn+١٢ Γ(αn+١٢ )

Γ(α١+···+αn+n
٢ + ١) . I(αn). (۵ . ٢)

اما
I(αn) =

∫
x١⩾٢
|x|αndx = ٢

∫ ١

٠
xαndx =

٢
αn + ١

می شود. نتیجه (۴ . ٢) تساوی ،(۵ . ٢) در مقدار این دادن قرار با که
که می دهد نتیجه (۴ . ٢) ،αi = ٢/pi − ١ ،i = ١, . . . , n برای اگر سوم: گام

I(٢/p١ − ١, . . . , ٢/pn − ١) = Γ(١/p١) · · ·Γ(١/pn)
Γ(١/p١ + · · ·+ ١/pn + ١) .

لذا

V (Bp١···pn) = ٢n ١
p١
· · · ١

pn
I(٢/p١ − ١, . . . , ٢/pn − ١)

= ٢nΓ(١ + ١/p١) · · ·Γ(١ + ١/pn)
Γ(١/p١ + · · ·+ ١/pn + ١) .

در هشتم  ــ یک ابر تا ٢n زیرا می شود، حاصل دستور این از Rn در مختصات دستگاه مثبت قسمت حجم
□ دارد. وجود Rn
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خاص حالت های .٣
حالت می تواند خواننده اما باشد، بی نهایت نمی تواند (١ . ١) در pi مقدار که کنید استدلال است ممکن

می نویسیم بگیرد. نظر در را حدی

x∞ =

{ ٠ ٠ ⩽ x < ١
١ x = ١

حسابان): دانشجویان (برای می دهیم ادامه خاص حالت های برخی کردنِ جدا با و
با است برابر V (Bp١···pn) است، پیوسته (٠,+∞) بر Γ چون :pi = +∞ (الف)

٢ · ٢n−١Γ(١ + ١/p١) · · ·Γ(١ + ١/pi−١)Γ(١ + ١/pi+١) · · ·Γ(١ + ١/pn)
Γ(١/p١ + · · ·+ ١/pi−١ + ١/pi+١ + · · ·+ ١/pn + ١) .

اَبرمکعب یک آن شکل و است ٢n با برابر گوی حجم ،p١ = · · · = pn = +∞ وقتی به ویژه
وقتی هستند). ١ با برابر همزمان xiها از دوتا حداقل آنجا که مرز از بخشی (به استثنای است بعدی  ــ n

است. R٣ در مستدیر استوانۀ یک تعمیم یافته، گوی ،p٣ =∞ و p١ = p٢ = ٢
داریم ،p١ = p٢ = · · · = pn = p > ٠ وقتی (ب)

V (Bp١···pn) = ٢n (Γ(١ + ١/p))n
Γ(n/p+ ١) =

(٢/p)n(Γ(١/p))n
(n/p)Γ(n/p)

.

تعمیم یافته گوی ،p = ٢ به ازای .Γ(n) = (n− ١)! و Γ(١/٢) = π
١
٢ ،Γ(١) = ١ که آورید یاد به 

تعمیم یافته گوی ،p = ١ به ازای است. ٢π n٢
nΓ(n٢ )

حجم با استانده اقلیدسی گوی همان

{(x١, . . . , xn) : |x١|+ · · ·+ |xn| ⩽ ١}

به و است ٢٢n
(٢n)! با برابر تعمیم یافته گوی حجم ،p = ١٢ به ازای است. ٢n

n! حجم با بعدی  ــ n لوزی یک
شگفت هستند. ١ شکل در شده داده نشان گوی های از تا دو این ها است. بعدی  ــ n ستاره یک شکل

و می شود کمتر بعدی  ــ n گوی حجم می شود، بزرگتر n وقتی که درمی یابیم ٠ < p <∞ به ازای اینکه

lim
n→∞

V (Bp,p,...,p) = lim
n→∞

(٢/p)n(Γ(١/p))n
(n/p)Γ(n/p)

= ٠.

برده ایم: به کار را استرلینگ دستور اینجا در

Γ(x) ∼
√٢πxx− ١

٢ e−x
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می کند میل ١ به راست و چپ مقدارهای نسبت ،x→∞ وقتی که است معنی بدین ∼ نماد آن، در که
.(٣۵٣ صفحۀ [۶])

بیضی گون برای (پ)
{
(x١, . . . , xn) :

|x١|p١

ap١١
+ · · ·+ |xn|

pn

apnn
⩽ ١
}

دستور از آن حجم قضیه، مبنای بر و می کند تبدیل (١) به صورت را آن ساده خطی تبدیل یک ،ai > ٠ با

a١ · · · an × ٢nΓ(١ + ١/p١) · · ·Γ(١ + ١/pn)
Γ(١/p١ + · · ·+ ١/pn + ١)

را بیضی گون دو ،٢ شکل در آورید، به دست R٣ در بیضی گون شکل از ایده ای اینکه برای می آید. به دست
داده ایم. نشان R٣ در

(a)١۶|x١|۴ + ٣|x١/٢|٢ + |x٣| ≤ ١ و (b)١۶|x٢|١ + |x٢|٢ + ۴|x١/٢|٣ ≤ ١ .٢ شکل

اینجانب به فریزر سیمون دانشگاه از بوروین م. ج. دکتر آوردم، به دست را نتیجه این اینکه از پس
به دست مشابه نتیجه ای متفاوت، روشی از استفاده با نوزدهم، قرن آلمانی ریاضیدان دیریکله، که داد اطلاع
در واحد گوی حجم دستور برای استقرا فاقد برهان یک .(١۵١-٩۵٣ صفحه های [٣]) است آورده
شده ارائه (١٩-١٩٧۵ صفحه های [٢]) در بایلی و بوروِین توسط لاپلاس، تبدیل طریق از ،ℓp(Rn)

گوی های حجم دستور برای استقرا فاقد برهانی می توان لاپلاس تبدیل از استفاده با مشابه، به طور است.
حجم و گاما تابع دربارۀ بیشتری ویژگی های که کنیم ذکر باید خاتمه، در نمود. استخراج (٢ . ١) تعمیم یافته

یافت. (٣٩۵-٣٩۴ صفحه های [٧]) استرومبرگ در می توان را اقلیدسی گوی های
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