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چکیده
معادل می گردد. ارائه فیثاغورس رابطۀ با معادل معروف بیش و کم رابطۀ یک مقاله، این در
می شود. ثابت مثلثاتی و جبری هندسی، روش های با فیثاغورس رابطۀ با رابطه این بودنِ
سه تایی هر برابر در پایان در و شد خواهد بیان اولیه فیثاغورسی سه تایی تعریف سپس

می شود. معرفی وارون فیثاغورسی سه تایی یک اولیه، فیثاغورسی

مقدمه .١
٩١/٢/٢٢ تاریخ در که می نویسیم شهریاری پرویز استاد گران بهای خدمات پاس و یاد به  را مقاله این
گوناگون مقاله های و کتاب ها نوشتن با خود، زندگی سال ٨۶ طول در شهریاری فروبست. جهان از چشم
از بسیاری داد. گسترش کشور در را ریاضی آموزش ریاضی، سمینارهای در متنوع سخنرانی  های و
بهره مند شهریاری آثار از بیش و کم خود، تحصیل دوران در ایران، در اخیر سال پنجاه دانش آموختگان
حساب و مثلثاث جبر، هندسه، جمله از دبیرستانی و سنتی ریاضی به توانا، معلم این شهریاری، شده اند.

داشت. ویژه ای توجه و علاقه استدلالی
نظر در c و b ،a طول به اضلاعی و ∠C و ∠B حادۀ زاویۀ دو با ABC△را مثلث مقاله، این در
تاریخی و زیبا ABC△رابطۀ در ،∠A = ٩٠◦ اگر باشد. AH ارتفاع طول h می کنیم فرض می گیریم.

یعنی فیثاغورس،
a٢ = b٢ + c٢ (١ . ١)

وارون. فیثاغورسی سه تایی اولیه؛ فیثاغورسی سه تایی فیثاغورس؛ رابطۀ کلیدی. کلمات و عبارات
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©

٩٩



١٠٠ وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل ١٠٠رابطه ای وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل ١٠٠رابطه ای وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل رابطه ای

نگاه [٣] و [١] مرجع های (به دارد فراوان کاربردهای و گوناگون اثبات های رابطه، این است. برقرار
است. قائم  الزاویه مثلث آن باشد، برقرار (١ . ١) مثلثی در اگر که می دانیم ضمن، در کنید.).

معروف بیش و کم رابطۀ قائم الزاویه مثلث هر در
١
h٢ =

١
b٢ +

١
c٢ (١ . ٢)

می شود: ثابت به آسانی زیر شرح به ،S قائم الزاویه، مثلث مساحت به کمک رابطه این است. برقرار نیز
٢S = bc = ah,

b٢c٢ = a٢h٢,

b٢c٢ = (b٢ + c٢)h٢. (١ . ٣)
آید. به دست (١ . ٢) تا می کنیم تقسیم b٢c٢h٢ بر را (١ . ٣) طرف دو حال

می دهیم نشان دیگر، بیان به می کنیم. بررسی را (١ . ٢) و (١ . ١) رابطه های بودنِ معادل مقاله، این در
لازم شرط (١ . ٢) رابطۀ دادیم نشان قبل بند در است. (١ . ١) رابطۀ برای کافی و لازم شرط (١ . ٢) رابطۀ
سرانجام می کنیم. اثبات روش سه با را (١ . ٢) رابطۀ بودنِ کافی ٢ بخش در است. (١ . ١) رابطۀ برای
وارون فیثاغورسی سه تایی یک اولیه، فیثاغورسی سه تایی هر برابر در (١ . ٢) رابطۀ به کمک سه، بخش در

کرد. خواهیم معرفی

کفایت اثبات .٢
برای کافی شرط (١ . ٢) رابطۀ که می کنیم ثابت مثلثاتی و جبری هندسی، روش سه با بخش، این در

است. نهفته مثلثات و جبر هندسه، کاربرد (١ . ٢) رابطۀ در دهیم نشان تا است (١ . ١) رابطۀ

برقرار △ABC در (١ . ٢) رابطۀ اگر که می دهیم نشان هندسی روش با هندسی. روش .٢ . ١
که می کنیم رسم طوری را A′B′C ′ قائم الزاویه مثلث اثبات، برای است. قائم الزاویه مثلث این باشد،
باشد B′C ′ بر وارد ارتفاع A′H ′ = h′ و A′C ′ = b′ = b ،A′B′ = c′ = c ،∠A′ = ٩٠◦

.(١ (شکل
داریم لازم، شرط بنابر A′B′C ′ قائم الزاویۀ مثلث در

١
h′٢ =

١
b٢ +

١
c٢ . (٢ . ١)
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١ شکل

از ضلع یک و وتر هرگاه می دانیم دیگر، طرف از می شـود. نتیجه h = h′ ،(٢ . ١) با (١ . ٢) مقایسـۀ از
هستند. همنهشت  مثلث دو باشند، برابر دیگر قائم الزاویـۀ مثلث از ضلع یک و وتر با قائم الزاویـه ای مثلث

همچنین .∠BAH = ∠B′A′H ′ نتیجه در ABH△و ∼= △A′B′H ′ بنابراین
△ACH ∼= △A′C ′H ′

پس .∠CAH = ∠C ′A′H ′ این رو از و
∠A = ∠A′ = ٩٠◦

است. ABC△قائم الزاویه لذا و
کافی شرط (١ . ٢) رابطۀ دهیم نشان جبری روش از استفاده با اینکه از پیش جبری. روش .٢ . ٢

می کنیم. بیان را ساده لم یک است، فیثاغورس رابطۀ برای
که است این (١ ABC△(شکل بودنِ قائم الزاویه برای کافی و لازم شرط .٢ . ١ لم

AH٢ = BH × CH.

□ می شود. اثبات ،ACH و ABH مثلث دو تشابه از استفاده با اثبات.
به صورت را (١ . ٢) اینک

٠ = b٢c٢ − b٢h٢ − c٢h٢

رابطۀ تا می افزاییم را h۴ بالا تساوی طرف دو به می نویسیم.
h۴ = h۴ + b٢c٢ − b٢h٢ − c٢h٢

آمده رابطۀ به دست از فاکتورگیری با آن به دنبال و
h۴ = (b٢ − h٢)(c٢ − h٢)



١٠٢ وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل ١٠٢رابطه ای وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل ١٠٢رابطه ای وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل رابطه ای

می نویسیم ،١ شکل در ACH و ABH قائم الزاویه مثلث دو از استفاده با این رو از شود. نتیجه
AH۴ = BH٢ × CH٢

یا
AH٢ = BH × CH.

.∠A = ٩٠◦ بالا، لم بنابر نتیجه در
مثلثاتی روش که می بینم داد، خواهیم ارائه ادامه در که راه حلی به توجه با مثلثاتی. روش .٢ . ٣

به صورت را (١ . ٢) نخست است. روش ساده  ترین
h٢
b٢ +

h٢
c٢ = ١

چون ،١ شکل ACH△در ABH△و قائم الزاویه مثلث دو از استفاده با اینک می نویسیم.
sin٢ C + sin٢ B = ١,

داریم
sin٢ C + sin٢ B = cos٢ B + sin٢ B

بنابراین .∠C = ٩٠◦ − ∠B لذا و sinC = cosB این رو از .sin٢ C = cos٢ B نتیجه در و
.∠A = ٩٠◦

وارون فیثاغورسی سه تایی و اولیه فیثاغورسی سه تایی .٣
و اولیه فیثاغورسی سه تایی مهم تعریف دو و می بریم به کار استدلالی حساب اندکی بخش، این در

می کنیم. بیان را وارون فیثاغورسی سه تایی
به طوری است c و b ،a مانند صحیح اعداد از عضوی سه مجموعۀ یک فیثاغورسی، سه تایی .٣ . ١ تعریف
مقسوم علیه بزرگترین هرگاه می شود خوانده اولیه فیثاغورسی سه تایی سه تایی، این .a٢ = b٢ + c٢  که

باشد. یک با برابر c و b ،a مشترک
،a = da′ دهیم قرار d. اگر = gcd(a, b, c) و باشد دلخواه فیثاغورس سه تایی یک c و b ،a گیریم

داریم ،c = dc′ و b = db′

b′٢ + c′٢ =
b٢ + c٢
d٢ =

a٢
d٢ = a′٢
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است. اولیه فیثاغورسی سه تایی یک c′ و b′ ،a′ سه تایی پس .gcd(a′, b′, c′) = ١ که ویژگی این با
را فیثاغورسی سه تایی هر زیرا می دهیم، قرار اولیه فیثاغورسی سه تایی های کلیۀ یافتن را هدفمان بنابراین
سه تایی می توان کلیت از شدن کم بدون همچنین آورد. به دست اولیه فیثاغورسی سه تایی یک از می توان

گرفت. نظر در مثبت را c و b ،a اولیۀ فیثاغورسی
زیرا ،gcd(a, b) = ١ مثلا هستند؛ اول هم به نسبت دوتایی هر اولیه، فیثاغورسی سه تایی هر در
بخش پذیر عدد آن بر باید هم c ،a٢ = b٢ + c٢ به توجه با باشند، بخش پذیر صحیح عددی بر b و a اگر

نیست. چنین که باشد
را اولیه فیثاغورسی سه تایی های تمام است، نوشته [٢] در برتون را آن جالب برهان که ٣ . ٢ قضیۀ

می کند. تعیین

از عبارت اند c و b ،a اولیۀ فیثاغورسی سه تایی های تمام .٣ . ٢ قضیه

a = s٢ + t٢, b = ٢st, c = s٢ − t٢

و s عدد دو از یکی به علاوه، .gcd(s, t) = ١ و s > t > ٠ داریم t و s صحیح اعداد برای آن، در که
است. زوج دیگری و فرد t

مثلث در که می کنیم خاطرنشان را نکته این کنیم، تعریف را وارون فیثاغورسی سه تایی که آن از پیش
عددی نمی تواند AH = h ارتفاع ،c و b ،a اولیۀ فیثاغورسی سه تایی با (١ شکل ) ABC قائم الزاویۀ

زیرا باشد، صحیح
gcd(a, b) = ١, gcd(a, c) = ١

و
h =

bc

a
=

٢st(s٢ − t٢)
s٢ + t٢ .

فیثاغورسی سه تایی با را c و b ،a اولیۀ فیثاغورسی سه تایی اینک

a′ = (s٢ + t٢(٢, b′ = ٢st(s٢ + t٢), c′ = (s٢ − t٢)(s٢ + t٢)

نتیجه در می کنیم. متناظر
h′ =

b′c′

a′
= ٢st(s٢ − t٢)

شد. خواهد صحیح عددی



١٠۴ وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل ١٠۴رابطه ای وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل ١٠۴رابطه ای وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل رابطه ای

صحیح اعداد از عضوی سه مجموعۀ یک وارون، فیثاغورسی سه تایی .٣ . ٣ تعریف
h′ = ٢st(s٢ − t٢), b′ = ٢st(s٢ + t٢), c′ = (s٢ − t٢)(s٢ + t٢)

رابطۀ در که ١است
h′٢ =

١
b′٢ +

١
c′٢

t و s عدد دو از یکی و gcd(s, t) = ١ که باشند چنان s > t > ٠ صحیح اعداد آن، در و کنند صدق
.gcd(h′, b′, c′) = ١ که داد نشان می توان باشد. زوج دیگری و فرد

بود. خواهد ٣ و ۴ ،۵ اولیه، فیثاغورسی سه تایی بنابراین .t = ١ و s = ٢ می کنیم فرض .۴ . ٣ مثال
٣ و ۴ ،۵ با متناظر ١۵ و ٢٠ ،٢۵ فیثاغورسی سه تایی کنیم، ضرب s٢ + t٢ = ۵ در را سه تایی این اگر
٢٠ ،١٢ وارون، فیثاغورسی سه تایی نتیجه در و h′ = ١×٢٠۵٢۵ = ١٢ سه تایی، این با پس می آید. به دست

داریم سه تایی این برای می شود. ١۵ و
١

١٢٢ =
١

٢٠٢ +
١

١۵٢ .

b = ١٢ ،a = ١٣ اولیه، فیثاغورسی سه تایی بنابراین .t = ٢ و s = ٣ می کنیم فرض .۵ . ٣ مثال
فیثاغورسی سه تایی کنیم، ضرب s٢ + t٢ = ١٣ در را سه تایی این اگر اینک بود. خواهد c = ۵ و
c′ = ۶۵ و b′ = ١۵۶ ،h′ = ۶٠ وارونِ فیثاغورسی سه تایی و c′ = ۶۵ و b′ = ١۵۶ ،a′ = ١۶٩

می شود. حاصل
منفرجه B زاویۀ ،△ABC در کنیم فرض می کنیم. اشاره جالب نکته ای به نتیجه به عنوان پایان، در
روش مثلا بالا، روش های از یکی با می گیرد. قرار مثلث از بیرون AH ارتفاع که است بدیهی باشد.
است. ∠B − ∠C = ٩٠◦ برای کافی و لازم شرط (١ . ٢) رابطۀ که کرد ثابت می توان به آسانی مثلثاتی،
∠B + ∠C = ٩٠◦ برای کافی و لازم شرط ABC مثلث در (١ . ٢) رابطۀ کلی به طور بنابراین

است. منفرجه) ∠B) ∠B − ∠C = ٩٠◦ یا حاده) دو هر ∠C و ∠B)
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