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چکیده
زمینۀ در که را پیشرفت هایی و مطرح را صفحه از ناحیه یک کاشی کاریِ مسئلۀ مقاله، این در
می دهیم پاسخ پرسش ها این به جمله، از می کنیم. مرور است، گرفته صورت مسئلۀ این حل
برخی همچنین طریق. چند به هست، اگر و نه یا است امکان پذیر ناحیه یک کاشی کاریِ آیا که

می کنیم. بیان نیز را کاشی بی شمار تعداد با کراندار ناحیۀ یک کاشی کاری دربارۀ نتایج

سرآغاز .١
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استفاده بار یک دقیقاً باید کاشی هر از اما است مجاز صورتی هر به کاشی هفت این چرخاندن و انتقال
جای ناحیه از معینی بخش های در به خوبی قطعات این از برخی که کرد مشاهده می توان آغاز در شود.
معمای یک این اگرچه دلیل، به این کرد. پیدا خطا و آزمون راه از می توان تنها را واقعی راه حل اما می گیرند

کاشی کاری مسئلۀ یک از مثالی این حال به هر نیست. جالب چندان ریاضی به لحاظ است، سرگرم کننده
کامل به طور کاشی ها از مجموعه یک از استفاده با را داده شده ناحیۀ باید کاشی کاری، مسئلۀ یک در است.
روی را خود توجه البته می شود. نامیده کاشی کاری یک پوششی، چنین بپوشانیم. روی هم افتادگی بدون و

می شوند. منجر جالب ریاضی مسائل به که می کنیم معطوف خاصی کاشی های و ناحیه ها
کرد. مطرح می توان را گوناگونی پرسش های کاشی ها، از داده شده مجموعۀ یک و ناحیه یک برای

هستند: قرار این از پرداخت، خواهیم آنها به که پرسش هایی از برخی
دارد؟ وجود کاشی کاری اصلا آیا (١)

دارد؟ وجود کاشی کاری  تعداد چه دقیقاً (٢)
دارد؟ وجود کاشی کاری تعداد چه تقریباً (٣)

است؟ آسان کاشی کاری یافتن آیا (۴)
است؟ آسان کاشی کاری نداشتن وجود اثبات آیا (۵)

است؟ آسان نیست، موجود کاشی کاری ای هیچ که این به کسی کردن متقاعد آیا (۶)



٨٣ ٨٣کاشی کاری ٨٣کاشی کاری کاشی کاری

است؟ چگونه نوعی کاشی کاریِ یک شکل (٧)
دارد؟ وجود متفاوت کاشی کاری های بین رابطه ای آیا (٨)

دارد؟ امکان تقارن مانند خاص ویژگی های با کاشی کاری یک یافتن آیا (٩)

دارد؟ وجود کاشی کاری اصلا آیا .٢
آن بتوان که نیست روشن چندان بپوشانیم، می خواهیم که ناحیه ای و کاشی ها مجموعۀ به کردن نگاه با
مشابه پازل یک اکنون است. این گونه از شد، اشاره آن به مقاله آغاز در که پازلی کرد. کاشی کاری را ناحیه
جالب تر ریاضی به لحاظ گلوم١، سلُمون پلیومینوهای یعنی کاشی ها، مجموعۀ آن، در که می گیریم نظر در

هستند.

آنها اتصال و یافته اند آرایش یکدیگر کنار که است واحد مربع پنج از مجموعه ای پنتومینو٢، یک
گوناگون پنتومینوی ١٢ بالا شکل در کرد. وارونه یا چرخاند آزادانه می توان را پنتومینوها است. ضلع به ضلع
یک کاشی کاری «آیا پرسید می توان مثلا است، ۶٠ آنها کل مساحت که آنجا از است. شده داده نشان
دست کم می توان را پازل این است؟» امکان پذیر پنتومینو، هر از استفاده بار یک دقیقاً با ٢٠×٣ مستطیل
درجه ایِ ١٨٠ چرخاندن از دیگر راه حل است. شده داده نشان زیر شکل در راه حل یک کرد. حل روش دو به

که درمی یابیم کاشی کاری، یک یافتن برای تلاش و زمان صرف با واقع در می آید. به دست سایه دار ناحیۀ
هستند. ممکن راه حل های تنها آنها) بازتاب های و دوران ها (و روش دو این

١Solomon Golomb’s polyominoes ٢pentomino
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پنتومینو، هر از استفاده بار یک دقیقاً با را ۶×۵ مستطیل دو می توان «آیا که پرسید می توان همچنین
از دیگر کاشی کاری یک تنها است. شده داده نشان زیر شکل در کار این انجام راه یک کرد؟» کاشی کاری
معمای کاشی، دو آن یافتن می آید. به دست پنتومینو ها از دوتا بازآرایی با هم آن که دارد وجود نوع این

است. خواننده برای جالبی

یک برای متعددی کاشی کاری های پنتومینو، ١٢ این از استفاده با که زد حدس می توان این، دانستن با
پیش بینی را موجود کاشی کاری های تعداد نتوانیم است ممکن حال این با دارد. وجود ۶ × ١٠ مستطیل

دارد. وجود کاشی کاری نوع این از ٢٣٣٩تا که است کرده مشخص جامع رایانه ای جستجوی یک کنیم.
به دنبال که ریاضی جالب مسائل نوع از نه اما می شوند جالب معماهایی طرح به منجر پرسش ها این
دارد شباهت هایی ظاهراً که می گیریم نظر در را مسئله ای کنیم، روشن را منظورمان اینکه برای هستیم. آنها
را ٨ × ٨ شطرنج صفحۀ یک از هم مقابل گوشۀ دو است. رفته به کار آن در بیشتری ریاضی استدلال اما

کرد؟» کاشی کاری دومینو١ ٣١ با را حاصل شکل است ممکن «آیا می پرسیم و می کنیم حذف

نمی تواند باشند، نشده رنگ سیاه و سفید با میان در یک خانه هایش، که صورتی در ٨×٨ صفحۀ این
بسیار بحث، مورد سؤال به پاسخگویی در رنگ آمیزی این که شد خواهد معلوم باشد. شطرج صفحۀ یک
و سیاه خانۀ یک گیرد، قرار که شطرنج صفحۀ این جای هر دومینو یک که کنید توجه است. تعیین کننده
خواهند را سفید خانۀ ٣١ و سیاه خانۀ ٣١ دومینو، ٣١ بنابراین پوشاند. خواهد را صفحه از سفید  خانه یک
آن برای کاشی کاری ای چنین بنابراین و دارد سفید خانۀ ٣٠ و مشکی خانۀ ٣٢ صفحه این اما پوشاند.
ناممکن اثبات در استدلال هایی چنین است. رنگ آمیزی٢ استدلال یک از نمونه ای این نیست. موجود

هستند. رایج بسیار مشخص، کاشی کاری های برخی بودنِ
١domino ٢coloring argument
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خانه ای دو مثل را سفید خانۀ یک و سیاه خانۀ یک که است این مسئله این از دیگری طبیعی صورت
و سیاه خانه های تعداد آمده، به دست صفحۀ در کنیم. حذف شطرنج صفحۀ از زده ایم، سایه بالا شکل در که
صرف نظر دهیم نشان می خواهیم کرد؟ کاشی کاری دومینوها با را صفحه این می توان آیا است. برابر سفید
مسیر یک است. مثبت سؤال این پاسخ باشیم، کرده حذف را سفید خانۀ کدام و سیاه خانۀ کدام اینکه از
گذشته شطرنج صفحۀ خانه های همۀ از که می گیریم نظر در را زیر شکل در داده شده نشان مسیر مانند بسته
شطرنج صفحۀ از حذف شده مشکی خانۀ از پس بلافاصله که خانه ای از شروع با را مسیر پیمودن است.

به ترتیب، خانه دو این می پوشانیم. دومینو یک با را مسیر از خانه دومین و اولین می کنیم. آغاز دارد، قرار
سفید به ترتیب، نیز آنها می پوشانیم. دومینو یک با را خانه چهارمین و سومین سپس هستند. سیاه و سفید
خوشبختانه می دهیم. ادامه برسد، شطرنج صفحۀ دوم حفرۀ به مسیر که زمانی تا را کار این هستند. سیاه و

ندارد. وجود حفره این و جایگذاری شده دومینوی آخرین بین فاصله ای هیچ پس است، سفید دوم حفرۀ چون
که وقتی دهیم. ادامه را پی در پی دومینو های با مسیر پوشاندن و بگیریم نادیده را حفره این می توانیم بنابراین
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وجود حفره این و جایگذاری شده دومینوی آخرین بین فاصله ای هیچ دوباره می گردد، باز اول حفرۀ به مسیر
داده ایم. نشان بالا شکل در را فرآیند این می شود. کاشی کاری دومینوها با کاملا صفحه این رو از ندارد.

گوشۀ یک به خانه چهار نزدیکترین اگر می شود؟ چه کنیم، حذف را سفید خانۀ دو و سیاه خانۀ دو اگر
مثال در دیگر، سوی از داشت. خواهد وجود دومینو ها با کاشی کاری یک به روشنی کنیم، حذف را صفحه
با بالا چپ سمت گوشۀ خانۀ پوشاندن برای راهی هیچ زیرا ندارد، وجود دومینو ها با کاشی کاری ای هیچ زیر
زیرمجموعه هایی توصیف مسئلۀ است. هوشمندانه تر قبلی پرسش از پرسش این ندارد. وجود دومینو یک

می شود. منجر زیبایی بسیار ریاضیات به کرد، کاشی کاری دومینوها با را آنها می توان که شطرنج صفحۀ از
کرد. خواهیم تبیین بیشتر را موضوع این ،۵ بخش در

١٠× ١٠ صفحۀ یک می کنیم ثابت می کنیم. بررسی را رنگ آمیزی استدلال از دشوار تری مثال اکنون
صفحه، این به شطرنجی رنگ آمیزیِ یک تخصیص کرد. کاشی کاری ١ × ۴ مستطیل های با نمی توان را

شده داده نشان بالا شکل در که همان طور بیایید پس نمی دهد. ما به کاشی کاری وجود دربارۀ اطلاعی هیچ
ممکن (که زوج تعدادی می دهیم، قرار صفحه این در که ١×۴ کاشی هر کنیم. استفاده رنگ چهار از است،
صفحه این از کاشی کاری یک اگر بنابراین خواهد پوشاند. را همرنگ خانه های از باشد) هم صفر است
پس دارد، وجود رنگ هر از خانه ٢۵ چون می بود. زوج بایستی رنگ هر از خانه ها کل تعداد می داشتیم،

است. ناممکن کاشی کاری این
رنگ آمیزی آنها در که بسازیم زیادی مشابه وضعیت های می توانیم مثال ها، این داشتن نظر در با

می سازد. ناممکن را کاشی کاری صفحه، از خاصی



٨٧ ٨٧کاشی کاری ٨٧کاشی کاری کاشی کاری

حل پذیر رنگ آمیزی استدلال گونه این با که می پردازیم کاشی کاری مسئلۀ یک دربارۀ بحث به اکنون
منتظم شش ضلعی n(n+ ٢/(١ شامل مثلثی آرایۀ یک از که بگیرید نظر در را T (n) ناحیۀ نیست.
T (n) آنها، به ازای که بیابیم را nهایی می خواهیم می نامیم. تریبون١ را T (٢) است. شده تشکیل واحد

کرد: کاشی کاری زیر به صورت می توان را T (٩) مثال، برای کرد. کاشی کاری تریبون ها با می توان را

باشد، تریبون ها با کاشی کاری قابل T (n) اینکه برای می پوشاند، را شش ضلعی سه تا تریبون، هر چون
مانند ناحیه هایی چرا که نمی کند معلوم استدلال این حال، این با باشد. ٣ از مضربی n(n+ ٢/(١ باید
مثلثی آرایۀ که [٣] دادند نشان لاگاریاس و کانوِی کرد. کاشی کاری تریبون ها با نمی توان را T (۵) و T (٣)
،n = ١٢k که به طوری باشد موجود k ≥ ٠ اگر تنها و اگر کرد کاشی کاری تریبون ها با می توان را T (n)
T (n) آنها، به ازای که n مقدارهای کوچکترین .n = ١٢k + ١١ یا n = ١٢k + ٩ ،n = ١٢k + ٢
در هستند. ٣۵ و ٣٣ ،٢۶ ،٢۴ ،٢٣ ،٢١ ،١۴ ،١٢ ،١١ ،٩ ،٢ ،٠ اعداد است، تریبون ها با کاشی کاری قابل
آشکار کاشی کاری ها دربارۀ را اطلاعاتی که می شود استفاده خاص غیرآبلی گروه یک از مطلب، این اثبات
بیان قابل همواره رنگ آمیزی استدلال های که حالی در کند؛ مشخص نمی تواند رنگ آمیزی، هیچ که می کند
١tribone
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نتیجۀ نمی توان رنگ آمیزی استدلال هیچ با که داد نشان می توان واقع در هستند. آبلی گروه های زبان به
.[١۶] کرد ثابت را لاگاریاس و کانوی به منسوب

کاشی کاری ها دقیق شمارش .٣
راه حل چند بپرسیم: و رفته فراتر می توانیم است، حل پذیر معین کاشی کاریِ مسئلۀ یک که بدانیم اگر
۶× ١٠ مستطیل یک کاشی کاری برای تقارن) حد (در روش ٢٣٣٩ دیدیم، قبلا که همان طور دارد؟ وجود
بزرگ اینقدر عدد این که باشد جالب شاید دارد. وجود پنتومینو، ١٢ از یک هر از استفاده بار یک دقیقاً با

می شود. پیدا رایانه ای جستجوی با که به ویژه نیست؛ جالب هم آنقدر مسئله دقیق جواب اما است
و فیشر توسط مستقل به طور ١٩۶١ سال در کاشی کاری ها شمارش مورد در توجه قابل نتیجۀ نخستین
٢m×٢n مستطیل یک کاشی کاری های تعداد که دریافتند آنها آمد. به دست [١٢] کاستلین و [٧] تمپرلی

با است برابر دومینو، ٢mn با

۴mn
m∏
i=١

n∏
k=١

(
cos٢ iπ

٢m+ ١ + cos٢ kπ

٢n+ ١
)
.

در ضرب ۴mn با است برابر عدد این است. درجه ١٨٠ همان π و حاصلضرب نماد ∏ اینجا در
مانند کسینوس ها از مربع دو مجموع های از حاصل ضربی

cos
٢π
۵ = cos ٧٢ = ٠/٣٠٩٠١۶٩٩٣٨.

موارد بیشتر در حتی نیستند. صحیح می کنیم، ضرب هم در که اعدادی است! جالب خیلی فرمول، این
صحیح عدد یک می کنیم، ضرب هم در را آنها وقتی که است حیرت انگیز اما نیستند. هم گویا اعداد، این
دومینوها توسط ٢m×٢n مستطیل یک کاشی کاری های تعداد دقیقاً صحیح عدد این و می آوریم به دست

داریم n = ٣ و m = ٢ به ازای مثال، برای است.

۴۶ (cos٢ ٣۶◦ + cos٢ ٢۵٫٧١ · · ·◦
)
×

(
cos٢ ٣۶◦ + cos٢ ۵١٫۴٣ . . .◦

)
×
(
cos٢ ٣۶◦ + cos٢ ٧٧٫١۴ . . .◦

)
×

(
cos٢ ٧٢◦ + cos٢ ٢۵٫٧١ . . .◦

)
×
(
cos٢ ٧٢◦ + cos٢ ۵١٫۴٣ . . .◦

)
×

(
cos٢ ٧٢◦ + cos٢ ٧٧٫١۴ . . .◦

)
= ۴۶(١٫۴۶۶٢ . . .)(١٫٠۴٣٢ . . .)(٠٫٧٠۴٠ . . .)(٠٫٩٠٧٢ . . .)
×(٠٫۴٨۴٢ . . .)(٠٫١۴۵٠ . . .) = ٢٨١.



٨٩ ٨٩کاشی کاری ٨٩کاشی کاری کاشی کاری

کاشی کاری های همۀ که می خواهیم دارد، هم زیادی فراغت زمان و است مشکوک نتیجه این به که خواننده ای از
دارد. وجود کاشی کاری ٢٨١ واقعاً که کند مشاهده خودش و بیابد را دومینو ها با ۴× ۶ مستطیل یک

خاص پفافی١ یک برحسب را پاسخ کاستلین نتیجه: این اثبات های دربارۀ بشنوید هم کلمه ای چند اما
استفاده با متفاوت اثباتی تمپرلی و فیشر کرد. تبدیل آن به مربوط دترمینان محاسبۀ به را محاسبات و بیان

می رود. به کار ترکیبیات و آماری مکانیک در اغلب که رویکردی کردند؛ ارائه انتقال ماتریس روش از
حیرت انگیزی به طرز دومینوها با کاشی کاری ها تعداد آن، برای که دارد وجود ناحیه ها از دیگر خانواده ای
پی درپی دادنِ قرار هم روی AZ(n)از اَزتک٢ لوزی است، شده داده نشان زیر شکل در چنان که است. ساده
مرتبۀ از AZ(٢) اَزتک لوزی می آید. به دست ٢ ،۴ ،. . . ،٢n ،٢n ،. . . ،۴ ،٢ طول به مرکزی ردیف های

است: دومینو ها از استفاده با زیر کاشی کاری ٨ دارای ٢

از استفاده با AZ(n) کاشی کاری های تعداد که دادند نشان [۶] پراپ و لارسن ربِرگ، کوپ الکیز،
آغازی مقدار چند برای را AZ(n) کاشی کاری های تعداد زیر جدول .٢n(n+١)/٢ با است برابر دومینوها

می دهد: نشان n
١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶
٢ ٨ ۶۴ ١٠٢۴ ٣٢٧۶٨ ٢٠٩٧١۵٢

اَزتک لوزی کاشی کاریِ هر به تا کرد تلاش می توان ،٢(n+١)(n+٢)/٢/٢n(n+١)/٢ = ٢n+١ که آنجا از
از کاشی کاری هر چنان که داد نسبت n + ١ مرتبۀ با اَزتک لوزی  از کاشی کاری ٢n+١ تعداد ،n مرتبۀ با
١Pfaffian ٢Aztec diamond



استنلی پی. ریچارد و آردیلا فدریکو استنلی٩٠ پی. ریچارد و آردیلا فدریکو استنلی٩٠ پی. ریچارد و آردیلا فدریکو ٩٠

می شود. یافت [۶] در که است اصیل اثبات چهار از یکی این، شود. انجام بار یک دقیقاً n + ١ مرتبۀ
سادگی به پاسخی اثبات ها، این از هیچ کدام دارد. وجود نتیجه این برای اثبات ١٢ حدود حاضر، حال در

نمی کند. ارائه ٢n(n+١)/٢

کاشی کاری ها تقریبی شمارش .۴
برخی در تمایل این دلیل هستیم. خاص ناحیۀ یک کاشی کاری های تعداد تخمین به مایل اوقات گاهی
عجیب البته آوریم. به دست کاشی کاری ها تعداد برای دقیق فرمول یک نمی توانیم که است این موارد از
کاشی کاری های تعداد دهیم. ترجیح دقیق فرمول یک بر را تقریبی فرمول یک گاهی که می رسد نظر به
این برای دقیق فرمول یک اگرچه است. مورد این برای خوب مثالی دومینوها، از استفاده با مستطیل

نمی دهد. به دست عدد این بزرگی از شاخصی هیچ فرمول این اما داریم تعداد
می شود چگونه پرسید: می توان هستند، «کج شده» مربع های اَزتک، لوزی های که آنجا از مثال، برای
با دومینوها، از استفاده با را آن با هم اندازه تقریباً مربع یک و اَزتک لوزی یک کاشی کاری های تعداد
دادنِ قرار که می شویم متوجه شکل ها، این با مختلف حالت های وارسی کمی از پس کرد؟ مقایسه هم
مشخص برایمان هم را دیگر دومینوی چندین مکان همیشه تقریباً اَزتک، لوزی یک مرز روی دومینو یک
تعداد که بزنیم حدس است ممکن دلیل، همین به نمی دهد. رخ مربع در هیچ وقت اتفاق این ولی می کند.

است. بیشتر اَزتک، لوزی به نسبت مربع کاشی کاری های
N با ناحیه یک اگر می کنیم. ارائه تعریف یک ایده، این به بخشیدن دقت برای تلاش راستای در
انگیزۀ است. مربع بر آزادی درجۀ N

√
T دارای ناحیه آن می گوییم آن گاه باشد، کاشی کاری T دارای مربع

پوشانده چگونه که بگیرد تصمیم می توانست خودش مربع هر اگر که است این نادقیق بیان به تعریف این
می بود. T با برابر انتخاب ها کل تعداد آن گاه می داشت، انتخاب برای امکان N

√
T و شود

بنابراین است. کاشی کاری T = ٢n(n+١)/٢ دارای و مربع N = ٢n(n+ ١) شامل اَزتک لوزی
با است برابر AZ(n) در مربع بر آزادی درجۀ

N
√
T =

۴√٢ = ١٫١٨٩٢٠٧١١۵ · · · .
متوجه را ما زیرا نیست، رضایت بخش چندان کاشی کاری ها تعداد دقیق فرمول ٢n × ٢n مربع برای
می توان کردند، ملاحظه تمپرلی و فیشر کاستلین، که همان طور خوشبختانه نمی کند. عدد این بزرگی اندازۀ
دومینوها از استفاده با ٢n × ٢n مربع کاشی کاری های تعداد که داد نشان و کرد استفاده آنها فرمول از

آن، در که C۴n٢ با است برابر تقریباً
C = eG/π = ١٫٣٣٨۵١۵١۵٢ · · · .



٩١ ٩١کاشی کاری ٩١کاشی کاری کاشی کاری

می شود: تعریف زیر به صورت که است کاتالان١ ثابت نشان دهندۀ G اینجا در
G = ١− ١

٣٢ +
١
۵٢ −

١
٧٢ + · · · = ٠٫٩١۵٩۶۵۵٩۴١ · · · .

درجۀ زیرا است، اَزتک لوزی کاشی کاریِ از آسان تر مربعی صفحۀ کاشی کاریِ بود. درست شهودمان بنابراین
١٫١٨٩٢ اَزتک، لوزی برای مربع بر آزادی درجۀ که حالی در است ١٫٣٣٨۵ تقریباً آن، در مربع بر آزادی

است.

کاشی کاری نداشتن وجود اثبات .۵
کاشی کاری یک آنها برای که دارند وجود بسیاری کاشی کاری مسائل دیدیم، ٢ بخش در که همان طور
زیرا است، ساده آن وجود اثبات می یابیم، را آن که هنگامی اما است. مشکل آن یافتن اما دارد وجود
می توان هم ندارد وجود کاشی کاری ای که حالتی در آیا دهیم. نشان را کاشی کاری آن می توانیم به سادگی
است ممکن کاشی کاری نداشتن وجود اثبات شد، گفته ٢ بخش در که همان طور گفت؟ این به شبیه چیزی
اگر هست؟ آن نداشتن وجود اثبات برای ساده  راهی آیا باشد، نداشته وجود کاشی کاری  اگر اما باشد سخت
استفاده با ناحیه ها کاشی کاری های برای حتی کلی حالت در سؤال این پاسخ کنیم، صحبت دقیق بخواهیم
دومینوها، با کاشی کاری مورد در که است شگفت آور اما .[١] است منفی یقیناً ١ × ٣ مستطیل های از

است! مثبت پاسخ
که را زیر ناحیۀ کنیم. روشن مثال یک با را آن دهید اجازه حالت، کلی ترین در نتیجه بیان از قبل
با است). ناحیه در حفره یک سایه دار، (خانۀ بگیرید نظر در است، سفید خانۀ ١۶ و سیاه خانۀ ١۶ شامل
با کرد. کاشی کاری دومینوها با نمی شود را ناحیه این که پذیرفت می توان مورد، به مورد تحلیل از استفاده

است؟ چنین دهد نشان که کرد پیدا سریع تر و ساده تر راهی می توان آیا مطلب، این دانستن

بگیرید. نظر در شده اند، مشخص • علامت با که را سیاه خانۀ ۶ است. شرح این به راه ها از یکی
پوشاندنِ برای متفاوت کاشی ۶ به ما هستند. مجاور شده اند، مشخص ⋆ با که سفید خانۀ ۵ با کل در آنها
١Cٍatalan constant



استنلی پی. ریچارد و آردیلا فدریکو استنلی٩٢ پی. ریچارد و آردیلا فدریکو استنلی٩٢ پی. ریچارد و آردیلا فدریکو ٩٢
را علامت گذاری شده سفید خانۀ ۵ از یکی کاشی ها این از یک هر و داریم نیاز مشخص شده سیاه خانۀ ۶

است. غیرممکن کاشی کاری این پس پوشاند. خواهد

چنین می توان نباشد، دومینوها با کاشی کاری قابل که ناحیه ای هر در که داد نشان [١٠] هال فیلیپ
که یافت رنگ یک از خانه k می توان دقیق تر، به طور کرد. ارائه کاشی کاری امکان ناپذیریِ برای اثباتی
نیست، امکان پذیر ناحیه این کاشی کاریِ دهیم نشان اینکه برای بنابراین باشند. همسایه k از کمتر دارای

کنیم. مشخص را همسایه هایش و خانه k آن ساده خیلی می توانیم
سیاه خانۀ هر تصور از نام این است. معروف ازدواج١ قضیۀ به و است این از کلی تر هال ادعای
فقط نیستند: ماجراجو چندان زنان و مردان این می شود. ناشی زن به عنوان سفید خانۀ هر و مرد به عنوان
بیندیشیم تدبیری تا می کنیم تلاش و هستیم همسریاب ما کنند. ازدواج همسایگانشان از یکی با می خواهند
تدبیری چنین یک زمانی چه دقیقاً که می گوید ما به ازدواج قضیۀ شود. متأهل خوشحالی با کسی هر که

دارد. وجود

مستطیل ها از استفاده با مستطیل ها کاشی کاری .۶
کوچکتر مستطیل های از استفاده با مستطیل یک کاشی کاری کاشی کاری، موارد طبیعی ترین از یکی

می کنیم. ارائه مورد این از زیبا نتیجۀ سه اکنون است.
را m × n مستطیل یک هنگام «چه که است این بپردازیم، آن به می خواهیم که پرسشی نخستین
مثال چند با را بحث این کرد؟» کاشی کاری جهتی) هر (در a × b مستطیل های از استفاده با می توان

می کنیم. آغاز انگیزه بخش
است روشن کرد؟ کاشی کاری ٣×٢ مستطیل های از استفاده با می توان را ٧× ١٠ مستطیل یک آیا
٧ × ١٠ مستطیل یک در خانه ها تعداد که حالی در است خانه ۶ شامل ٢ × ٣ مستطیل هر زیرا نه، که
خانه های تعداد باید باشد، امکان پذیر کاشی کاری اینکه برای نیست. ۶ از مضربی که است ٧٠ با برابر

است؟ هم کافی شرط این آیا اما باشد. بخش پذیر کوچکتر مستطیل خانه های تعداد بر بزرگتر مستطیل
١mٍarriage theorem



٩٣ ٩٣کاشی کاری ٩٣کاشی کاری کاشی کاری

استدلال کنیم. کاشی کاری ۴ × ٧ مستطیل های با را ١٧ × ٢٨ مستطیل یک تا کنیم سعی بیایید
تعداد که گفت می توان تنها استدلال، این پایۀ بر زیرا برد، کار به مورد این در نمی شود را قبل پاراگراف
تلاش این بپوشانیم. را چپ سمت ستون اولین می کنیم سعی ابتدا است. ١٧ با برابر نیاز مورد کاشی های

توسط بعدی خانۀ ٧ کاشی، اولین توسط ستون این نخستِ خانۀ ۴ پوشاندن از پس زیرا می خورد، شکست
خانۀ دو بتواند تا بود نخواهد چهارم کاشی برای مجالی سوم، کاشی توسط آن زیر چهارخانۀ و دوم، کاشی
کاشی های از استفاده با را چپ سمت ستون اولین خانۀ ١٧ که شویم موفق اگر واقع در بپوشاند. را باقیمانده
کرد بررسی می توان به سادگی اما نوشته ایم. ٧ها و ۴ها مجموع به صورت را ١٧ گویی بپوشانیم، ۴ × ٧
نداشتن وجود برای دلیل دومین پس ندارد. وجود کاشی کاری ای چنین بنابراین است. نشدنی کار این که
یا m نتوان شاید زیرا نباشد، امکان پذیر اول ردیف یا ستون پوشاندنِ است ممکن یافته ایم: را کاشی کاری

نوشت. bها و aها از مجموعی به صورت را n
این در کرد؟ کاشی کاری ١× ۶ مستطیل های از استفاده با را ١٠× ١۵ مستطیل یک است ممکن آیا
۶ها و ١ها از مجموعی به صورت می توان را ١۵ و ١٠ دوی هر و است ۶ از مضربی ١۵٠ اینکه با مورد،
داده اند. [١٣ ،۴] در کلارنر و دِبروین را سؤال این به کامل پاسخ است! ناممکن هم کاشی کاری این نوشت،
اگر تنها و اگر کرد کاشی کاری a× b مستطیل های با می توان را m×n مستطیل یک که کردند ثابت آنها

باشد؛ بخش پذیر ab بر mn •
از مجموعی به صورت بتوان را n هم و m هم یعنی پوشاند، بتوان را اول ستون و اول سطر •

نوشت؛ bها و aها
باشد. بخش پذیر b بر n یا m و باشد بخش پذیر a بر n یا m •

کاشی کاری ١×۶ مستطیل های با نمی توان را ١×١٠۵ مستطیل ،١۵ نه و است بخش پذیر ۶ بر ١٠ نه چون
اثبات یک میان، این در است. موجود کلارنر و دِبروین قضیۀ از زیادی اثبات های حاضر، حال در کرد.



استنلی پی. ریچارد و آردیلا فدریکو استنلی٩۴ پی. ریچارد و آردیلا فدریکو استنلی٩۴ پی. ریچارد و آردیلا فدریکو ٩۴

.[١٣ ،۴] می شود استفاده واحد مختلط ریشه های ویژگی های از آن، در که دارد وجود هوشمندانه بسیار
کنید. مراجعه [٢٠] به قضیه، این برای جالب متفاوت اثبات چهارده مشاهدۀ برای

.x =
√٢ مثلا x؛ > ٠ کنیم فرض است: این کنیم، بحث آن دربارۀ می خواهیم که دومی مسئلۀ

جهتی) هر (در ١× x مستطیل با متشابه مستطیل متناهی تعدادی از استفاده با را مربع یک می توان آیا
همگی که مستطیل متناهی تعدادی از استفاده با را مربع یک می توان آیا دیگر، عبارت به کرد؟ کاشی کاری
از تعدادی x = ٢٣ به ازای مثال، برای کرد؟ کاشی کاری هستند، کند) تغییر می تواند a) a× ax نوع از

هستند: زیر به صورت کنیم، استفاده می توانیم که کاشی هایی

داریم، نیاز اندازه یک به تنها حالت، این در هستند. متفاوت اندازه های با اما هم شکل همگی کاشی ها این
روشن بعداً که دلایلی به کرد. کاشی کاری ١ × ٢٣ مستطیل شش تا با می توان را ٢ × ٢ مربع یک زیرا

توجه همچنین می کند. صدق ٣x− ٢ = ٠ معادلۀ در x = ٢٣ که می کنیم اشاره نکته این به شد، خواهد
است. کارساز x = p

q مثبت گویای عدد هر برای مشابه سازوکاری که کنید
دو دست کم با متشابه مستطیل های از استفاده با مربع یک برای کاشی کاری یک کنیم سعی بیایید
است. شده داده نشان زیر شکل در تقریبی به صورت کاشی کاری ها این از یکی بسازیم. مختلف اندازۀ
کنید فرض یافته ایم؟ چگونه را پیکربندی این اما . ٠٫٧٢٣۶···١ = ٠٫٢٠٫٢٧۶۴··· زیرا متشابه اند، مستطیل ها
یک قراردادن سپس و سطر یک در مستطیل یک از نسخه پنج قراردادن با می خواهیم زیر، شکل همانند
که می دانیم کنید فرض دهیم. تشکیل مربع یک آنها، بالایی ضلع روی متشابه هم شکل بزرگتر مستطیل
١ × x بزرگتر مستطیل ابعاد کنید فرض نمی دانیم. را مستطیل ها ابعاد اما است ١ مربع ضلع طول
با کوچک مستطیل های چون است. ١ − x با برابر کوچک مستطیل های از یک هر ارتفاع پس باشد.



٩۵ ٩۵کاشی کاری ٩۵کاشی کاری کاشی کاری

در کوچک مستطیل های این دادنِ قرار هم کنار با است. x(١−x) آنها پهنای متشابه اند، بزرگ مستطیل
در اخیر تصویر بنابراین باشد. ١ با برابر باید که می شود ۵x(١ − x) با برابر آنها کل پهنای کاشی کاری،
به صورت را معادله این کند. صدق ۵x(١−x) = ١ معادلۀ در x که است مسئله برای جواب یک صورتی

با است برابر می کند، صدق بالا معادلۀ در که xهایی از یکی می کنیم. بازنویسی ۵x٢ − ۵x+ ١ = ٠

x =
۵ +
√۵

١٠ = ٠٫٧٢٣۶٠۶٧٩٧٧ · · ·

دارد. ریشه دو درجه دو معادلۀ هر که می دانید است. بالا شکل در داده شده نشان کاشی کاری با متناظر که
با است برابر بالا معادلۀ دیگر ریشۀ

x =
۵−√۵

١٠ = ٠٫٢٧۶٣٩٣٢٠٢٣ · · ·

می کند. صدق مسئله شرایط در هم آن که می شود دیگری کاشی کاری با متناظر این که
x پیچیدۀ بیش و کم مقدار دو این به ازای کاشی کاری مسئلۀ این جواب های که نداشتید انتظار شاید
سه از استفاده با کاشی کاری یک بیایید باشد. هم پیچیده تر می توانست وضعیت واقع در آیند. به دست
از تقلید با باشد. ١× x ابعاد دارای بزرگتر مستطیل گیریم بیابیم. متفاوت اندازه های با متشابه مستطیل
که xهایی از یکی باشد. x٣ − x٢ + ٢x − ١ = ٠ معادلۀ جواب باید x که درمی یابیم قبلی، استدلال
کاشی کاری مسئلۀ ،x این برای .x = ٠٫۵۶٩٨۴٠٢٩١٠ · · · با است برابر می کند، صدق معادله این در
ریشه دو آن دارد. دیگر ریشۀ دو پس است، درجه سه بالا چندجمله ای چون است. حل پذیر بالا به صورت
پاسخ مختلط، عدد دو این اما هستند. ٠٫٢١۵− ١−√١٫٣٠٧ و ٠٫٢١۵ + ١−√١٫٣٠٧ با برابر تقریباً

نمی دهند. به دست کاشی کاری مسئلۀ این برای حقیقی
پاسخ هم، از مستقل [١۴] سکْرِس و لاتزکُویچ همچنین و [٨] رینه و فرایلینگ کلی، حالت در
مستطیل متناهی تعدادی از استفاده با می توان را مربع یک کردند. ارائه مسئله این برای را زیر حیرت آور

اگر تنها و اگر کرد کاشی کاری ١× x مستطیل با متشابه



استنلی پی. ریچارد و آردیلا فدریکو استنلی٩۶ پی. ریچارد و آردیلا فدریکو استنلی٩۶ پی. ریچارد و آردیلا فدریکو ٩۶
و باشد صحیح ضرایب با چندجمله ای یک ریشۀ x عدد •

در ،a+ b
√
−١ به شکل دیگر ریشۀ هر می کند، صدق آن در x که مینیمالی چندجمله ای برای •

کند. صدق a > ٠ شرط
می رسند، نظر به کاشی کاری مسئلۀ به نامربوط کاملا که مختلط ریشه های این که است تعجب آور بسیار
مثال در ١ × ٠٫۵۶٩٨ · · · با متشابه مستطیل های مورد در می کنند. بازی آن در اساسی نقشی واقع در
بیشتر را نتیجه این مثال، چند با است. مثبت عدد یک ٠٫٢١۵ · · · که دلیل این به دارد وجود جواب بالا،

می دهیم. توضیح
این با می کند. صدق x٢ − ٢ = ٠ صحیح ضرایب با چندجمله ای معادلۀ در x =

√٢ مقدار
تعدادی با نمی توان را مربع یک بنابراین است. منفی عددی که است −√٢ معادله این دیگر ریشۀ حال،
x =
√٢+ ١٧١٢ دیگر، سوی از کرد. کاشی کاری ٢√×١ مستطیل یک با متشابه مستطیل های متناهی

از است عبارت آن دیگر ریشۀ که می کند صدق ١۴۴x٢ − ۴٠٨x + ١ = ٠ درجه دوی معادلۀ در
مستطیل های متناهی تعدادی با می توان را مربع یک بنابراین .−٢√٢ + ١٧١٢ = ٠٫٠٠٢۴۵٣ · · · > ٠
می دهیم؟ انجام چگونه را کار این عمل، در اما کرد. کاشی کاری ١× (

√٢+ ١٧١٢) مستطیل یک با متشابه
معادله، این دیگر ریشۀ دو می کند. صدق x٣ − ٢ = ٠ معادلۀ در x = ٢√٣ مشابهاً

−
٢√٣
٢ ±

٣√٢√٣
٢
√
−١

مستطیل یک با متشابه مستطیل های متناهی تعدادی با نمی توان را مربع یک ،− ٢٢√٣ < ٠ چون هستند.
کرد بررسی می توان .x = r

s+
٢√٣ گیریم و باشد گویا عدد یک r

s کنیم فرض سرانجام، کرد. کاشی ١× ٢√٣(
r
s −

٢٢√٣
)
±

٣٢√٢√٣
√
−١ آن، دیگر ریشۀ دو که است درجه سه چندجمله ای یک از ریشه ای هم این که

مستطیل یک با متشابه کاشی های متناهی تعدادی با می توان را مربع یک که می شود نتیجه پس هستند.
می تواند خواننده جالب، سرگرمی یک به عنوان . rs >

٢٢√٣ اگر تنها و اگر کرد کاشی کاری ١× ( rs +
٢√٣)

با متشابه مستطیل های با را مربع یک و کند انتخاب است، بزرگتر ٢٢√٣ از که را خود علاقۀ مورد کسر یک
استدلال های شامل کاشی کاری مسائل دیگر با آشنایی برای کند. کاشی کاری ١×( rs+ ٢√٣) مستطیل یک

بخوانید. را [١٨] جالب، جبری
با مستطیل یک جالب توجه کاشی کاری از ناشی کنیم، بحث آن دربارۀ می خواهیم که مسئله ای سومین
مستطیل اندازۀ که دید خواهیم (به زودی هستند متفاوت اندازه های دارای همگی که است مربع ٩ از استفاده
کاشی کاری های یافتن است.   برای معروف ١ کامل کاشی کاری به کاشی کاری این است). چقدر مربع ها و
آزمایشی چینش یک پیشنهاد با کنیم. استفاده قبل مسئلۀ رهیافت از می توانیم مستطیل ها، برای کامل
هر ضلع طول می کنیم. آغاز آنها اندازه های دانستن بدون داده شده، نشان الگوی همانند مربع ها، از اولیه
١perfect tiling



٩٧ ٩٧کاشی کاری ٩٧کاشی کاری کاشی کاری

مجموع می نویسیم: را زیر معادلۀ مستطیل، درون افقی خط هر برای می دهیم. نشان متغیر یک با را مربع
آویزان خط همان به که مربع هایی طول مجموع با است برابر می گیرند، قرار خط روی که مربع هایی طول
خط هر برای مشابهاً داریم. را b = d+ e و a+ d = g + h افقی» «معادلات مثال، برای هستند.
.d+ h = e+ f یا a = b+ d مثلا می آوریم؛ به دست عمودی» «معادلۀ یک مستطیل، درون عمودی
مستطیل پایینی و بالایی ضلع های طول که هستند مطلب این بیانگر که می نویسیم را معادله هایی سرانجام،
از عبارت اند معادله ها این برابرند. هم با نیز مستطیل راست و چپ ضلع های طول و برابرند هم با
خطی معادله های دستگاه که باشیم امیدوار باید فقط .a+ g = c+ f + i و a+ b+ c = g + i

در که اولیه ای چینش برای باشند. متمایز و مثبت متغیرها مقادیر آن، در که باشد داشته جوابی حاصل،
یکتای جواب دارای مقیاس، به تقریب دستگاه گرفتیم، نظر در بالا

(a, b, c, d, e, f, g, h, i) = (١۵, ٨, ٩, ٧, ١, ١٠, ١٨, ۴, ١۴)
است. ٣٢× ٣٣ بزرگ، مستطیل ابعاد است.

به تقریب همیشه حاصل خطی معادله های دستگاه مربع ها، از اولیه چینش هر به ازای که است جالب
نیستند). متمایز و مثبت معمولا آمده به دست ضلع ها»ی «طول (متأسفانه است یکتا جواب دارای مقیاس،
یک آنها دادند. ارائه نتیجه این از زیبایی تعبیر [٢] در تات و استون اسمیت، بروکْس، ١٩٣۶ سال در
کوچک، مربع هر به ازای و بود مستطیل در موجود افقی خطوط آن، رأس های که ساختند جهتدار گراف
گرافِ زیر، نمودار می شد. وصل آن پایینی افقی خط به آن بالایی افقی خط از که داشت وجود یال یک
شبکۀ یک می توانیم را گراف این می دهد. نشان ٣٢× ٣٣ مستطیل برای را اخیر کامل کاشی کاری نظیر
مربع ضلع طول با برابر سیم، هر در الکتریکی جریان آن، در که کنیم تعبیر واحد مقاومت های با الکتریکی
پایستگی معادله های با هم ارز مربع ها، ضلع طول برای افقی» «معادله های است. کاشی کاری در آن نظیر
موضوع، این به علم با هستند. اُهم قانون با هم ارز عمودی»، «معادله های و شبکه این در الکتریکی جریان



استنلی پی. ریچارد و آردیلا فدریکو استنلی٩٨ پی. ریچارد و آردیلا فدریکو استنلی٩٨ پی. ریچارد و آردیلا فدریکو ٩٨

بدانیم، را رأس دو بین پتانسیل اختلاف وقتی می گوید که است کیرشُهف قانون با هم ارز اساساً ما ادعای
مقیاس). (به تقریب می شود مشخص یکتا به طور سیم هر در جریان

داشتند. مربع ها برای کامل کاشی کاری های مطالعۀ به ویژه علاقه ای تات و استون اسمیت، بروکْس،
خطی معادلۀ یک به مربع ها، کاشی کاری یافتن برای است. شبکه برحسب خوب تفسیر یک دارای نیز این
این مثل الکتریکی، شبکۀ زبان به است. برابر هم با مستطیل عرض و طول می گوید که داریم نیاز دیگر

است. ١ با برابر شبکه کل مقاومت بگوییم که است
ساخت لزوماً اما است زیبا بسیار مفهومی، به لحاظ شبکه ها و کاشی کاری ها بین تناظر این که حالی در
نظریه، این ارائۀ از پس واقع در نمی کند. آسان را مستطیل ها حتی و مربع ها برای کامل کاشی کاری های
رونالد سرانجام، است. ناممکن مربع یک کامل کاشی کاریِ کند ثابت تا کرد صرف زیادی زمان استون
مربع ۵۵ از استفاده با ۴٢٠۵ ضلع طول با مربع یک برای کامل کاشی کاری یک ١٩٣٩ سال در اسپریگ١
شود. یافت بهتری مثال تا شد صرف زیادی ساعت های و بسیار رایانه ای تلاش های آن، از پس کرد. ارائه
مربع کامل کاشی کاری یک در مربع ها ممکن تعداد کمترین که [۵] داد نشان رایانه به کمک دویوِستین٢

است: شده داده نشان زیر شکل در یگانه، کاشی کاریِ این است. ٢١ با برابر

١Roland Sprague ٢Duijvestijn



٩٩ ٩٩کاشی کاری ٩٩کاشی کاری کاشی کاری

است؟ چگونه نوعی کاشی کاریِ یک شکل .٧
و می کشیم جدا کاغذ ورق یک روی را کاشی کاری مسئلۀ یک ممکن پاسخ های از یک هر کنید فرض
می توان آیا می کنیم. انتخاب به تصادف را آنها از یکی سپس می دهیم. قرار کیف یک درون را ورق ها این

دید؟ خواهیم چه که زد حدس

آن، در که است شده داده نشان ١٢ × ١٢ مربع برای دومینوها از استفاده با کاشی کاری یک بالا در
ساختار هیچ از و شده اند زده سایه روشن تر رنگ با عمودی دومینو های و تیره رنگ با افقی دومینو های
در کنید. مقایسه ۵٠ مرتبۀ از اَزتک لوزی برای تصادفی کاشی کاریِ یک با را این نمی کنند. تبعیت مشخصی
مبنای بر دومینوها و دارد وجود عمودی دومینو های برای رنگ دو و افقی دومینو های برای رنگ دو اینجا
پژوهشی گروه توسط تصاویر این شده اند. رنگ آمیزی نداریم)، کاری آن با فعلا (که مشخص قاعده ای

است. شده ایجاد پراپ١ جیم کاشی کاری

کرد: بیان جالبی چیز می توان تصادفی، کاشی کاریِ مورد در که می دهد نشان زیبا بسیار تصویر این
مرج و هرج می گیریم فاصله لبه ها از هرچه ولی است منظم بسیار گوشه ها در به روشنی کاشی کاری اینکه
پیش بینی را آن شکل می توانیم ما و است موجود خوش تعریف نظم ناحیۀ یک می شود. بیشتر آشوب، و
١Jim Propp’s tiling research group



استنلی پی. ریچارد و آردیلا فدریکو استنلی١٠٠ پی. ریچارد و آردیلا فدریکو استنلی١٠٠ پی. ریچارد و آردیلا فدریکو ١٠٠

کاشی کاری های «بیشترِ» برای و بزرگ بسیار n به ازای که دادند نشان [١١] شُر و پراپ یاکوش، کنیم.
حدیِ لبۀ چهار بر مماس دایره ای بیرونِ سمت به نظم ناحیۀ دومینوها، از استفاده با AZ(n) اَزتک لوزی
مورد احتمال پیشرفتۀ نظریۀ کردن»، «میل و «بیشتر» واژۀ دو کردن دقیق برای می کند». «میل اَزتک لوزی
دایرۀ است. مشهور شمال١ قطب مدار قضیۀ به نتیجه این است. روشن آن شهودی معنای اما است نیاز

پدیده های تاکنون، زمان آن از می شود. «منجمد» آن بیرون کاشی کاری، و است شمال قطب مدار مماس،
شده اند. ثابت دیگر کاشی کاری مسائل برای موارد) برخی (در و شده اند مشاهده بسیاری مشابه

کاشی کاری ها میان روابط .٨
مجموعه این بتوانیم که است سودمند اغلب ناحیه، یک کاشی کاری های همۀ مجموعۀ مطالعۀ هنگام
و باشیم داشته کاشی کاری مسئلۀ یک برای راه حل یک کنیم فرض کنیم. «ردیابی» مناسب، روشی به را
از استفاده با را دوم راه حل دوباره، شروع به جای که است ساده تر احتمالا بیابیم. دیگر راه حلی بخواهیم
و کنیم تلاش دومی روی از سوم راه حل یافتن برای می توانیم سپس بیابیم. اول راه حل در اندک تغییرات

روال. همین به و چهارم راه حل سپس
در دارد. وجود کار این انجام برای ساده بسیار راه یک دومینوها، از استفاده با کاشی کاری مورد در
یک که دومینویی دو جهت کردنِ برعکس از است عبارت وارو٢ یک دومینوها، از استفاده با کاشی کاری
به دیگر کاشی کاری به کاشی کاری یک بدیهی تبدیل شبیه است ممکن کار این می دهند. تشکیل ٢×٢ مربع

بگیرید: نظر در را ناحیه یک از زیر کاشی کاری دو است. قدرتمند شگفت انگیز به طور ابزاری اما برسد  نظر

١Arctic circle theorem ٢flip



١٠١ ١٠١کاشی کاری ١٠١کاشی کاری کاشی کاری

پی در پی واروهای با می توان واقع در می رسند، نظر به یکدیگر از متفاوت بسیار دو این اگرچه
رسید: دیگری به یکی از ،٢× ٢ بلوک های

کاشی کاریِ هر ،R سوراخ بدون ناحیۀ هر برای است. کلی پدیدۀ یک این که داد نشان [١٩] ترستون
قضیۀ این آورد. به دست دیگر کاشی کاری هر از واروها از دنباله یک توسط می توان را دومینوها با R
دو نمایش با دارد. دومینوها از استفاده با کاشی کاری ها مطالعۀ در زیادی کاربردهای دومینو ها، وارو کردنِ
است ممکن قضیه که می کنیم اشاره نکته این به است، آن میان در حفره ای که ٣× ٣ مربع از کاشی کاری
وجود وارویی هیچ بنابراین و ٢ × ٢ بلوک هیچ حالت، این در نباشد. درست حفره دار ناحیه های برای
کرده ارائه حفره دار ناحیه های برای دومینوها کردنِ وارو مورد در را قضیه این از نسخه ای [١٧] پراپ ندارد.

نمی پردازیم. آن دربارۀ بحث به اینجا در که است

بی نهایت با مواجهه .٩
یا بزرگ به دلخواه ناحیه های شامل که می پردازیم کاشی کاری مسائل برخی دربارۀ بحث به اکنون
نامتناهی تعداد است. ∑∞

n=١ ١
n(n+١) = ١ اتحاد اول، سؤال انگیزۀ هستند. کوچک به دلخواه کاشی های
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کوچکتر و کوچک کاشی ها این می گیریم. نظر در · · · و ١٣ × ١۴ ، ١٢ × ١٣ ،١× ١٢ ابعاد با مستطیلی کاشی
واحد مربع می توان آیا است. ١ با برابر دقیقاً آنها مساحت مجموع که می دهد نشان بالا معادلۀ و می شوند
به نظر دشوار خیلی مسئله این کرد؟ کاشی کاری کاشی ها، این از یک هر از استفاده بار یک دقیقاً با را
اینکه تصور اما می شوند جفت وجور به خوبی چطور اول، قطعۀ پنج که می شود معلوم تلاش کمی با می رسد.

است. سخت بگنجانیم، مربع در شکافی، هیچ باقی ماندنِ بدون را قطعات همۀ چگونه

ثابت را آن نداشتن وجود یا بیاید مذکور مسئلۀ برای کاشی کاری یک است نتوانسته هیچ کس امروز تا
مربعی در مستطیل ها این همۀ گنجاندن برای راهی او است. شده نزدیک جواب به خیلی پاول هاس١ کند.
یک کرده ایم تعریف ما که آن طور پاول هاس، بسته بندیِ این البته است. یافته ١٫٠٠٠٠٠٠٠٠١ ضلع طول به

دارند. وجود نیز جا افتاده ای ناحیه های زیرا نیست، کاشی کاری
است. وسیع بسیار ناحیه های گرفتن نظر در مستلزم که می دهیم شرح را ساده به ظاهر مسئله ای اکنون
هم کنار ضلع به ضلع، اتصال با که است واحد مربع های از مجموعه ای پلیومینو، یک که می کنیم یادآوری
صفحه کل گردایه، این از استفاده با بتوانیم اگر می نامیم «خوب» را پلیومینو ها از گردایه یک شده اند. چیده
زیر شکل در پلیومینو ها از بد گردایۀ یک و خوب گردایۀ یک می نامیم. «بد» را آن وگرنه کنیم کاشی کاری را

است: شده داده نشان

ناممکن بالا، شکل در شده داده نشان بد گردایۀ با صفحه کل کاشی کاری چرا که دید می توان به سادگی
دیگری کاشی هیچ با ستاره، با مشخص شده مربع های می کنیم، جایگذاری را کاشی یک وقتی است.
١Paulhus



١٠٣ ١٠٣کاشی کاری ١٠٣کاشی کاری کاشی کاری

یک با پوشاندن قابل که مربعی ناحیۀ بزرگترین «اندازۀ بپرسیم می توانیم حال این با نمی شوند. پوشانده
بپوشانیم. را ۴× ۴ مربع یک می توانیم که درمی یابیم تلاش، کمی از پس است؟» چقدر است، کاشی کاری
یک با مربع مرکزی خانۀ پوشاندن برای کوششی هر زیرا است، ناممکن ۵ × ۵ مربع یک پوشاندنِ اما

گیرد. قرار مربع درون که می کند مجبور را ستاره دار خانه های از یکی کاشی،
سؤالی پوشاند، را داده شده مربع یک می توان پلیومینو ها از مجموعه یک با آیا که سؤال این کلی، به طور
دربارۀ تصمیم گیری برای الگوریتمی که می کند بیان ریاضی منطق در مهم نتیجه ای است. دشوار فوق العاده
بد گردایه های همۀ است: این ژرف حقیقت این غیرمنتظرۀ نتایج از یکی ندارد.١ وجود پرسش این پاسخ
بزرگترین ضلع طول L(n) گیریم دارند. واحد خانۀ n مجموع، در که بگیرید نظر در را پلیومینو هایی از
می دهد نشان دارد، واحد مربع ٢٢ که ما مثال بد گردایۀ می شود. پوشیده آنها از یکی توسط که باشد مربعی
یک برای باشد. کوچک معقول به طور L(٢٢) که باشیم داشته انتظار است ممکن .L(٢٢) ⩾ ۴ که
هم با به خوبی چنان که می کنیم کاشی ها جایگذاری به شروع که کنید تصور مربع، ٢٢ با کاشی ها از بد گردایۀ
ایجاد حفره ای جایی در ناچار است، بد گردایه، این چون بپوشانند. را ممکن مربع بزرگترین و شوند جفت
زیرا است، معقول دهد رخ زود نسبتاً اتفاق این اینکه برای انتظار بپوشانیم. را آن نمی توانیم که می شود
باشد تابعی f(n) اگر است! بزرگ فوق العاده L(n) عدد تعجب، کمال با هستند. کوچک خیلی کاشی ها
بزرگ، کافی به اندازۀ n های به ازای آن گاه کرد، محاسبه نامتناهی حافظۀ با حتی رایانه ای با را آن بتوان که
یا f(n) = nnn یا f(n) = nn نظیر تابع هایی مقدار می تواند رایانه که کنید توجه .L(n) > f(n)

این همۀ واقع در کند. محاسبه می کنند، رشد سریع خیلی که را (n طول به برج (یک f(n) = nn..
.n

در محاسبه قابل تابع هر اصلا هستند. نحیف محاسبه، قابل تابع های از دیگر برخی با مقایسه در تابع ها
پلیومینو ها از مجموعه ای کرد. ارائه را نتیجه این از عینی تر پیامدی می توان است. نحیف L(n) با مقایسه

باشد؟ کاشی کاری قابل P از نسخه هایی با که دارد وجود مستطیلی آیا P پلیومینوی برای است: شرح این به مرتبط، سؤال یک ١
است. بسیار نوشتجات، در این خلاف ادعاهای گرچه نه؛ یا دارد وجود باره این در تصمیم گیری برای الگوریتمی آیا که نیست معلوم
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کل کاشی کاری است: موجود زیر ویژگی با ،١٠٠ از نابیشتر احتمالا واحد١، مربع های از کم نسبتاً تعداد با
پوشاند. کاشی کاری یک با را استرالیا٢ کل می توان اما است ناممکن مجموعه این با صفحه

به ویژه (بی کران) نامتناهی ناحیه های کاشی کاری به مربوط کاشی کاری، مسائل از مهم بسیار نوع یک
برای باشد. بررسی قابل اینجا در که است آن از گسترده تر موضوع، این است. صفحه کل کاشی کاری

دارد. اختصاص موضوع این به عمدتاً که می دهیم ارجاع [٩] به را خواننده بیشتر، اطلاعات دریافت

روح اله دکتر آقای جناب ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ محترم سردبیر از مترجمان سپاسگزاری:
ترجمۀ بهبود به منجر که کردند گوشزد را ارزنده ای ویرایشی نکات و بازخوانی را مقاله بارها که جهانی پور،

می نمایند. قدردانی و تشکر شد، مقاله
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