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١۴٠ تا ١٢۵ صص. ،(١٣٩٧ تابستان و (بهار ۶٢ شمارۀ ،٣٧ سال

بزو قضیۀ
للکامی حسن زاده داود

چکیده
g(x, y) = ٠ و f(x, y) = ٠ معادله های با که باشند مسطح خم دو Q و P کنیم فرض
قضیۀ باشند. n و m درجۀ از به ترتیب، ناصفر چندجمله ای هایی g و f و می شوند توصیف
می کنند. قطع را یکدیگر نقطه m×n در دقیقاً Q و P مناسب، شرایطی تحت می گوید بزو

سرآغاز .١
مهم قضیه های از یکی دربارۀ داریم قصد بلکه کرد، نخواهیم ارائه جدیدی ریاضیات هیچ مقاله، این در
این که نیست حکمی فقط بزو١ قضیۀ دربارۀ شگفت انگیز مطلب بگوییم. سخن هندسۀ جبری در جذاب و
برقرار قضیه حکم آنها، داشتن با که مناسب شرایطی و درست فرض های یافتن بلکه می کند، بیان قضیه
هدف نداریم. هم را بزو قضیۀ برای اثباتی ارائۀ قصد مقاله، این در دارد. را خودش جذابیت های نیز باشد

است. بزو قضیۀ در دقیق جبری نگاه و هندسی شهود متقابل اثر مطالعۀ و بیان ما
زیرا نیست، مشخص فرانسوی، ریاضیدان ،(١٧٣٠-١٧٨٣) بزو نام به قضیه این نامگذاری دلایل
قضیه این برهان اولین بلکه نبود، درست برهان این نه تنها ولی داد ارائه قضیه این برای برهانی او اگرچه
نیوتن واقع در است. شده بیان [۶] کتاب ١ جلد از ٢٨ لم اثبات در نیوتن توسط اساساً بزو قضیۀ نبود. نیز
قضیه این می آید. به دست آنها درجه های حاصل ضرب از استفاده با خم دو مشترک نقاط تعداد که کرد ادعا

کنید. مراجعه [٨] به بزو، قضیۀ تاریخی سیر مطالعۀ برای کرد. منتشر ١٧٧٩ سال در بزو را
تصویری. فضای مسطح؛ خم بزو؛ قضیۀ کلیدی. کلمات و عبارات

١Bézout’s theorem

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٧ ©
١٢۵
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جبری هندسۀ دیدگاه .٢
بگیرید. نظر در است، هندسی دیدگاه از دومی و جبری دیدگاه از اولی که را زیر سؤال دو

دارد؟ جواب چند زیر چندجمله ای معادله های دستگاه :١ سؤال
 f(x, y) = ٠

g(x, y) = ٠
دارند؟ اشتراک نقطه چند در صفحه در Q و P خم دو :٢ سؤال

مطالعۀ یعنی جبری، هندسۀ قلمرو در موضوع، این و کرد تبدیل یکدیگر به می توان را سؤال دو این
صفرهای مجموعۀ مطالعۀ دانش جبری هندسۀ است. به عکس، و آنها به وابسته جبر طریق از هندسی اشیاء
سهمی مثال، برای هستیم. آشنا دبیرستان زمان از موضوع این با به نوعی ما همۀ و است چندجمله ای ها
از معمولا و است h(x, y) = y − x٢ چندجمله ای صفرهای مجموعۀ همان ،R٢ صفحۀ در y = x٢

می شود: استفاده مجموعه این بیان برای زیر نماد
V (h) = V (y − x٢) := {(x, y) ∈ R٢ |h(x, y) = ٠}.

از چندجمله ای ها صفرهای مجموعه های می  توان  است. صفرها مجموعه های این اشتراک دربارۀ بزو قضیۀ
اما دارد) وجود بالاتر ابعاد برای بزو قضیۀ از نسخه هایی اینکه (کما کرد مطالعه نیز را دو از بزرگتر ابعاد

است. صفحه در واقع خم های به منحصر ما بحث
که است xها محور از نقاطی مجموعۀ f(x) = ٠ چندجمله  ای معادلۀ حقیقی ریشه های مجموعۀ
چندجمله ای صفرهای مجموعۀ همان xها محور که کنید توجه می کند. قطع را xها محور آنجا در f نمودار
معادلۀ ریشه های مجموعۀ از توصیفی می توان صفرها» «مجموعۀ مفهوم به کمک است. V (y) یعنی ،y
نقاط با متناظر f(x) = ٠ معادلۀ ریشه های باشد: استوار خم ها» «اشتراک بر که کرد ارائه f(x) = ٠

است. y چندجمله ای صفرهای مجموعۀ و y − f(x) چندجمله ای صفرهای مجموعۀ اشتراک
دارای خم دو این آن گاه ،P = Q اگر زیرا نیست، برقرار کلی حالت در بزو قضیۀ حکم که است روشن
نقاط تعداد از کمتر آنها، معرف چندجمله ای های درجه های حاصل ضرب لذا و هستند مشترک نقطۀ بی نهایت
آن شود، تعریف تجزیه پذیر چندجمله ای معادلۀ یک با خم یک اگر کلی، حالت در بود. خواهد آنها اشتراک
Q = V (y٣−x٣y) و P = V (xy) کنیم فرض مثال، برای بود. خواهد مؤلفه چندین از اجتماعی خم
و P = V (x) ∪ V (y) که داد نشان می توان به آسانی باشند. درجه سه و درجه دو خم هایی به ترتیب
خط اجتماع Q خم و y = ٠ و x = ٠ خط دو اجتماع P خم یعنی ،Q = V (y) ∪ V (y٢ − x٣)
نقاط همۀ در Q و P خم دو این رو از .P ∩Q = V (y) پس است. y٢ = x٣ درجه دوی خم و y = ٠
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مشترک مؤلفه های است ممکن متمایز، خم دو که حالتی از است مثالی این، دارند. اشتراک xها محور
این باید بزو قضیۀ فرض های از یکی پس نیست. برقرار نیز حالت این در بزو قضیۀ حکم لذا باشند. داشته

نباشند. مشترکی مؤلفۀ هیچ دارای خم دو که باشد

است. ٢ چندگانگی با اشتراک نقطۀ p .١ شکل
منطبق برهم است ممکن مثلا می شوند. ناپدید ظاهراً خم دو اشتراک نقاط از برخی گاهی طرفی، از
در تنها y = ٠ درجه یک خم با y = (x − ٢(١ درجه دوی خم که می کنیم مشاهده ،١ شکل در شوند.
چندجمله  ای های درجه های حاصل ضرب از کمتر ظاهراً اشتراک، نقاط تعداد لذا دارد. اشتراک نقطه یک
برابر p اشتراک نقطۀ چندگانگی١ می گوییم و می شماریم بار دو را نقطه این معمول، طبق اما است. متناظر
نقاط شمارش هنگام است: بزو قضیۀ فرض های به جدید فرضی افزودن انگیزۀ مطلب، این است. دو با

شود. لحاظ باید نیز آنها چندگانگی خم، دو اشتراک
ملاحظه کنید است. درجه یک دیگری، و درجه دو یکی بگیرید. نظر در R٢ صفحۀ  در را ٢ شکل خم دو
حکم آن گاه بگیریم، نظر در نیز را مختلط ریشه های اگر نیست. برقرار نیز حالت این در بزو قضیۀ حکم که

زیرا بود، خواهد برقرار C مختلط صفحۀ در ٢ شکل خم های برای قضیه y = (x− ٢(١ + ١
y = ٠

=⇒ x = ١± i.

در می رود انتظار که جدیدی فرض بنابراین است. شده استفاده جبر اساسی قضیۀ از اینجا در که کنید توجه
بگیریم. نظر در مختلط صفحۀ در را خم ها که است این باشد داشته وجود بزو قضیۀ

شکل های درجه دوی خم های کنید، مشاهده بهتر کرده ایم، مطرح تاکنون که را فرض هایی تأثیر اینکه برای
نقطه دو در تنها ٣ شکل در درجه دو خم های بگیرید. نظر در شده اند، رسم حقیقی صفحۀ در که را ۴ و ٣
١multiplicity
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است. مختلط آنها مختصات که اشتراکی نقاط .٢ شکل

دارد. وجود مختلط صفحۀ در اشتراک نقطۀ دو و حقیقی صفحۀ در اشتراک نقطۀ دو .٣ شکل

دارد. وجود ٢ چندگانگی با اشتراک نقطۀ یک .۴ شکل
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دستگاه حل با اما می کنند قطع را همدیگر y = x٢

x = y٢

اشتراک نقطۀ چهار به مختلط، اعداد مجموعۀ در

x١ = ٠, x٢ = ١, x٣,۴ = − ١
٢ ±
√٣
٢ i

کرده اند قطع را همدیگر نقطه سه در تنها ۴ شکل در درجه دو خم دو می سازد. برآورده را ما انتظار که می رسیم
دستگاه حل با x٢اما + y٢ = ١

y = x٢ − ١
،y = ٠ به ازای می رسیم: اشتراک نقطۀ چهار به ریشه ها، چندگانگی احتساب و مختلط اعداد مجموعۀ در
که می آید به دست x٢ = ٠ معادلۀ y = −١ به ازای و می شود حاصل (−١, ٠) و (١, ٠) تقاطع نقطۀ دو
می شود. برآورده ما انتظار نیز بار این است. دو با برابر (١−,٠) اشتراک نقطۀ چندگانگی می دهد نشان
چندگانگی شرط که این به است اشتراک نقاط تعداد با برابر درجه ها حاصل ضرب نیز حالت این در لذا

شود. لحاظ مشترک نقاط
کنیم، محدود R٢ صفحۀ  و حقیقی اعداد میدان به را بحث ندارد لزومی شد، مشاهده که همان طور
C یا R ،Q مانند میدان یک K کنیم فرض داد. تعمیم کلی تر فضاهای به را مطالب این می توان بلکه

از است عبارت A٢
K آفین صفحۀ باشد.

A٢
K = {(x, y) |x, y ∈ K}.

بیان R٢ صفحۀ  در مسطح خم های تعمیم به عنوان را آفین مسطح خم مفهوم می توان تعمیم، این وجود با
چندجمله ای یک صفرهای مجموعۀ با برابر اگر گوییم آفین مسطح خم را A٢

K از C زیرمجموعۀ کرد.
.(C = V (f) لذا ) باشد K میدان در ضرایب با f(x, y)

تصویری فضای .٣
ببریم. به کار و کنیم بیان شد، مطرح که اضافی فرض های با را بزو قضیۀ تا است فراهم چیز همه ظاهراً
آنها درجه های حاصل ضرب بگیرید. نظر در را (متمایز) موازی خط دو مثال، برای نیست. طور این اما
نیاز قوی تر فرضی به که می هد نشان ساده مثال این ندارند. مشترکی نقطۀ هیچ ولی است یک با برابر
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دیدگاه همان این و کنند قطع را همدیگر یک بار دقیقاً نیز موازی خط دو هر آن اساس بر که شرطی داریم.
است. تصویری هندسۀ

حالت متقاطع اند. (ج) یا و موازی اند (ب) یا منطبق اند هم بر (الف) یا صفحه در خط دو که می دانیم
دو مثلا دانست. (ج) از خاصی حالت می توان نیز را (ب) گذاشتیم. کنار خود بحث از قبلا را (الف)
خط حد می توان را y = ١ خط بگیرید. نظر در را y = ١ و y = ٠ معادله های با متناظر موازی خط
،y = −ax + ١ و y = ٠ خم دو تقاطع نقطۀ اینجا در .a → ٠ که وقتی دانست y = −ax + ١

می کند. میل «بی نهایت» به (١/a, ٠) ،a→ ٠ وقتی و است (١/a, ٠)

.a → ٠ که وقتی دانست y = −ax+ ١ خط حد می توان را y = ١ خط .۵ شکل

یکدیگر نیز دو آن آن گاه کنیم، اضافه موازی خط دو به مقتضی طریق به را بی نهایت» در «نقطه این اگر
بی نهایت» در «نقاط افزودنِ با دانست. (ج) از خاصی حالت نیز را آنها نسبت می توان لذا و می کنند قطع را
قضیۀ دربارۀ بحث ادامۀ و می دهیم گسترش تصویری صفحۀ نام به بزرگتر فضایی به را آن آفین، صفحۀ به

می کنند. قطع را همدیگر یک بار دقیقاً متمایز خط های اکنون زیرا می گیریم، پی صفحه این در را بزو
است. A٣

K در مبدأ از گذرنده خط های همۀ مجموعۀ می شود، داده نمایش P٢
K با که تصویری صفحۀ

مجموعۀ روی ∼ هم ارزی رابطۀ مثال، برای کرد. تعبیر می توان مختلف روش های به را تصویری صفحۀ
می  کنیم: تعریف زیر به صورت را A٣

K \ {(٠, ٠, ٠)}
(x١, y١, z١) ∼ (x٢, y٢, z٢)⇔ ∃λ ∈ K \ {٠} : (x١, y١, z١) = (λx٢, λy٢, λz٢).

یعنی می دهد، تشکیل را P٢
K تصویری صفحۀ هم ارزی، رده های مجموعۀ

P٢
K =

A٣
K \ {(٠, ٠, ٠)}

∼
.
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هم ارزی ردۀ یک می توان را P٢
K تصویری صفحۀ از نقطه هر بنابراین

[(x, y, z)]∼ = {(λx, λy, λz) |λ ∈ K \ {٠}}
از نقطه هر لذا باشد. ناصفر z یا y ،x مختصات از یکی دست کم باید نمادگذاری، این در که کرد تلقی
نماینده این نمایش برای [x : y : z] نماد از می شود. داده نمایش هم ارزی ردۀ نماینده های از یکی با P٢

K

می کنیم. استفاده
بی نهایت» در «نقطه نمایندۀ به ویژه یافت؟ نماینده یک P٢

K از نقطه هر برای می توان چگونه اما
از p نقطۀ هر نمایندۀ یافتن برای ساده بسیار روش یک دارد؟ وجود P٢

K و A٢
K بین رابطه ای چه چیست؟

مرجع صفحۀ را صفحه این کنیم. انتخاب نمی گذرد، مبدأ از که A٣
K در دلخواه صفحۀ یک که است این P٢

K

همان را p نمایندۀ لذا است. A٣
K در مبدأ از گذرنده خط یک معرف p ∈ P٢

K نقطۀ که می دانیم می نامیم.
میان، این در اما می آید. به دست p معرف خط با مرجع صفحۀ تقاطع از که می گیریم نظر در یکتایی نقطۀ
۶ (شکل هستند بی نهایت در نقاط همان معرف دارند، قرار A٣

K در مرجع صفحۀ به موازات که خط هایی
واقع اند. مرجع صفحۀ با موازی و مبدأ از گذرنده صفحۀ یک روی مذکور خط های که کنید توجه ببینید). را

مرجع. صفحۀ با خط ها تقاطع .۶ شکل

تصویری، صفحۀ تعریف بنابر .c ̸= ٠ آن، در که می گیریم نظر در z = c را مرجع صفحۀ مثال، برای
است، ناصفر آنها سوم مختص که P٢

K نقاط از مجموعه ای لذا .[a : b : c] ∼ [a/c : b/c : ١] داریم
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مجموعۀ یعنی مجموعه، این متمم اما است. A٢
K با یک به یک تناظر در و می شود تعیین پارامتر دو با تنها

نقاط مجموعۀ لذا و A٣
K از z = ٠ صفحۀ بر واقع خط های مجموعۀ همان ،P٢

K از [a : b : ٠] نقاط
یک می توان را z = ٠ صفحۀ بر واقع و مبدأ از گذرنده خط های این مجموعۀ است. P٢

K بی نهایت در
می گیریم. یکی A٢

K با را A٣
K از z = ٠ صفحۀ دیگر، عبارت به دانست. P١

K تصویری فضای از رونوشت
است: زیر به صورت تجزیه این عضوهای بین رابطۀ و می رسیم P٢

K برای تجزیه یک به بنابراین

P٢
K = A٢

K ∪ P١
K,

[x : y : z] ↔

{
(x/z, y/z) ∈ A٢

K z ̸= ٠
[x : y] ∈ P١

K z = ٠ (٣ . ١)

نشاند. P٢
K مختلط صفحۀ در (x, y) 7→ (x, y, ١) نگاشت توسط را A٢

K آفین صفحۀ می توان این رو از
یک به می توان مختص، این حذف سپس و z بر مختصات سایر تقسیم با آن گاه ،z ̸= ٠ اگر به عکس،
تکرار بودن، ناصفر فرض با x و y مختصات سایر برای می توان را بحث این رسید. آفین صفحۀ از نسخه

آن گاه ،y ̸= ٠ اگر مثال، برای کرد.

[x : y : z]←→ (x/y, z/y) (٣ . ٢)

می نویسیم ،x ̸= ٠ اگر و

[x : y : z]←→ (y/x, z/x). (٣ . ٣)

خم مفهوم می توان چگونه بپرسیم که است طبیعی شده ایم، آشنا تصویری صفحۀ مفهوم با که اکنون
تصویری صفحۀ در موازی خط دو هر که داد نشان می توان چگونه داد؟ انتقال تصویری صفحۀ به را آفین
بامعنی آفین فضای در h(x, y, z) = ٠ مانند دلخواه چندجمله ای معادلۀ یک می کنند؟ قطع را همدیگر
نظر در P٢

K در را y = x٢ − z معادلۀ مثال، برای نیست. چنین این P٢
K تصویری صفحۀ در ولی است

که می دانیم بگیرید.

[١ : ٣/٢ : ١/٢] ∼ [٢ : ٣ : ١].

نقطۀ اما دارد تعلق h(x, y, z) = y − x٢ + z = ٠ معادلۀ جواب مجموعۀ به (٢, ٣, ١) نقطۀ
از تصویری، فضای در دلیل همین به است. بی معنی این و ندارد تعلق جواب مجموعۀ به (١, ٣/٢, ١/٢)
درجۀ اگر گوییم همگن١ را h(x, y, z) چندجمله ای می شود. استفاده خم ها تعریف برای همگن معادله های
١homogeneous



١٣٣ بزو ١٣٣قضیۀ بزو ١٣٣قضیۀ بزو قضیۀ

،r ∈ K هر به ازای دارد که وجود t مانند عددی لذا باشد. یکسان جمله ها همۀ
h(rx, ry, rz) = rth(x, y, z).

کاملا P٢
K در h(x, y, z) = ٠ معادلۀ و است همگن چندجمله ای یک h(x, y, z) = yz − x٢ مثلا

مضرب هر آن گاه ،(h(a, b, c) = ٠ (یعنی باشد معادله این جواب یک (a, b, c) اگر زیرا است، بامعنی
داریم r ∈ K هر به ازای زیرا است، چنین نیز آن ناصفر

h(ra, rb, rc) = (rb)(rc)− (ra)٢ = r٢(bc− a٢) = r٢h(a, b, c) = ٠.
چندجمله ای یک صفرهای مجموعۀ با برابر اگر گوییم تصویری مسطح خم را P٢

K از C زیرمجموعۀ
درجه آفین مسطح خم یک تبدیل برای استاندارد روشی باشد. K میدان در ضرایب با f(x, y, z) همگن
است: زیر فرمول از استفاده ،P٢

K در Q(X,Y, Z) تصویری مسطح خم یک به A٢
K از P (x, y) مانند n

Q(X,Y, Z) = ZnP (X/Z, Y/Z).

نظر در A٢
K در را x٢ = ١ − y٢ درجه دوی آفین خم مثال، برای می نامند. همگن سازی١ را تبدیل این

تصویری خم به P خم صورت این در .P (x, y) = x٢ + y٢ − ١ = ٠ می دهیم قرار بگیرید.

Q(X,Y, Z) = Z٢P (X/Z, Y/Z) = Z٢((X
Z

)٢
+

(Y
Z

)٢
− ١

)
= X٢ + Y ٢ − Z٢ = ٠

برگشت. آفین معادلۀ به می توان اخیر، تصویری خم در Z = ١ دادنِ قرار با همچنین می شود. تبدیل
می دهیم نشان مثال یک با شده ایم، آشنا تصویری صفحۀ به آفین صفحۀ از برگشت و رفت با که اکنون
y = x موازی خط دو هستند. بی نهایت در مشترک نقطۀ یک دارای آفین صفحۀ در موازی خط دو هر که

داریم همگن سازی، از پس بگیرید. نظر در A٢
K در را y = x+ ١ و y = x

y = x+ ١
→−−−−−همگن سازی

Y = X

Y = X + Z
=⇒ Y = X, Z = ٠.

توجه با لذا و است A٣
K از Z = ٠ صفحۀ بر واقع و مبدأ از گذرنده خط یک دقیقاً همگن، دستگاه جواب

نقطۀ  که کنید توجه است. P٢
K از بی نهایت در نقطه یک موازی، خط دو این تقاطع نقطۀ قبلی، گفته های به

را [١ : ١ : ٠] می توانیم پس است. واقع مذکور خط بر ،a ∈ K ناصفر ثابت هر به ازای [a : a : ٠]
١homogenization
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منظور که می کنیم یادآوری است. زیر گزارۀ از نتیجه ای واقع در اخیر مثال بدانیم. بی نهایت در نقطه همان
است. درجه یک همگن چندجمله ای یک صفرهای مجموعۀ ،P٢

K تصویری صفحۀ در خط یک از

می کنند. قطع را یکدیگر P٢
K در متمایز خط دو هر .٣ . ١ گزاره

معادله های صورت این در باشند. P٢
K در متمایز خط دو L٢ و L١ کنیم فرض گزاره، این اثبات برای

b١X + b٢Y + b٣Z = ٠ و a١X + a٢Y + a٣Z = ٠ مانند درجه یک متمایز همگن چندجمله ای
در مبدأ از گذرنده متمایز صفحه های واقع در معادله دو این اما هستند. خط دو این معرف که دارند وجود
مطالعۀ برای است. P٢

K از نقطه ای لذا و مبدأ از گذرنده خط یک نیز آنها فصل مشترک پس هستند. A٣
K

می دهیم. ارجاع [٣] و  [١] به را خواننده تصویری، صفحۀ زمینۀ در بیشتر

بزو قضیۀ .۴
را بزو قضیۀ قوی صورت می توانیم شده اند، معرفی همگن سازی فرآیند و تصویری صفحۀ که اکنون
از مثالی C مختلط اعداد مجموعۀ است. جبری-بسته١ میدان یک K می کنیم فرض ادامه، در کنیم. بیان

است. میدان ها دست این

مشترک مؤلفۀ بدون P٢
K در m و n درجه های از تصویری خم دو D و C گیریم بزو). (قضیۀ ١ . ۴ قضیه

یعنی دارند، مشترک نقطۀ nm دقیقاً چندگانگی ، احتساب با خم دو این ∑باشند.
p∈C∩D

Ip(C,D) = nm (١ . ۴)

است. p نقطۀ در D و C اشتراک٢ چندگانگی Ip(C,D) آن، در که

چندگانگی نداده ایم، ارائه آن برای مناسب تعریفی هنوز و است شده ظاهر بزو قضیۀ در که مفهومی تنها
از اول ایدآل یک p و جابه جایی حلقۀ یک R اگر که یادآوری می کنیم آن، تعریف از پیش است. اشتراک
یکتای ماکسیمال اید آل با موضعی حلقه ای ،p در R موضعی سازیِ از حاصل Rp حلقۀ آن گاه باشد، R
Ip نماد با R −→ Rp کانونی نگاشت تحت را آن توسیع آن گاه باشد، R از ایدآلی I اگر است. pRp

است: زیر ویژگی دارای خارج قسمتی حلقه های روی موضعی سازی عمل می دهیم. )نمایش
R

I

)
p

∼=
Rp

Ip
. (٢ . ۴)

١algebraically closed field ٢intersection multiplicity
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توسط شده تولید ایدآل یعنی ،p = (x − a, y − b) آن گاه باشد، A٢
K از نقطه یک p = (a, b) اگر

است، K[x, y] حلقه از اول) لذا (و ماکسیمال ایدآل یک ،K[x, y] در y− b و x−a چندجمله ای های
زیرا

K[x, y]

p
=

K[x, y]

(x− a, y − b)
∼= K.

f, g ∈ K[x, y] که است شده تشکیل f(x, y)/g(x, y)به شکل عضوهایی ,K[xاز y]p موضعی حلقۀ
.g ̸∈ p و

و F (X,Y, Z) = ٠ همگن معادله های با که باشند P٢
K در مسطح خم دو D و C کنیم فرض

به طوری باشد D و C خم دو اشتراک نقطۀ یک [X : Y : Z] و می شوند تعریف G(X,Y, Z) = ٠
صفحۀ از p = (a, b) نقطۀ را [X : Y : Z] می توانیم شد، ذکر ٣ بخش در که همان طور .Z ̸= ٠  که
آفین خم دو D و C تصویری خم های همچنین .b = Y/Z و a = X/Z آن، در که بگیریم نظر در آفین

می کنند: القا زیر به صورت
f(x, y) := F (X/Z, Y/Z, ١) = ٠, g(x, y) := G(X/Z, Y/Z, ١) = ٠.

K[x, y]p/(f, g)p برداری K-فضای بعد p = (a, b) نقطۀ در D و C خم های اشتراک چندگانگی
دقیق تر، به عبارت .p = (x− a, y − b) آن، در که است

Ip(C,D) = dimK
K[x, y]p
(f, g)p

. (٣ . ۴)
،(Z = ٠ (حالت هستند بی نهایت در نقاط که D و C خم های اشتراک در [X : Y : Z] نقاط برای
متغیر آن به نسبت را آفین صفحۀ به برگشت فرآیند لذا است. ناصفر Y یا X از یکی دست کم که می دانیم
این می شود. محاسبه (٣ . ۴) فرمول از دقیقاً خم ها اشتراک چندگانگی نیز حالت این در می دهیم. انجام

کرد: بیان زیر به صورت خلاصه به طور می توان را حالت دو

X ̸= ٠⇒


p = (a, b) = (Y/X,Z/X)

f(x, y) := F (١, Y/Z, Z/X) = ٠
g(x, y) := G(١, Y/Z, Z/X) = ٠

Y ̸= ٠⇒


p = (a, b) = (X/Y,Z/Y )

f(x, y) := F (X/Y, ١, Z/Y ) = ٠
g(x, y) := G(X/Y, ١, Z/Y ) = ٠
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خودداری آن ذکر از که [۵] دارد وجود خم دو اشتراک چندگانگی تعریف برای نیز دیگری معادل روش
(٣ . ۴) فرمول و چندگانی مفهوم با بیشتر تا می بریم به کار متفاوت مثال سه برای را بزو قضیۀ می کنیم.

شوید. آشنا

اشتراک نقطۀ تنها بگیرید. نظر در A٢
K در را y = ٠ درجه یک خم و y = x٣ درجه سه ی خم .٢ . ۴ مثال

همگن سازی از پس خم دو }این
y = ٠

y − x٣ = ٠
→−−−−−همگن سازی

{
F (X,Y, Z) = Y = ٠

G(X,Y, Z) = Z٢Y −X٣ = ٠
با متناظر نقطۀ نیست، صفر تصویری صفحۀ در نقطه  این سوم مختص چون .[٠ : ٠ : ١] از است عبارت

می دهیم قرار است. p = (٠, ٠) نقطۀ ،(٣ . ١) بنابر آفین، صفحۀ در آن
p = (x, y), f(x, y) := y = ٠, g(x, y) := y − x٣ = ٠.

می شوند: نتیجه زیر یکریختی های ،(٢ . ۴) فرمول از استفاده و فرض ها این با
K[x, y]p
(f, g)p

=
K[x, y](x,y)

(y, y − x٣)(x,y)
∼=

(
K[x, y]

(y, y − x٣)

)
(x,y)

∼=

 K[x,y]
(y)

(y,y−x٣)
(y)


(x,y)

∼=
(
K[x]

(x٣)

)
(x)

.

(٣ . ۴) فرمول از استفاده با لذا و است سه بعدی برداری K-فضای یک (K[x]/(x٣)
)
(x)

که می دانیم
آوریم: به دست را p نقطۀ در خم دو اشتراک چندگانگی می توانیم

Ip(C,D) = dimK
K[x, y]p
(f, g)p

= ٣.

می دهد. نشان را بزو قضیۀ حکم درستی یعنی ،(١ . ۴) فرمول درستی نتیجه، این

هستند. بی نهایت در مشترک نقطۀ دارای که می گیریم نظر در را خم هایی اشتراک اینجا در .٣ . ۴ مثال
تعداد داریم انتظار بزو قضیۀ بنابر که کنید توجه بگیرید. نظر در A٢

K در را x = ١ و y = x٢ خم های
می آید: به دست زیر به صورت خم ها همگن سازی از حاصل دستگاه باشد. دو با برابر اشتراک نقاط y = x٢

x = ١
→−−−−−همگن سازی

F (X,Y, Z) = Y Z −X٢ = ٠
G(X,Y, Z) = X − Z = ٠
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(٣ . ١) بنابر می توان را اولی می رسیم. [٠ : ١ : ٠] و [١ : ١ : ١] اشتراک نقطۀ دو به اخیر، دستگاه حل با
ابتدا است. بی نهایت در نقطه یک دومی اما گرفت. نظر در آفین صفحۀ از p = (١, ١) نقطۀ به صورت

داریم حالت این در که کنید توجه می کنیم. محاسبه p در را خم ها این اشتراک چندگانگی
p = (١, ١), p = (x− ١, y − ١), f(x, y) := y − x٢ = ٠, g(x, y) := x− ١ = ٠.

می آیند: به دست زیر یکریختی های این رو از
K[x, y]p
(f, g)p

=
K[x, y](x−١,y−١)

(y − x٢, x− ١)(x−١,y−١)
∼=

(
K[x, y]

(y − x٢, x− ١)
)

(x−١,y−١)
∼=

(
K[x]

(y − ١)
)

(y−١)
∼= K.

بنابراین

Ip(C,D) = dimK
K[x, y]p
(f, g)p

= dimK K = ١.

q := (٠, ٠) با می توان را نقطه این ،(٣ . ٢) به توجه با ،[٠ : ١ : ٠] در خم ها اشتراک چندگانگی یافتن برای
داریم حالت این در گرفت. یکسان آفین صفحۀ در

q := (x− ٠, z − ٠) = (x, z),

F (X/Y, ١, Z/Y ) = ١× Z

Y
−

(
X

Y

)٢
= ٠,

G(X/Y, ١, Z/Y ) =
X

Y
− Z

Y
= ٠.

می آیند: به دست زیر یکریختی های این رو از .g(x, z) = x− z و f(x, z) = z − x٢ پس
K[x, z]q
(f, g)q

=
K[x, z](x,z)

(z − x٢, x− z)(x,z)
∼=

(
K[x, z]

(z − x٢, x− z)

)
(x,z)

∼=
(

K[x]

(x(١− x))

)
(x)

.

بنابراین

Iq(C,D) = dimK
K[x, y]q
(f, g)q

= dimK

(
K[x]

(x(١− x))

)
(x)

= ١.
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می دهیم: نشان (١ . ۴) فرمول به کمک را بزو قضیۀ درستی ∑اکنون
p′∈C∩D

Ip′(C,D) = Ip(C,D) + Iq(C,D) = ١ + ١ = mn = ٢× ١.

موازی خط دو هر که کردیم بیان گونه این را تصویری صفحۀ مفهوم کردنِ وارد انگیزۀ ٣ بخش در .۴ . ۴ مثال
است صادق تصویری صفحۀ از خط دو هر مورد در مطلب این نه تنها کنند. قطع نقطه یک در را یکدیگر نیز
در می کنند. قطع را یکدیگر تصویری صفحۀ در دلخواه خم دو هر می کند بیان بزو قضیۀ بلکه ،(٣ . ١ (گزارۀ
x٢ − y٢ = ١ هذلولی ندارند. تقاطعی نقطۀ هیچ که می کنیم ارائه آفین صفحۀ در خم دو از مثالی اینجا
و F = X٢ − Y ٢ − Z٢ = ٠ داریم همگن سازی با بگیرید. نظر در را y = x آن مجانب و
یکی با می توان که است تصویری صفحۀ در [١ : ١ : ٠] نقطۀ اخیر، دستگاه جواب .G = Y −X = ٠
،(٣ . ٢) به توجه با مثال، برای کرد. متناظر آفین صفحۀ در نقطه ای به را آن ،(٣ . ٣) یا (٣ . ٢) روش های از

داریم حالت این در می گیریم. یکسان آفین صفحۀ در p := (١, ٠) با را نقطه این
p := (x− ١, z − ٠) = (x− ١, z),

F (X/Y, ١, Z/Y ) =

(
X

Y

)٢
− ١−

(
Z

Y

)٢
= ٠,

G(X/Y, ١, Z/Y ) = ١− X

Y
= ٠.

می آیند: به دست زیر یکریختی های این رو از .g(x, z) = x− ١ و f(x, z) = x٢ − z٢ − ١ پس
K[x, z]p
(f, g)p

=
K[x, z](x−١,z)

(x٢ − z٢ − ١, x− ١)(x−١,z)
∼=

(
K[x, z]

(x٢ − z٢ − ١, x− ١)
)

(x−١,z)
∼=

(
K[z]

(z٢)

)
(z)

.

بنابراین
Ip(C,D) = dimK

K[x, y]p
(f, g)p

= dimK

(
K[z]

(z٢)

)
(z)

= ٢.

است. منطبق بزو قضیۀ بر نیز نتیجه این
و [٢] ،[۵] می توان آنها میان از که است شده ثابت متعدد مراجع در گوناگون روش های با بزو قضیۀ
استفاده منظور این برای هیلبرت چندجمله ای از [۴] در و برآیند١ مفهوم از [٢] و [۵] در برد. نام را [۴]

است. شده
١Resultant
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قضیه، این می کنیم. ثابت را کیلی-شال١ قضیۀ بزو، قضیۀ از زیبا کاربردی به عنوان مقاله، پایان در
[٧] به زمینه، این در بیشتر جزئیات مطالعۀ برای است. پاپوس٢ شش ضلعی مشهور قضیۀ از تعمیمی
اثبات ٩ با پاسکال) قضیۀ (مانند آن از تعمیم هایی و پاپوس قضیۀ مرجع، این اولِ فصل در کنید. مراجعه
سه C و B ،A اگر که می گوید پاپوس شش ضلعی قضیۀ که می کنیم یادآوری است. شده ارائه گوناگون
BZ ،AY خط های و باشند دیگری راست خط روی نقطه سه Z و Y ،X و راست خط یک روی نقطه
راست خط یک بر اشتراک نقطۀ سه این آن گاه کنند، قطع را AZ و CY ،BX خط های به ترتیب CX و

واقع اند.
شش اگر قطع کنند. متمایز نقطۀ ٩ در را یکدیگر درجه سه خم دو کنیم فرض (کیلی-شال). ۵ . ۴ قضیه
خط یک روی باقیمانده نقطۀ سه آن گاه باشند، واقع مخروطی مقطع یک روی مشترک نقاط این از نقطه

دارند. قرار راست

1
2

6

5

3

9

7

8

4

.۵ . ۴ قضیۀ از نمایشی .٧ شکل

درجه سه ی همگن چندجمله ای های pB(x, y, z) و pA(x, y, z) و خم Bدو Aو کنیم فرض اثبات.
با را آنها می کنند. قطع را یکدیگر نقطه ٩ در خم دو این که می کند بیان بزو قضیۀ باشند. آنها با متناظر
pC چندجمله ای با C مخروطی مقطع یک روی ۶ تا ١ نقاط که می کنیم فرض و شماره گذاری ٩ تا ١ اعداد
ترکیب دارند. قرار راست خط یک بر ٩ و ٨ ،٧ نقاط که می دهیم نشان ببینید). را ٧ (شکل هستند واقع
pµ چند جمله ای بگیرید. نظر در است، حقیقی پارامتر یک µ آن، در که را pµ = pA + µ · pB خطی
روی q ∈ {١, . . . , ٩} مانند نقطه یک اکنون می گذرد. ٩ تا ١ نقاط از که است درجه سه چندجمله ای یک
لذا می گذرد. q نقطۀ از pµ٠ دارد که وجود µ٠ مانند عددی می کنیم. انتخاب ۶ تا ١ نقاط از متمایز و C
درجه دوی) (خم مخروطی مقطع به نقطه هفت این می گذرد. q و ۶ تا ١ نقطۀ هفت از pµ٠ (درجه سه ی) خم
pµ٠ = pC · L بنابراین است. pµ٠ از مؤلفه یک C که می شود نتیجه بزو قضیۀ از دارند. تعلق نیز C
١Cayley-Chasles theorem ٢Pappus’s hexagon theorem
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که می شود نتیجه تساوی این از باشد). درجه سه نمی تواند pµ٠ (اگرنه است خطی معادلۀ یک L آن، در که
□ می شود. توصیف L خطی معادلۀ با که دارند قرار راستی خط بر ٩ و ٨ ،٧ نقاط همۀ
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