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چکیده
نیوتن خانواده از تکراری روش های از حاصل چندجمله ای نگاری داریم قصد مقاله، این در
در و است مختلط چندجمله ای یک ریشه های تجسم فرآیند چندجمله ای نگاری کنیم. ارائه را
قالی بافی و نساجی صنعت تجسمی، هنرهای ریاضی، آموزش همچون زمینه ها از بسیاری
حاصل زیبایی الگوهای پارامترها، تغییر با که کرد خواهیم مشاهده مثال چند طی دارد. کاربرد

شد. خواهد

سرآغاز .١
طرح های تولید است. زیبا الگوهای و طرح تولید رایانه، کمک با طراحی در اهداف مهم ترین از یکی
به طوری است طرح توسعۀ و تحلیل و نوآوری ابتکار، مانند گوناگونی جنبه های کردنِ لحاظ مستلزم متنوع،
آشنایی جنبه ها این همۀ با می بایست دارد، سروکار پارچه یا و جواهرات قالی، طرح های با که طراح یک که
و جالب طرح های بتوان آنها به وسیلۀ که روش هایی گسترش برای است انگیزه ای امر، این باشد. داشته

کرد. ایجاد متنوع
از چندجمله ای ها است. عددی روش های و چندجمله ای ها روش ها، این توسعۀ ابزارهای از یکی
است. داشته سروکار آنها به مربوط مسائل و آنها با دیرباز از بشر که هستند ریاضی موضوعات مهم ترین
روبه رو مسائلی با باستان یونان مردم و سومریان که می دهد نشان آمده به دست تاریخی مدارک مثال، برای
میلادی، هفدهم قرن در .[۴] می شود تفسیر چندجمله ای ها ریشه یابی امروزی، ریاضی زبان به که بود ه اند
رفتار کیلی١ آرتور ١٨٧٩ سال در داد. ارائه چندجمله ای یک ریشه های تقریب برای عددی روشی نیوتن

الگو. و طرح چندجمله ای نگاری؛ چندجمله ای؛ نیوتن؛ روش کلیدی. کلمات و عبارات
١Arthur Cayley

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٨ © ١۵٩
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توسط مسئله این بعدها که داد قرار بررسی مورد z١−٣ = ٠ معادلۀ روی را مختلط صفحۀ در نیوتن روش
چندجمله ای نگاری٣ چندجمله ای ها، به مربوط دستاورد آخرین شد. حل مندلبرو٢(١٩٨٢) و ژولیا١(١٩١٨)
به عنوان چندجمله ای نگاری واقع در .[۴] شد ابداع کلانتری بهمن توسط میلادی ٢٠٠۴ سال در که است
بر شده تولید غیرفرکتالی و فرکتالی تصاویر طریق از مختلط چندجمله ای ریشه های تقریب تجسم علم و هنر
حل در تکراری روش های براساس که روش این می شود. معرفی توابع تکرار همگرایی ویژگی های اساس
از کند. ایجاد زیبا الگوهای و طرح ها که می دهد کاربر به را امکان این است، شده بنا غیرخطی معادلات
پارچه های تولید همچنین و گلیم بافی و قالی بافی صنعت همچون مواردی در می توان الگوها و طرح ها این
علاقه مندی باعث می تواند چندجمله ای نگاری آموزشی، به لحاظ این بر علاوه .(١ (شکل کرد استفاده منقوش

.[٣] قالی بافی در چندجمله ای نگاری توسط شده تولید طرح های کاربرد از نمونه هایی .١ شکل

شود. تکراری روش های و همگرایی دنباله ها، چندجمله ای ها، مانند مباحثی به دانشجویان و دانش آموزان
سه، بخش در می کنیم. مرور را نیوتن خانوادۀ از تکراری روش های از تعدادی مقاله، این دوم بخش در
پارامترهای تأثیر مثال، چند با چهارم، بخش در می کنیم. بیان الگو و طرح تولید برای ساده الگوریتم یک

کرد. خواهیم مشاهده زیبا و متنوع طرح های ایجاد در را الگوریتم در موجود

نیوتن خانوادۀ از تکراری روش های .٢
با n درجۀ از چندجمله ای یک p(z) = anz

n + an−١zn−١ + · · · + a١z + a٠ کنیم فرض
است ممکن که است ریشه n دارای p(z) چندجمله ای جبر، اساسی قضیۀ بنابر باشد. مختلط ضرایب
،p(z) ریشه های تقریب برای عددی روش های پرکاربردترین از یکی نباشند. یا باشند متمایز ریشه ها این

نیوتن روش
zn+١ = N(zn), n = ٠, ١, ٢, . . . (٢ . ١)

١Gaston Julia ٢Benoit Mandelbrot ٣polynomiography
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[١] همچون متعددی چندگامی تدابیر روش، این اساس بر .N(z) = z − p(z)
p′(z) آن، در که است xn+١ = xn − ٢f(xn)

f ′(xn)+f ′(yn)

yn = xn − f(xn)
f ′(xn)

,

 xn+١ = xn − f(xn)(f ′(xn)+f ′(yn))
٢f ′(xn)f ′(yn)

yn = xn − f(xn)
f ′(xn)

تابعی f آن، در که است شده گرفته به کار f(x) = ٠ غیرخطی معادلات حل برای پژوهشگران توسط
حال می شود. گرفته نظر در جواب به نزدیک کافی به قدر x٠ آغازین نقطۀ و است مشتق پذیر پیوسته به طور
،D٠(z) = ١ فرض با باشد. مختلط ضرایب با دو حداقل درجۀ از چندجمله ای یک p(z) کنیم فرض

می کنیم: تعریف زیر به صورت را Dm(z) تابع m ≥ ١ برای

Dm(z) = det



p′(z) p′′(z)
٢! · · · p(m−١)(z)

(m−١)!
p(m)(z)
(m)!

p(z) p′(z)
. . . . . . p(m−١)(z)

(m−١)!
٠ p(z)

. . . . . . ...
... ... . . . p′(z) p′′(z)

٢!
٠ ٠ · · · p(z) p′(z)


.

که است شده معرفی {Bm(z)} به شکل تکراری روش های از خانواده یک Dm(z) به کمک [۵ ،۴] در
آن، در

Bm(z) = z − p(z)
Dm−٢(z)
Dm−١(z)

, m = ٢, ٣, ۴, · · · . (٢ . ٢)

که است روشن می نامیم. اساسی١ خانوادۀ را {Bm(z)} خانوادۀ

B٢(z) = z − p(z)

p′(z)
(٢ . ٣)

و

B٣(z) = z − ٢p(z)p′(z)
٢p′٢(z)− p(z)p′′(z)

; (۴ . ٢)

بزرگ، mهای برای که است روشن است. هالی٢ روش همان B٣(z) و نیوتن روش همان B٢(z) یعنی
زیبا طرح های و الگو تولید در که می شویم یادآور بود. خواهد پیچیده تر اساسی، خانوادۀ از حاصل روش
١basic family ٢Halley’s method
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نیوتن، روش به کمک می توان این رو از بود. نخواهد مدنظر روش همگرایی مرتبۀ تکراری، روش های به کمک
مان١: روش مانند نااستاندارد روش هایی

zn+١ = (١− α)zn + αN(zn), n = ٠, ١, ٢, . . . , α ∈ (٠, ١] (۵ . ٢)
ایشیکاوا٢: }روش

zn+١ = (١− α)zn + αN(vn)

vn = (١− β)zn + βN(zn)
(۶ . ٢)

آن، در که
n = ٠, ١, ٢, . . . , α ∈ (٠, ١], β ∈ (٠, ١]

S−تکرار: روش }و
zn+١ = (١− β)N(zn) + βN(vn)

vn = (١− α)zn + αN(zn)
(٢ . ٧)

آن، در که
n = ٠, ١, ٢, . . . , α ∈ (٠, ١], β ∈ (٠, ١]

است، بالا روش های از خاصی حالت نیوتن روش که کنید توجه برد. به کار جدید طرح های تولید برای را
{zn}∞n=٠ دنبالۀ شد. خواهند نیوتن روش به تبدیل بالا روش سه ،α = ١ و β = ٠ انتخابِ با زیرا
که به طوری z٠ آغازین نقاط همۀ مجموعۀ می نامیم. z٠ آغازین نقطۀ مدار٣ را تکراری روش های از حاصل
خانوادۀ از روش هایی جذب پهنۀ ،[۶] در دارد. نام z∗ جذب۴ پهنۀ باشد، z∗ به همگرا {zn}∞n=٠ دنبالۀ
به وسیلۀ طرح یک ترسیم برای کلی الگوریتم یک بعدی، بخش در است. گرفته قرار بررسی مورد نیوتن

می کنیم. بیان تکراری روش های

چندجمله ای نگاری .٣
روش یک و p(z) مانند چندجمله ای یک چندجمله ای نگاری، به وسیلۀ زیبا طرح یک ایجاد برای
را مختلط صفحۀ در A نظر مورد ناحیۀ از z٠ نقطۀ است کافی است. نیاز zn+١ = T (zn) تکراری
الگوریتم کنیم. تولید را تکراری روش از حاصل دنبالۀ و بگیریم نظر در تکرار فرآیند آغازین نقطۀ به عنوان

گرفت: به کار تکراری روش به طرح یک تولید برای می توان را زیر
.i = ٠ بده قرار و کن دریافت را k ∈ N, z٠ ∈ A ⊆ C :١ مرحلۀ

١Mann ٢Ishikawa ٣orbit ۴ basins of attraction
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برو. (۶) مرحلۀ به وگرنه برو؛ (٣) مرحلۀ به i ≤ k اگر :٢ مرحلۀ
برو. (۴) مرحلۀ به و zi+١ = T (zi) :٣ مرحلۀ

برو. ۵ مرحلۀ به وگرنه برو؛ ۶ مرحلۀ به است، برقرار توقف شرط اگر :۴ مرحلۀ
برو. (٢) مرحلۀ به و i = i+ ١ :۵ مرحلۀ
کن. رنگ iام رنگ با را z٠ نقطۀ :۶ مرحلۀ

طی چنانچه است. تکراری فرآیند برای شده گرفته نظر در تکرار دفعات حداکثر k فوق، الگوریتم در
p(z)خواهد ریشه های از یکی به تولیدی دنبالۀ نبودن همگرا بر فرض نشود، برقرار توقف شرط تکرار k

استاندارد معیارهای از می توان توقف شرط برای بود.

|zn+١ − zn| < ϵ, |p(zn+١)| < ϵ (٣ . ١)

شرایط از می توان است، زیبا طرح های ایجاد چندجمله ای نگاری از هدف چون .ϵ ≪ ١ که کرد استفاده
و متفاوت توقف شرایط از نویسنده ،[٢] در مثال، برای کرد. استفاده نیز نیستند متعارف که دیگر توقف

٢|١+a|zn∣∣∣نااستانداردِ − b|zn|٢
∣∣∣ < ϵ,

∣∣∣ a

|zn+٢|١
− b

|zn|٢
∣∣∣ < ϵ

کرده است. استفاده

مثال ها .۴
و کنیم اعمال چندجمله ای ها برخی روی را قبل بخش در مذکور الگوریتم داریم قصد بخش، این در
به دست متلب نرم افزار به وسیلۀ بخش این نتایج کنیم. بررسی طرح ها روی را پارامترها و روش ها تأثیر

است. شده گرفته نظر در ϵ = ٠/٠٠١ مثال ها، همۀ در و آمده اند

متمایز ریشۀ پنج دارای چندجمله ای این بگیرید. نظر در را p(z) = z۵ − ١ چندجمله ای .١ . ۴ مثال
توقف شرط و k = ٣٠ با آن گاه شود، گرفته به کار α = ٠/٧ و β = ٠/۵ با ایشیکاوا روش اگر است.
β = ٠/۵ با S−تکرار روش از چنانچه می شود. حاصل چپ) (سمت ٢ شکل

∣∣∣ ٠/۵
|zn+٢|١ −

٠/۵
|zn|٢

∣∣∣ < ϵ

حاصل راست) (سمت ٢ شکل شود، استفاده |zn+١ − zn| < ϵ استاندارد توقف شرط با α = ٠/۵ و
می شود.
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.p(z) = z۵ − ١ برای شده حاصل طرح های .٢ شکل

.p(z) = z٣ − ١ برای ٢ . ۴ مثال به مربوط طرح های .٣ شکل

توقف شرط و استاندارد نیوتن روش همراه به را p(z) = z٣ − ١ چندجمله ای .٢ . ۴ مثال
∣∣∣ ٠/٠۴۵
|zn+٢|١

− ٠/٠۵
|zn|٢

∣∣∣ < ϵ

حال می شود. حاصل چپ) ٣(سمت شکل در داده شده نمایش زیبای طرح ،k = ١۵ اگر بگیرید. نظر در
قبل حالت از متفاوت طرحی بگیریم، نظر در

∣∣∣ ٠/٠۵
|zn+٢|١ −

٠/٠۴۵
|zn|٢

∣∣∣ < ϵ به صورت را توقف شرط اگر
راست). سمت ،٣ (شکل می آید به دست
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S−تکرار روش اگر بگیرید. نظر در را p(z) = z٢١ +۵z١۴− ٢٢١۵ z٧− ١١۶٧۵ چندجمله ای .٣ . ۴ مثال
توقف شرط α = ٠/٩۵ و β = ٠/٨ ،k = ٣٠ پارامترهای همراه ∣∣∣به ٠/٠۵
|zn+٢|١

− ٠/٠۵
|zn|٢

∣∣∣ < ϵ

شرط است کافی می شود. حاصل چپ) (سمت ۴ شکل در داده شده نمایش طرح گیرد، قرار استفاده مورد
راست) (سمت ۴ شکل در می توانید را جدید طرح یابد. تغییر

∣∣∣ ٠/٠۵
|zn+٢|١ −

٠/٠۴٩
|zn|٢

∣∣∣ < ϵ به صورت توقف
α = ٠/۵ و β = ٠/٣ پارامترهای همراه به را |zn+١ − zn| < ϵ توقف شرط اگر حالا کنید. مشاهده

.p(z) = z٢١ + ۵z١۴ − ٢٢
١۵ z٧ − ١١

۶٧۵ به مربوط طرح .۴ شکل

باشند، ثابت اعداد نه تنها α و β اگر می آید. به دست چپ) (سمت ۵ شکل الگوی کنیم، اعمال p(z) روی
متفاوت کاملا طرحی باشند، α = | cos zn| و β = | sin zn| به صورت محدودیت ها رفع با بلکه

راست). سمت ،۵ (شکل می آید به دست
به دست زیبایی الگوهای و طرح می توان الگوریتم، پارامترهای تغییر با شد، ملاحظه که همان طور
حل در تکراری روش هر گرفتن نظر در با که می دهد علاقه مندان به را امکان این گستردگی، این آورد.

کنند. تولید زیبا طرح های معیارها، و پارامترها تغییر و غیرخطی معادلات
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