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مالی ریاضیات بر در آمدی
ممقانی جلوداری محمد

چکیده
و بشناسند را مالی ریاضیات از زمینه هایی خوانندگان، که است این مقاله این نگارش از هدف
ریاضیات از اساسی مفاهیمی منظور، این برای شوند. علمی فعالیت این وارد نسبی آگاهی با
را پیچیده حالت های از بسیاری می کنیم. بیان صورت ساده ترین به را آنها خاستگاه و مالی
از باشد. مفاهیم این مهم ترین از شاید مدل سازی، کرد. پیدا نوشتار همین منابع در می توان
کردن وارد با را نوشتار این مالی، ریاضیات در مدل سازی اصلی مفاهیم بیان ضمن این رو
غنی تر سرمایه، بازار و دانشگاهی معروف فعالان از نفر دو قلم به مدل سازان» «اعلامیۀ ترجمۀ

کرده ایم.

سرآغاز .١
ریاضی مدل های طراحی با را مالی بازارهای رفتار که است ریاضیات از شاخه ای مالی، ریاضیات
فرآیندهای  همرسی نقطۀ در شاخه این که گفت می توان تسامح، اندکی با می کند. شناسایی آنها مطالعۀ و
به مالی ریاضیات هرچند قراردارد. عددی محاسبات و احتمال آمار، مالی، مهندسی اقتصاد، تصادفی،
عمری آن مفاهیم برخی اما نمی رسد هم سال ۶٠ به آن عمر و است نوپا رشته ای دنیا در کلمه، جدید معنای
آتی ها، چون مفاهیمی (١٩۴۶-١٨٧٠) بشیلیه١ لویی بیستم، قرن اوایل در مثال، برای دارند. طولانی بس
مطالعه خود دکتری پایان نامۀ در را اختیارها ترکیب و نامتعارف اختیارهای (وانیلی)، استاندارد اختیارهای
اول جلد ١١ی بخش در او میلاد. از قبل سال ٣۵٠ می رسیم: ارسطو به برویم که عقب تر .[١] کرده است

بلک-شولز. بازار ایتو؛ لم کوپن؛ صفر قرضۀ ورقۀ بهره؛ نرخ مالی؛ مدل کلیدی. کلمات و عبارات
١Louis Bachelier

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٩ ©
٧
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که کنیم نقل را روش هایی داستان های که است خوب «همچنین می نویسد: سیاست کتاب جلد) ٨ (از
آوردن به دست هنرِ که کسانی برای این ها همۀ زیرا کرده اند، انباشته را خود ثروت آنها از استفاده با افراد
میلاد) از قبل ششم (قرن ملیطی تالس دربارۀ هست حکایتی است.» سودمند می دانند، ارزشمند را ثروت
نسبت او به است، بوده عام و خاص شهرۀ فرزانگی، در چون ولی است جهان شمول که او مالی طرح و
که ندارد کاربردی فلسفه می کردند فکر چراکه بود، نکوهش مورد هم مالی شدید فقر به دلیل او می شود. داده
محصول خود، سرمایۀ اندک با تالس زمستان، فصل در سال یک است. نشانده سیاه خاک به را آدم این
کرد پیش خرید قراردادی طی را مجاور شهر و خود شهر روغن کشی کارگاه های همۀ آتی سال زیتون روغن
برداشت، فصل فرارسیدن با می شود). نامیده فروش اختیار خرید امروزی، مالی بازارهای در معامله (این
که خواست قیمتی هر به را روغن مشتری، هجوم به توجه با و شد منطقه زیتون روغن کل صاحب تالس
یا و بزرگ پیشگویی یا و بود خوش شانس یا تالس کرد. تالس نصیب سرشار سودی معامله این فروخت.
اما می توانند شوند، ثروتمند بخواهند اگر فیلسوفان که می گیرد نتیجه ارسطو شد. ثروتمند تالس دو. هر

.[٢] دارند دیگری آرزو های و آمال آنها
بین تجاری روابط تنظیم برای بابل، فرمانروای میلاد)، از قبل ١٨٠٠) حمورابی تالس، از دورتر
خود معروف قانون از بخش هایی خوزستان)، و ایلام از بخش هایی و (میان رودان بابل سرزمین ساکنان
اعتبار زمین، اجارۀ شهروندی، تعهدات کشاورزی، کارگران استخدام زمین، مالکیت به را حمورابی) (قانون
جدول اینجا در .[٣] است داده اختصاص است، مالی ریاضیات مفاهیم مهم ترین از یکی که بهره نرخ و
به اشاره .[٣] می آوریم میان رودان باستانی حکمرانی های مختلف دوران های در را سالانه بهره نرخ های
معامله نرخ دو با است، رایج ما زمان در آنچه همانند ما اجداد دوران، آن در که باشد جالب شاید نکته این

قانونی. یا دولتی نرخ و خودشان بین رایج نرخ می کردند:

زندگی در اقتصادی امور پیشبرد و اداره ملزومات از بشری، جوامع در مالی مفاهیم که أکید می کنیم ت
محتوی تجدید می یابند، تعمیم و توسعه جوامع، گسترش به موازات مفاهیم این بود. خواهد و است بوده

می شوند. مالی بازار های وارد جدید، کاربردهایی با و می شوند

مالی بازار .٢
بین است قراردادی معامله می کنیم. معرفی را [١٨ ،١۴ ،۵ ،۴] مالی رایج مفهوم چند بخش، این در
مالی، بازار می کند. مشخص را حساب تسویۀ و مبادله نحوۀ آن، مفاد که دارایی دو مبادلۀ برای طرف دو
مشتقات و ارز قرضه، اوراق سهام، آنها عمده ترین که است کاغذی دارایی های یا بهادار اوراق معاملۀ محل
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میان رودان باستانی حکومت های در بهره نرخ های جدول .١ جدول

میلاد از قبل ٣٠٠٠-۴٠٠ میان رودان در بهره نرخ های
٪ قانونی نرخ های ماکسیمم ٪ رایج نرخ های میلاد از قبل تاریخ

نقره گندم نقره گندم
٢٠− ٢۵ ٢٠− ٣٣ ١٣ ٣٠٠٠-١٩٠٠ سومر

٢٠ ٣٣ ١٣ ٣٣ ١٣ ٢٠− ٣٣ ١٣ ١٩٠٠-٧٣٢
٢٠ ٣٣ ١٣ ٣٣ ١٣ ٢٠− ٣٣ ١٣ ۶٢۵-٧٣٢ بابل
٢٠ ٢٠ ٢٠-١٠ ٢٠− ٣٣ ١٣ ۶٢۵-۵٣٩

۴٠ تا پنجم قرن
چهارم

٢٠-۴٠ ٣٠-۵٠ هفتم تا نهم قرن آشور:
۴٠ ۴٠ ششم قرن پارس:

دلار تریلیاردها به آن، در روزانه معاملات حجم که است نیویورک بورس دنیا، مالی بازار بزرگترین هستند.
می رسد.

مفهوم دانستن بنابراین است. استوار معامله مورد دارایی های قیمت های بر بازارها، همۀ در معاملات
تعیین و نیست پایش قابل تنهایی به دارایی یک قیمت است. ضروری بسیار معامله گران برای دارایی قیمت
است برابر اول، دارایی از واحد یک قیمت است. پیمانه نام به دیگر دارایی یک نیازمند دارایی، قیمت
داشته یکسان مطلوبیت بازار، در همزمان تعداد، این و واحد آن هرگاه دوم دارایی از واحدهایی تعداد با
قیمت گذاری، و هستند نسبی قیمت ها است. قیمت گذاری عامل مهم ترین تقاضا و عرضه بنابراین باشند.
واحد یک را دوم دارایی از واحد هر ترتیب، این به است. انتگرال گیری یا مساحت تعیین همانند فرآیندی
واحد به عنوان می توان باشد، داشته مثبت همواره قیمتی که را دارایی هر می نامند. اول دارایی قیمت گذاری
رایج پول همان قیمت گذاری، واحد دنیا، بازارهای همۀ در امروزه حال، این با کرد. انتخاب قیمت گذاری

است. بازارها بین اجتناب ناپذیر و مهم بسیار عملیات از ارزها معاملات این رو از است. کشورها
باشند: فعال زیر زمینه های از یکی در است ممکن تخصصی، مالی بازارهای

اول عرضۀ می کنند. سرمایه گذاری آنها در عادی مردم که می پردازد سهامی معاملۀ به سهام: بازار
اگر می گیرد. صورت بازار همین ثانویۀ بازار در آنها، بعدی معاملات و اولیه بازار در سهام، این
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کنید. مراجعه ثانویه بازار به باید آن فروش برای باشید، خریده را شرکتی سهام اولیه بازار از شما
و می رساند یاری مردم بین شرکت ها مالکیت گسترش به سهام، ستد و داد طریق از سهام بازار
از نمونه ای (OTC) بورس از خارج بازار می کند. تقویت را شرکت فعالیت استمرار پایه های
ارزان تر و روان تر آن در معاملات و دارد کمتری پاگیر و دست مقرارات است، ثانویه بازار یک
بورس از خارج بازار در معامله مورد قراردادهای از نمونه ای سلَف قراردادهای می گیرد. صورت

هستند.
است مؤسساتی و شرکت ها و جدید شرکت های برای نقدینگی تأمین محل قرضه: اوراق بازار
است مدت داری بهادار ورقۀ مشارکت)، (ورقه قرضه ورقۀ مواجه اند. نقدینگی کمبود با که
مشخص، بهره  ای نرخ با و است شده نوشته آن بر که وجهی پرداخت ازای در سرمایه گذار که
اوراق کم ریسک ترین از و دارند دولتی پشتوانۀ معمولا قرضه اوراق می کند. خریداری را آن
اوراق دارند. بسیاری پیچیدگی های بهره، نرخ با ارتباط به دلیل حال، این با هستند. بهادار
حساب تسویۀ هنگام یا خرید آغاز در را سود و نمی پردازند سودی خود عمر طول در که قرضه  ای
نرخ های انواع اوراق، این از استفاده با می شوند. نامیده صفرکوپن قرضۀ اوراق می پردازند،
بازار بدهی، بازار قرضه، اوراق بازار می شود. تعریف آتی بهرۀ نرخ و لایبور نرخ جمله از بهره

می شود. نامیده نیز ثابت در آمد بازار و اعتبارات
سررسیدهای با و سریع نقدشوندگی با دارایی هایی آن، در که سرمایه بازار از بخشی پولی: بازار
پذیرش های سپرده، گواهی های بازار، این در می شود. معامله سال) یک از (کمتر کوتاه مدت

می شوند. ستد و داد تجاری، اوراق و خزانه اسناد بانکی،
وابسته دیگری دارایی ارزش به آن ارزش که است کاغذی دارایی نوعی مشتقه مشتقات: بازار
نام هایی آتی ها، سلَف ها، سوا پ ها، اختیارها، است. وابستگی این گویای مشتقه نام و است
مشتقات و قرضه اوراق مشتقات و سهام مشتقات از دنیایی هستند. خاص مشتقاتی برای چند

است. دارایی ها این ستد و داد محل مشتقات، بازار دارد. وجود بهره نرخ های
است، جهان بازارهای نقدشونده ترین بازار، این است. ارزها معاملۀ تخصصی بازار فارکس: بازار

می شود. تعریف است، بازار این کالای که ارز مفهوم بر مبتنی نقدشوندگی، چراکه

رفت هزینۀ ثبت، هزینۀ بنگاه، هزینۀ عوارض، مالیات، که دارد بسیاری جانبی هزینه های ستدی و داد هر
می شود. نامیده اصطکاک بدون معامله باشد، نداشته را هزینه ها این که معامله ای است. آنها جملۀ از آمد و
ستدی، و داد هر لازمۀ همچنین است. شده ارائه بازار، بودنِ اصطکاک بدون فرض با بلک-شولز مدل
حساب این موجودی B٠ و r مرکب، پیوستۀ ریسکِ بدون بهرۀ نرخ اگر است. بانکی حساب یک داشتن

.Bt = ertB٠ با است برابر t لحظۀ در آن موجودی باشد، t = ٠ لحظۀ در
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افراد این ریسک پذیران. یا سوداگران (الف) کرد: تقسیم دسته سه به می توان را مالی بازار فعالان
پوشش دهندگان یا ریسک پوشان (ب) بزنند؛ جیب به سرشار سودی که می کنند معامله ریسک دار بازار در
دنبال به این ها آربیتراژگران. (پ) کنند؛ خنثی را دیگری معاملۀ ریسک تا می کنند معامله آنها ریسک.
سودی گران، بازارِ در فروش و ارزان بازارِ از دارایی آن خرید با تا هستند دارایی یک برای قیمت دو فرصت

کنند. سرازیر خود جیب به ریسک بدون

اطلاعات .٣
چگونه و چیست اطلاعات ریاضی مدل اینکه است. اطلاعات بر مبتنی مالی، فرآیند هر ریاضی مدل
و می آید به دست دارایی ها مشاهده شدۀ قیمت های از اطلاعات، است. بخش این موضوع می رسیم، آن به
رابطه ای نوشتار، این نظر مورد اطلاعات که گفت می توان دارد، رابطه بودن تصادفی با همواره مشاهده، چون
مالی فرآیندهای که را احتمالی فضای نوشتار، این در دارد. قیمت ها زمانی سری و احتمال نظریۀ با نزدیک
می نامیم. بازار عینی احتمال فضای را آن  و می دهیم نشان (Ω,F , P ) نماد با می شوند، تعریف آن بر
خواهیم یاد به همواره شد. خواهد تعریف دیگر مفاهیم البته و فضا این از استفاده با نیز اطلاعات بنابراین
مهم ترین از یکی بنابراین می دهد. افزایش پویا پدیدۀ هر به نسبت را ما اطلاعات زمان، گذشت که داشت

است. زمان به نسبت آن بودن صعودی اطلاعات، ویژگی های
و (L,≤) جزئی-مرتب مجموعۀ اگر می نامیم پالایش شده را (Ω,F , P ) احتمال فضای .٣ . ١ تعریف
برابر را L عمل، در باشد. موجود F از F = {Ft, t ∈ L} زیرسیگما-میدان های از صعودی خانوادۀ
انتخاب [٠, T ] به صورت بازه ای یا است ٠ شامل که N٠ از متناهی زیرمجموعه ای ،N٠ = N ∪ {٠}
اگر است سازگار –F ،Xt تصادفی فرآیند می گوییم و می نامیم (Ω,F , P ) روی پالایه یک را F می کنند.
به دست Ft اطلاعات مشاهدۀ به محض Xt مقدار دیگر، عبارت به .Xt ∈ Ft باشیم داشته t هر به ازای

می دهیم. نشان (Ω,F ,F, P ) نماد با را F پالایۀ با (Ω,F , P ) پالایش شدۀ احتمال فضای می آید.
مشاهده شدۀ مقادیر از استفاده با معمولا است: قرار این از مالی بازارهای با تعریف این پیوند چگونگی
(پیش بینی) برآورد را X مانند مجهول تصادفی متغیر یک رفتار ،Y : Ω→ R مانند تصادفی متغیر یک
رایج ... و هواشناسی جامعه شناسی، اقتصاد، انسان، اجتماعی زندگی ارکان تمام در کار این می کنند.
که پیدا کنیم چنان را X بر آوردگر به موسوم X̃ = f(Y ) مانند تابعی باید صورت، ساده ترین در است.
شده تولید سیگما-میدان σ(X) و X ∈ L٢(F) اگر مثلا باشد. نزدیکترین X به مشخص، به معنایی

که است معنی این به نزدیکی این باشد، X به وسیلۀ
∥X − X̃∥٢ = min

Z∈L٢(σ(Y ))
∥Z −X∥٢.
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L٢(σ(Y )) از عضوی X̃ دیگر، عبارت به می نامیم. X دوم توان کمترین برآوردگر را X̃ صورت، این در
L٢(σ(Y )) کامل فضای بر X قائم تصویر بنابراین است. نزدیکتر X به همه از آن، اعضای میان در و

است. Y از آگاهی شرط به X پیشگوی بهترین X̃ = E[X|Y ] یعنی است،
مالی دارایی یک زمینۀ در بحث وارد منظور، این برای می نگریم. مالی حیطۀ در را مفاهیم این حال
پیدا دیگری روش هر یا محاسبه جو، و پرس با را دارایی آن واحد یک قیمت (t = ٠) آغاز در می شویم.
تابعی است. عدد همین اول، لحظۀ در بازار از ما اطلاع کل .S٠ مانند می آوریم به دست عددی می کنیم.
t = ١ لحظۀ در را دارایی قیمت بخواهیم اگر دیدیم، بنابر آنچه .(Ω,F , P ) احتمال فضای بر ثابت
S٠ زیرا ،σ(S٠) = {∅,Ω} داریم آوریم. به دست را F٠ = σ(S٠) سیگما-میدان باید کنیم، برآورد
است عبارت ،t = ١ لحظۀ در دارایی قیمت ،S١ از خوب بسیار برآورد یک بنابراین است. ثابت Ω بر
برآورد، این از استفاده با آورده ایم. به دست را S١ برآورد بهترین تاکنون بنابراین .S̃١ = E[S١|F٠] از
.S̃١ ∈ F١ و باشد F احتمال صفر اعضای تمام شامل که می سازیم چنان را F از F١ زیرسیگما-میدان
هستند. F١-اندازه پذیر همگی که می آید به دست نیز S١ برآورد های بهترین از خانواده ای ترتیب، این به
قیمت و F١ سیگما-میدان ترتیب، این به است. همگرا S١ به L٢ نرم در خانواده این اعضای از دنباله ای

یعنی می آید، به دست S٢ از S̃٢ برآورد بهترین مشابهاً می آیند. به دست S١ ∈ F١ مجهول
S̃٢ = E[S٢|F١].

حد به عنوان را S٢ و S̃٢ ∈ F٢ و F١ ⊂ F٢ که می سازیم چنان را F از F٢ زیرسیگما-میدان حال
روش، این ادامۀ با می آوریم. به دست L٢(F٢) فضای در S̃٢ ∈ F٢ برآوردهای بهترین از دنباله ای
nاُم لحظۀ در دارایی قیمت های برای {Sn} دنبالۀ و F زیرسیگما-میدان های از {Fn} صعودی دنبالۀ
همۀ حامل Fn مذکور، دنباله های ساختن نحوۀ به توجه با .Sn ∈ Fn طوری که می آوریم به دست را

نیز و است nاُم لحظۀ تا قیمت ها اطلاعات
Sm = E[Sn|Fm], ٠ ≤ m ≤ n.

می شود نامیده نیز بازار تجربی اندازۀ و آماری اندازۀ عینی، اندازۀ P احتمال اندازۀ نوشتار، این در
نمی توان اندازه این با می کنند. استفاده آن از خود محاورات در بازار فعالان که است احتمالی همان و
بتوان و باشد P معادل که بگردیم Q چون احتمالی اندازۀ به دنبال باید و داد انجام ریاضی محاسبات
معادل (Ω,F) بر را Q و P اندازه های تعریف، بنابر داد. انجام ریاضی محاسبات آن، از استفاده با
به به عکس. و Q(A) = ٠ گرفت نتیجه بتوان P (A) = ٠ از اگر P ≈ Q می نویسیم و می نامیم
شد، بیان چنان که باشند. پیوسته مطلقاً هم به نسبت اگر تنها و اگر هستند معادل Q و P دیگر، عبارت
که است این بر فرض و است t لحظۀ تا بازار اطلاعات همۀ نشانگر Ft سیگما-میدان مالی، بازارهای در



١٣ مالی ریاضیات بر ١٣در آمدی مالی ریاضیات بر ١٣در آمدی مالی ریاضیات بر در آمدی
متقارن اطلاعات، لحاظ از بازار دیگر، عبارت به برخوردارند؛ اطلاعات این از بازار در معامله گران همۀ
بلک-شولز مدل در مثلا دارد. بستگی مطالعه مورد مدل به می شود، تولید چگونه اطلاعات این اینکه است.
حرکت این اگر می شود؛ تولید مدل در موجود براونی حرکت به وسیلۀ اطلاعات ریسک دار، دارایی یک با

آن گاه باشد، Wt براونی
Ft = {W−١

s (B) : ٠ ≤ s ≤ t, B ∈ B(R)}

است. R برل  مجموعه  های سیگما-میدان B(R) آن، در که

آربیتراژ .۴
نصیب گاهی که است مزیتی و است بازار ذاتی پدیدۀ ، آربیتراژ صرفاً یا آربیتراژ سبد آربیتراژ، فرصت
مختلف جای دو در اگر دارد آربیتراژ بازار، که می شود گفته صورت، ساده ترین در می شود. آربیتراژگران
گران و بخرند ارزان می کنند فرصت آربیتراژگران بنابراین باشد. داشته متفاوت قیمت دو دارایی یک آن،
غیرمنصافانه بازی منشأ آربیتراژ کنند. انباشته ریسک بدون سود از را خود جیب ترتیب، این به و بفروشند
بازار فرصت جویان، اقدام اثر در زیرا است، کوتاه آربیتراژ عمر حال، این با است. بازار محرک موتور و
ناسازگاری درِ از خود با محرک، موتور و باز می ایستد حرکت از آربیتراژ ماشین و می رسد تعادل به به زودی
روند عمر که است شرایطی از بازار در آربیتراژ نبود بنابراین می کند. بازار تعادل تسلیم را خود و درمی آید
ریاضیات دوم و اول بنیادی قضیه های می کند. حاکم بازار بر را منصفانه بازی و طولانی را بازار تعادلی
اول، بنیادی قضیۀ کلی، بسیار بیان به شده اند. صورت بندی بازار، در آربیتراژ نبودن بر مبتنی دو هر مالی
آربیتراژ بدون بازار دوم، بنیادی قضیۀ و معادل مارتینگلی اندازۀ وجود با می داند معادل را آربیتراژ نبودن
آربیتراژ مفهوم تلاقی محل مالی نظریۀ ظاهراً بنابراین باشد. یکتا اندازه این اگر تنها و اگر می داند کامل را

است. مارتینگل نظریۀ آن، به تبع و احتمال نظریۀ و
بدون  را بعدی بخش های بتوانیم تا می کنیم صورت بندی را مذکور قضیه های و آربیتراژ مفهوم اکنون
دارایی .N ،. . . ،١ ،٠ شماره های با دارد دارایی N + ١ بازار، کنیم فرض دهیم. ادامه خاطر، دغدغۀ
برابر t = ٠ لحظۀ در آن موجودیِ می کنیم فرض و می گیریم ریسک بدون بانکی حساب را ٠ شمارۀ با
از واحد یک قیمت و ریسک دار را دارایی ها بقیۀ باشد. S٠

t ،٠ < t ≤ T لحظه های در و S٠٠ = ١ با
t لحظۀ  در دارایی ها این قیمت بردار می گیریم. Si

t با برابر t لحظۀ در را ،i = ١, . . . , N iاُم، دارایی
هستند. نامنفی بردار، این مؤلفه های همۀ که می کنیم توجه .St = (S٠

t , S
١
t , . . . , S

N
t ) از است عبارت

ht = (h٠
t , h

١
t, . . . , h

N
t ) Nتایی + ١ یک از است عبارت بازار، این در مالی سبد یک .١ . ۴ تعریف

نشان Vt با t لحظۀ در را سبد این قیمت است. سبد در iاُم دارایی واحدهای تعداد معرف آن، iاُم مؤلفۀ که
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داخلی ضرب با و می دهیم
Vt = ht.St =

N∑
i=٠

Si
th

i
t

است. t لحظۀ در سبد ثروت Vt واقع، در می کنیم. تعریف
سبد دارندۀ که است آن معنای به که باشند هم منفی اعداد می توانند سبد مؤلفه های که می کنیم توجه

است. تصادفی فرآیندی Vt به علاوه دارد. بدهی اقلام، آن در
حساب از برداشت یعنی گرفتن، وام بازار، این در که می کنیم اشاره آربیتراژ، دقیق تعریف ارائۀ از قبل

است. مجاز آن، داشتن بدون دارایی فروش یعنی امانی، فروش نیز و میزان هر به بانکی
روابط در آن ثروت اگر می نامیم آربیتراژ سبد یک را ht سبد .٢ . ۴ تعریف

P (V٠ > ٠) = ٠ (١)
P (VT ≥ ٠) = ١ (٢)
P (VT > ٠) > ٠ (٣)

کند. صدق
را سبد V٠ = ٠ سرمایۀ با سرمایه گذار t = ٠ زمان در تعریف، این اساس بر که می کنیم ملاحظه
اگر می نامیم آربیتراژ بدون را بازار می یابد. دست VT مثبت ثروتِ به ،T سررسید در و می دهد تشکیل
(٣) و (٢) شرایط از سبد، هر به ازای آربیتراژ، بدون بازار در بنابراین باشد. نداشته آربیتراژی سبد هیچ
آربیتراژی سبد هر انتخاب به مجاز اگر که است این نکته شود. نتیجه P (VT > ٠) > ٠ شرط باید
سبدی انتخاب با اگر دیگر، عبارت به .[۵] باشد آربیتراژ بدون بازار، که باشیم داشته توقع نباید باشیم،
کردن کم و برد امید به بانک از گرفتن وام با هم باز می توانیم بگیریم)، وام بانک (از بیاوریم بالا بدهی
بانک. ثروت کل باخت تا قس علی هذا و کنیم ایجاد بیشتری بدهی و دهیم ادامه بازار بازی به قبلی، بدهی
نتوانیم مثلا کنیم. انتخاب قبول قابل را سبد و کنیم منظور محدودیت هایی سبد، انتخاب در باید بنابراین

شویم. بدهکار خواستیم، قدر هر
یافت a مثبت عدد و h٠ = ٠ اگر می نامیم قبول قابل را ht = (h٠

t , h
١
t, . . . , h

N
t ) سبد .٣ . ۴ تعریف

که شود
Vt = St.ht ≥ −a, ٠ ≤ t ≤ T.

نهاده کناری به بازار بازیِ از ورشکسته مانند الفاظی با باشیم، بدهکار a از بیشتر مبلغی اگر بنابراین
 می شویم.



١۵ مالی ریاضیات بر ١۵در آمدی مالی ریاضیات بر ١۵در آمدی مالی ریاضیات بر در آمدی
پاسخ یک ببرند؟ سود بی نگرانی و بی رنج و دهند تشکیل آربیتراژ سبد می توانند کسانی چه اما
از بیشتری اطلاعات که کسانی دیگر، عبارت به دارند. خبر آینده از که کسانی که است این ساده، نه چندان
اثبات است. رانتی و است نامتقارن بازار، در اطلاعات توزیع می گویند صورت، این در دارند. بازار وضع
از بهره مندی نیازمند کلی حالت در و است مالی ریاضیات مهم مسائل از یکی بازار، در آربیتراژ نبودنِ
بیان از قبل است. توپولوژی و احتمال نظریۀ اندازه، نظریۀ مارتینگل، نظریۀ تابعی، آنالیز از قضیه هایی
قضیه این که می دهیم ارجاع [۶] در ٩ فصل به را خواننده مالی، ریاضیات بنیادی قضیۀ اولین صورت
است، آربیتراژ نبودنِ شرط مستلزم که صفر ریسک با مجانی ناهار نبودنِ گسترده ترِ شرط از استفاده با را

است. کرده صورت بندی
یافت Q معادل احتمال اندازۀ اگر تنها و اگر است آربیتراژ بدون T = ١ فرض با فوق بازار .۴ . ۴ قضیه

به طوری که شود
Si٠ =

١
١ + r

EQ[Si١], i = ١, . . . , N
نسبت امید EQ و t = ٠ لحظۀ در بانکی حساب موجودی B٠ = ١ ثابت، بانکی بهرۀ نرخ r آن، در که

است. Q احتمال اندازۀ به
مورد در مقدار همین به بگذارید .[۵] می شود نتیجه فارکاش لم از صورت بندی، این با قضیه اثبات

کامل. بازار شناخت دنبال به برویم و کنیم اکتفا بنیادی قضیۀ اولین
می نامیم. مطالبه یک به اختصار، یا مشروط مطالبۀ یک Xرا مانند نامنفی تصادفی متغیر هر .۵ . ۴ تعریف
که باشد داشته وجود ht مانند سبدی و باشد انتگرال پذیر اگر می شود نامیده حصول قابل مشروط مطالبۀ
است قراردادی حصول، قابل مشروط مطالبۀ دیگر، عبارت به .VT = X باشیم داشته ،T سررسید در

می کند. دریافت T سررسید در را X مبلغ قرارداد، دارندۀ آن، مفاد مطابق که
مشروط مطالبات معروف ترین از نامتعارف) برمودایی، وانیلی، آسیایی، آمریکایی، (اروپایی، اختیارها
است. سررسید از قبل آن، با ارتباط در نقدی جریان نبودنِ دارد، کم مشروط مطالبۀ که ویژگی ای هستند.
مطالبات قیمت تعیین مالی، بازارهای فعالان و مالی ریاضیات به مربوط مسائل مهم ترین از یکی بنابراین
است، بازار در معامله قابل دارایی یک به مطالبه تبدیل کار، این انجام روش های از یکی است. مشروط
آغاز را جدیدی فعالیت سررسید، از قبل آن فروش با بخواهد مطالبه دارندۀ است ممکن حداقل چراکه
بدون تاریخ دار چک مثلا دهد. ارائه قیمتی ٠ ≤ t < T زمان های در آن برای بتواند باید بنابراین کند.
آن در مندرج مبلغ نمی تواند چک تاریخ از قبل چکی، چنین دارندۀ است. مشروط مطالبۀ یک حامل، نام
به تناسبِ چک مبلغ از کمتر مبلغی و واگذار دیگری به (تخفیف) تنزیل با را آن می تواند اما کند وصول را
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هر ترتیب، این به دارد. چک عمر اندازۀ به قدمتی ایران، بازار در کار این کند. دریافت سررسید، تا زمان
می شود. دارایی یک به تبدیل خود پایه، دارایی یک به ارجاع بدون چک برگ

برابر ٠ ≤ t < T ،t زمان در حصول قابل مطالبۀ قیمت آربیتراژ، بدون بازار در ([٧،۵]) .۶ . ۴ قضیه
زمان. همین در آن بازسازی کنندۀ خودتأمین سبد ارزش با است

و است برابر سررسید، تا زمان ها همۀ در بازسازی کننده سبد قیمت با مشروط مطالبۀ قیمت بنابراین
موازنۀ تجدید با متناظر نقدیِ جریان این رو از می کند. ایجاد نقدی جریان یک نظری، به لحاظ حداقل لذا
آن ثروت در سبد، عمر طول در اگر می نامیم خودتأمین را سبد می نامیم. نیز مطالبه نقدیِ جریان را سبد
سبدی تشکیل صرف t لحظۀ در خودتأمین سبد ثروت گسسته-زمان، سبدهای در نکنیم. ایجاد تغییری
ثروت بنابراین شود. نگهداری تغییر بدون (t, t + ١) زمانی بازۀ در باید که می شود دارایی ها همان از
قابل آن، در مشروط مطالبۀ هر اگر می نامیم کامل را بازار می کند. صدق بودجه معادلۀ در خودتأمین سبد

باشد. خودتأمین سبدی به وسیلۀ بازسازی
کنیم. بیان را مالی ریاضیات بنیادی قضیۀ دومین می توانیم اکنون

بنیادی قضیۀ در معادل مارتینگلی اندازۀ اگر تنها و اگر است کامل آربیتراژ، بدون بازار ([۶]) .٧ . ۴ قضیه
باشد. یکتا اول،

بازده و ریسک .۵
باید ریسک دار، پروژۀ یک در سرمایه گذاری هستند. سرمایه بازار مهم محرک های از بازده و ریسک
سرمایه گذاری این رو از داشته باشد. کار این انجام برای انگیزه ای سرمایه گذار، تا باشد داشته بالایی بازده
دارد. بالایی بسیار بازده یا و نمی گیرد صورت یا هستند، طبیعی بلایای یا جنگ بروز مستعد که مناطقی در
خود سرمایۀ سرمایه گذاران لذا و می دهد افزایش را سرمایه گذاری ریسک ناامنی، احساس دیگر، بیان به
بیشتری سود انتظار کردند، سرمایه گذاری هم ناامن جایی در اگر و می کنند سرمایه گذاری امن جا های در را
ریسک امن، فضای در است. سرمایه گذاران از بسیاری آرزوی امنیت، که گفت بتوان شاید لذا دارند.
صبح به به راحتی را شب فضا این در سرمایه گذار است. بالا سرمایه امنیت اما است اندک سرمایه گذاری
در پس انداز مثلا دارد. هم کمتری درآمد ناامن، فضای در سرمایه گذار یک با مقایسه در ولی می رساند
است ممکن ریسک دار، سرمایه گذاریِ در است. ریسک بدون (تقریباً) سرمایه گذاریِ معتبر، بانک یک
از یکی بزند. جیب به سرشاری سود اینکه یا و بدهد دست از را خود سرمایه از بخشی یا همه سرمایه گذار
بازپرداخت از دلیل، هر به است ممکن وام گیرنده است. پایین وثیقۀ با وام های سرمایه گذاری ها، نوع این
در بزرگ بانکی وام های نماید. نکول دچار هم را وام دهنده و کند) (نکول کند خودداری وام فرع و اصل



١٧ مالی ریاضیات بر ١٧در آمدی مالی ریاضیات بر ١٧در آمدی مالی ریاضیات بر در آمدی
دوست بعضی هستند. متفاوت ریسک پذیرش لحاظ از سرمایه گذاران می گیرند. جای مقوله این در ایران
هستند. ریسک پذیر این ها اندازند؛ خطر به بیشتر سود کسب برای را خود سرمایۀ و کنند ماجراجویی دارند
این بین هم بسیاری هستند. ریسک گریز اینان نمی تابند؛ بر سرمایۀ خود برای را خطری هیچ دیگر، بعضی

دارند. قرار حد دو
روش هایی کردن پیدا شامل ریسک١ پوشش یا دفع دارد. اهمیت گوناگون جنبه های از ریسک مطالعۀ
مالی ریاضیات هدف های از یکی می شود. کمینه یا حذف سرمایه گذاری ریسک آنها، از استفاده با که است
و جدید دارایی های خلق روش ها، این از یکی است. روش ها این کردن پیدا کاغذی، معاملات در به ویژه
دارایی هایی مشروط، مطالبات یا و مشتقات یا مالی ابزارهای به موسوم دارایی های است. بیمه دیگر، یکی
است. وابسته پایه، دارایی های یا دارایی به موسوم دیگر دارایی چند یا یک قیمت به آنها بهای که هستند
روش های از گاما پوشش و دلتا پوشش هستند. دارایی ها گونه این از سواپ ها سلَف ها، آتی ها، اختیارها،
است. ریسک پوشش روش های از دیگر یکی نیز بیمه هستند. بلک-شولز مدل در ریسک دفع شناخته شدۀ
این مهم نکتۀ کند. بیمه شرکت، یک پیش وام گیرنده نکول مقابل در را خود است ممکن وام دهنده مثلا
دارایی به تبدیل معامله،  پایۀ دارایی های از مستقل مالی، ابزارهای است ممکن مالی بازارهای در که است
این از داشتند، ٢٠٠٧ مالی بحران در ویژه  نقشی که ها CDO مثلا شوند. دیگر مالی ابزار یک برای پایه

هستند. ابزارها نوع
انسان، زندگی از زمینه ای هر در ریسک نمی شود. حاصل گزاره ها این  از ریسک تعریف حال، این با

باشد. مناسب شاید زیر تعریف مالی ریاضیات در .[١۴] دارد را خود خاص تعریف

وقتی R واقعی بازده از E انتظار مورد بازده انحراف از است عبارت سرمایه گذار ریسک .١ . ۵ تعریف
.E −R < ٠ یعنی باشد، منفی انحراف این

مالی مدل های .۶
تأثیر دارایی قیمت بر که است پارامترهایی بین ریاضی روابط از دستگاهی دارایی، یک مالی مدل
بعد به ترسیم زمان از دارایی رفتار نقشۀ واقع در مالی مدل می کنند. تعیین را آن تقریبی رفتار و می گذارند
الگوی تهیۀ برای دیگری) کس نه (و خیاط است. ساختمان مهندسی نقشۀ یا خیاطی الگوی شبیه است.
پیاده الگو کاغذ بر را آنها و جمع آوری را تعینی) و دقیق نسبتاً (اندازه  های متقاضی اطلاعات خیاطی،
سرانجام، کند. جلوگیری خطا رخداد از تا می کند وارسی بارها و بارها را آماده شده الگوی سپس می کند.
لباسی خیاط، کارِ نتیجۀ می کند. آماده دوخت برای و می برد را پارچه می کند، پیاده پارچه بر را نهایی الگو ی
است. فراوان پیچیدگی های با همراه و ظریف تر قدری مالی مدل ساز کار می دهد. مشتری تحویل که است
١hedging
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مواجه زمان گذشت پدیدۀ با نخست راه، این در کند. جمع آوری دارایی دربارۀ را بازار اطلاعات باید او
خیاطی مشتری اندازه های حالی که (در کند تغییر دیگر لحظۀ به لحظه ای از است ممکن قیمت می شود؛
به مردم مطلوبیت های و نیازمندی و سیاسی اوضاع تقاضا، و عرضه آن، از پس ندارد). را ویژگی این
هر بنابراین می گذارد. تأثیر دارایی آن قیمت بر ... و طبیعی حوادث اجتماعی، پدیده های دارایی، این
این از هیچ کدام است. تصادفی هم و زمان از تابعی هم آید، به دست دارایی قیمت مورد در که اطلاعی
را قیمت اطلاعات این او می کند. سلب را امکان این زمان گذشت زیرا نیستند، تجدیدپذیر اطلاعات،
محور که صفحه ای در اطلاعات این ترسیم با می کند. گردآوری سال ها شاید و ماه ها روزها، ساعت ها، برای
می کند. انتخاب را خود مدل موجود، نمودارهای با حاصل نمودارهای مقایسۀ و است زمان محور آن افقی
مقایسۀ امکان ایجاد و دارایی آتی رفتار پیش بینی سرمایه گذاری، برای پیشنهاد ارائۀ مدل ساز، کار نتیجۀ

است. بازار در رقابت برقراری نتیجه در و نظر، مورد دارایی قیمت حدود در قیمتی با دارایی ها انواع
آنها از استفاده با بانک ها که هستند مالی ابزارهایی ها CDO یا وثیقه دار بدهی تعهد های .١ . ۶ تعریف
خرید وام های می رسانند. فروش به ثانویه بازار در مالی محصولی به صورت و می کنند دسته بندی را وام ها

.[١٠،۴] هستند قبیل این از شرکتی، بدهی های و رهن ها اعتباری، کارت بدهی  ماشین،
و زمان گسسته دستۀ دو به آنها، در زمان متغیر دامنۀ گرفتن نظر در نحوۀ به توجه با مالی مدل های
نخستین کرد، دفاع آن از ١٩٠٠ سال در که خود دکتری رسالۀ در بشیلیه لویی می شوند. تقسیم زمان پیوسته

حسابی: براونی حرکت به صورت را پاریس بورس در زمان پیوسته سهام قیمت مدل
St = S٠ + σWt

یعنی مدل، این ضربی صورت اکنون است. براونی حرکت یک Wt آن، در که داد ارائه
St = S٠eµt+σWt

حرکت ساموئلسون١، پل .[١٢] است بلک-شولز معروف مدل مبنای هندسی، براونی حرکت به موسوم
مورد، دو هر در .[١۵] کرد معرفی اختیار پایۀ دارایی قیمت فرآیند به عنوان ١٩۶۵ سال در را هندسی براونی
حرکت عامل یک شامل است، سرمایه گذاری ریسک حامل که قیمت نوسانی بخش که می کنیم مشاهده

یعنی می شود، تولید براونی حرکت به وسیلۀ بازار اطلاعات که می کنند فرض این رو از است. براونی
Ft = {W−١

s (B) : ٠ ≤ s ≤ t, B ∈ B(R)}

.٠ ≤ t ≤ T هر برای
١Paul Samuelson



١٩ مالی ریاضیات بر ١٩در آمدی مالی ریاضیات بر ١٩در آمدی مالی ریاضیات بر در آمدی
نادقیق، بیانی به شد. انجام بلک-شولز مدل معرفی از پس مالی، نظریۀ به زمان گسسته مدل های ورود
بانکی حساب و سهام دارایی دو با بازاری برای را زمان گسسته دوجمله ایِ مدل رابینشتاین١ و راس کاکس،

.[٢٢،٢١] است همگرا بلک-شولز مدل به مدل، این که کردند ثابت و معرفی
از رایانه ای مدل های طراحی با کمی تحلیل گران که شرایطی به توجه با مدل سازان. بیانیۀ .١ . ۶
را ٢٠٠٧ مالی بحران موجبات و کردند تحمیل آمریکا مسکن بازار بر آنها فروش و انتشار و ها CDO
نیز [١١] مقالۀ می شود. روشن ها CDO به آن مستقیم اشارۀ و بیانیه این انتشار از هدف آوردند، فراهم
ما هدف اینجا در دارد. مستقیم اشاره هایی بحران، این پیدایش در مالی تحلیل گران و ها CDO نقش به
را متن این بارها و بارها باید دارند، سروکار مالی مدل سازیِ و مدل با که آنهایی که است نکته این بر أکید ت
جزئیات است. افراد منافع بر مقدم جامعه منافع بگیرند. درس انصراف، یا کار ادامۀ برای آن از و مطالعه
پل و دِرمن٢ امانوئل توسط ٢٠٠٩ سال در که است شده بیان مدل سازان» «بیانیۀ در مالی مدل سازِ کار
[٩] به اصلی متن دیدن برای می آوریم. آن اهمیت به دلیل را متن این ترجمۀ اینجا در شد. صادر ویلموت٣

کنید. مراجعه
کابوس مسدود، اعتبارات کابوس نقدینگی، نبود کابوس است. بازارها فراز بر پرواز حال در «کابوسی
وضعیت در مالی بازارهای ،٢٠٠٧ در کم اعتبار رهن های ریزش آغاز با مالی. مدل های پیاپی شکست های
به بازاری از کابوس این واگیردار شیوع ناگهانی، تحرکات مانند ویژگی هایی با که گرفته اند قرار جدیدی
گستره های که می کرد فکر کسی (چه می شوند. مشخص تصور، قابل غیر تقریباً ناهنجاری های و دیگر بازار
قابل غیر فزاینده ای به طور همگی شناخته شده ارزیابی مدل های شود؟) منفی خزانه اسناد انواع سواپ
اتفاق بار یک قرن هر در که سونامی یک به را خود زیان های که ریسک مدیر آن کجاست شده اند. اعتماد
کردیم: تنظیم را زیر متن و شدیم جمع نیویورک شهر در کابوس، این دفع برای باشد؟ نکرده تشبیه می افتد،
اوراق و سهام ین، و دلار مانند ساده اوراق از سرمایه گذاری، صندوق های مدیریت نحوۀ مالی، نظریۀ در
را اعتباری نکول سواپ های و کم اعتبار های CDO اختیارها، و آتی ها مانند پیچیده اوراق تا گرفته قرضه
نشان برای و آنها ریسک برآورد بهادار، اوراق منصفانۀ ارزش برآورد برای مالی مدل های می کنیم. مطالعه
و می کند؟ بیان را ورقه قیمت می تواند چگونه مدل یک می شوند. ساخته ریسک، این کنترل نحوۀ دادن

خوردند؟ سخت شکستی کم اعتبار های CDO به مربوط مدل ها ی چگونه
آنها، فعلی وضعیت از استفاده با مادی پدیده های رفتار پیشگویی در چشم گیر موفقیت به علت فیزیک
آزمایش یک مکرر تکرار با را گیتی فیزیکدان ها، است. داده قرار تأثیر تحت را مالی مدل سازان از بسیاری
از را توپ ها گالیله می کنند. مطالعه آنها، بر حاکم سحر آمیز تقریباً ریاضی قوانین و نیرو ها کشف برای
با را پروتون ها بارها و بارها ژنو، در واقع سرن آزمایشگاه در بزرگی تیم های کرد، رها پیزا مایل برج بالای
١Cox-Ross-Rubinstein ٢Emanuel Derman ٣Paul Wilmott
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گذاشته کنار کند، نقض را تجربه ای آن، پیش بینی های و شود پیشنهاد قانونی اگر دادند. برخورد پروتون ها
هستند. دقیق ممیز از بعد رقم ده تا اتمی فیزیک قانون های می کند. کار به درستی روش این می شود.

است. متفاوت می کنند، مطالعه پولی ارزش ذهنی دنیای دربارۀ که اقتصاد و مالی علوم داستان اما
تشکیل مردمی از بازار اما کند کشف را خود قوانین فیزیک، از تقلید با که کرده است تلاش بسیار مالی نظریۀ
سایر احساس های از آنها انتظار و حوادث مورد در زودگذر احساس های حوادث، تأثیر تحت که شده است
چنین اگر حتی و ندارد وجود بنیادی ای قانون هیچ نظریه، این در که است این حقیقت دارند. قرار مردم،

نداشت. وجود مکرر آزمایش های انجام طریق از آن درستی تحقیق برای راهی می داشت، وجود قانونی
گمراه کننده و خوش ساخت ها CDO مدل ها ی مانند که داد نشان مدل یک از نمونه ا ی می توان به سختی
قیمت همزمان تغییرات مطالعۀ برای را مجرد احتمال نظریۀ ها، CDO دربارۀ پژوهشی مقاله های باشد.
اکنون که مدل سازانی باشد. پیچیده بسیار می تواند رهن همه این بین رابطۀ می برند. به کار رهن هزاران
دینامیک همۀ که متهم اند آنان نشان دهند؛ استفاده قابل را آن است لازم ساخته اند، را خود توهم آمیز نظریۀ
گذاشته اند، باقی که چیزی تنها و کرده اند رها خود حال به را آشغال ها و جارو مدل فرش زیر به را مجهول
تقلیل پارامتر یک به فقط نااطمینانی کل مضحک: تا عالی از نکول. همبستگی به موسوم است عددی
از بیش اعتماد این می آورد. به دست را CDO ارزش کند، مدل وارد را آن معامله گر وقتی که است یافته
برعکس درست می دهد؛ ارائه توخالی توصیفی آمار، است. جدّی بسیار محدودیتی آمار، و احتمال به حد
دست یابد. نکول پیچیدۀ دینامیک به نمی تواند به آسانی و می گذارد معلولی و علت ژرف تأثیر که فیزیک

ورقه آتی قیمت های از را ما شهود آنها هستند. فکر تقریب برای پایین سطح ابزارهای از مدل ها
و نکول نرخ های مسکن، آتی قیمت های دربارۀ اندیشیدن شهودی می کنند. منتقل آن امروز قیمت به
حدس CDO مدل های است. ها CDO قیمت های دربارۀ اندیشیدن از آسان تر نکول، همبستگی های
به ساده انگارانه، نکول همبستگی یک و رهن نکول، نرخ های مسکن، آتی قیمت های مورد در را شما

.CDO جاری قیمت می کنند: تبدیل مدل خروجی
مالی، بازارهای در ریاضیات از استفاده مورد در باید که است آموخته ما به مالی عرصۀ در تجربه
مدل سازی را انسان رفتار سرانجام تا هستند تلاش در که جاه طلبانه نظریه های مورد در و فروتن بسیار
ولی ساده اند ما مدل های که می کنیم خاطرنشان اما داریم دوست را سادگی باشیم. بیمناک بسیار کنند،

نیست. ساده دنیا
در مالی درسی کتاب های به نگاهی با تنها فرانگرفته اند. را درس ها این مالی، معلمان متأسفانه
را نتایج و لم ها قضیه ها، از منظومه ای ریاضی، موضوع اصول  از قطعاتی که درمی یابیم بازرگانی مدارس
پول و مردم رابطۀ به که درسی ای کتاب علمی سطح که کند تصور می تواند کسی چه می کنند. پشتیبانی
نیست درست موضوعی اصل هیچ مالی، علوم در که است روشن همگان بر باشد؟ نازل چنین می پردازد،



٢١ مالی ریاضیات بر ٢١در آمدی مالی ریاضیات بر ٢١در آمدی مالی ریاضیات بر در آمدی
متفاوت، کوشش های است، نوشته ارسطو چنان که شود. اقلیدسی نمی تواند تعبیری هیچ با مالی علوم و
آن، پنهان عشق و ندارد تعلق طبیعی علوم به مالی اندیشۀ هستند. دقت از متفاوتی درجه های نیازمند

است. آن بالای بسیار دقت و ریاضی زیبایی
نباید اما کرد. فکر اقتصاد و مالی در نمی توان آنها بدون هستند. نیاز مورد دو هر ریاضیات و مدل ها
دارد، سروکار انسان با که می سازیم را چیزی مدل که موقع هر نیستند. گیتی کل مدل ها که کرد فراموش
این بپوشد. را او زیبای و بلورین کفش های که مجبور کنیم را سیندرلا خواهرخواندۀ که می کنیم سعی انگار
و زیبایی به منظور بخش ها این ریختن دور و نمی شود ممکن کفش اساسی بخش های ریختن دور بدون کار
این مالی مدل هر دربارۀ سؤال مهم ترین می کشد. پرده آن بر واقعی، ریسک نمایش به جای مدل، تناسب
مدل از باید است. سودمند حد چه تا فرضیاتش، برخلاف و باشد نادرست می تواند اندازه چه تا که است

پوشاند. تجربه و سلیم عقل با را آن روی سپس و کرد آغاز
می کنند. پیدا را «درست» مدلِ فراموش نشدنی، روز یک در که هستند باور این بر دانشمندان از بسیاری
در پیشرفت می کند. تغییر می بریم، به کار ما که مدل هایی پاسخ در جهان زیرا ندارد، وجود درست مدلی اما
بنابراین می یابند. ضرورت جدید مدل های و می کنند تغییر بازارها است. موقت و شناور مالی، مدل سازیِ
صریح فرض هایی باشند، ساده که بسازیم مدل هایی که است این خودفریبی، بدون شهود، تقویت راه بهترین
نبودنِ خوب، مدل می کنند. جارو فرش زیر به را آشغال ها مدل ها، تمام باشند. داشته اندک متغیرهایی و
معمولا که بلک-شولز اختیارهای قیمت گذاری مدل معتقدیم رابطه، این در می سازد. نمایان را آشغال ها
واقعی مهندسی بر مبتنی زیرا است، روشن است: مدل ها الگوی می شود، مال لجن منصفانه ای غیر به طور
بدون ایده ال شرایط تحت آن قیمت و است قرضه اوراق و سهام بر مبتنی اختیار، ساختن نحوۀ و است
قیمت از استفاده با میوه سالاد ظرف یک قیمت کردن پیدا مشابه آن ارزیابی روش می شود. تعریف رانش،
دقیقاً بلک-شولز موردنیاز ایده ال محیط با بازارها دنیای است. نقل و حمل کرایۀ و دستمزد شکر، میوه،
این باهوش، معامله گرِ که می دهد امکان زیرا است، قدرتمند مدلی بلک-شولز مدل اما نیست همخوان
و فرض باید را چیزی چه که می دانید مدل، از استفاده هنگام نماید. تنظیم کیفی به صورت را ناهمخوانی

کنید. حذف باید را چیزی چه دقیقاً
علم کیفی، و کمی تخیل قوه های است لازم است: ارزشمند و برانگیز چالش مالی، مدل های ساختن
دارایی های بازارهای رفتار که دهیم قرار استفاده مورد الگویی کردنِ پیدا برای و کنیم ترکیب را خود هنر و
زنده اند مالی بازارهای است. شدن شیفته دیرینۀ گناه ارتکاب خطر، بزرگترین می زند. تقریب را کاغذی
بدمید. زندگی روح آن در نمی توانید کنید، تلاش اندازه هر است. دست ساز باشد، زیبا هم هرقدر مدل ولی
قواعد از انسان به تبعیت اعتقاد محرکش، که است آینده در فاجعه ای پذیرفتن واقعی، دنیای با مدل خَلط

ندارید.» دادن دست از برای چیزی توهم جز شما شوید! متحد جهان مدل سازان است. ریاضی
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مدل سازان. بقراط سوگند .٢ . ۶
نمی کند؛ صدق من معادلات در دنیا و نساخته ام من را دنیا که داشت خواهم خاطر به (١)

واقع ریاضیات بی اندازۀ تأثیر تحت می کنم، استفاده قیمت برآورد برای مدل ها از من هرچند (٢)
شد؛ نخواهم

دهم؛ توضیح را علت اینکه مگر کرد نخواهم زیبایی قربانی را حقیقت هرگز (٣)
داد، نخواهم آن دقت مورد در دروغین دلداری می برند، به کار را من مدل که کسانی به هرگز (۴)

کرد؛ خواهم تصریح را آن اشتباهات و فرضیات بلکه
آنها بیشتر که بگذارد ژرف تأثیرهایی اقتصاد و جامعه بر من کار است ممکن که می کنم درک (۵)

هستند. خارج من توانایی از

کاکس-راس-رابینشتاین دوجمله ای مدل .٧
این است. گرفته قرار مطالعه مورد و شده معرفی [٢١] در کاکس-راس-رابینشتاین دوجمله ایِ مدل
بسیاری می توان است، ساده بسیار مدل این هرچند شده است. معرفی مفصل به طور نیز [٢٣،۵] در مدل
از استفاده با که بودند کسانی اولین راس و کاکس کرد. تعریف آن از استفاده با را مالی بازارهای مفاهیم از
می گیریم نظر در را بازاری کردند. محاسبه را اروپایی خریدِ اختیار خنثای ریسک قیمت دوجمله ای، مدل
زمان در بانکی حساب موجودیِ و سهم قیمت می کنیم فرض بانکی. حساب و سهام دارد: دارایی دو که
r اگر بنابراین یابند. تحول k = ١, . . . , n زمان های در قیمت ها و باشد B٠ و S٠ به ترتیب n = ٠

آن گاه باشد، بانکی بهرۀ نرخ

Bk = erkB٠, k = ١, . . . , n.

و p شیر شدنِ رو احتمال پرتاب، هر در که شود تعیین سکه پرتاب با سهم قیمت می کنیم فرض همچنین
به صورت kاُم مرحلۀ در را سهم قیمت سکه، پرتاب ترتیب این به است. ١− p خط شدنِ رو احتمال لذا

Sk =

 Sk−١u p احتمال با
Sk−١d ١− p احتمال با

تصادفی متغیری S بنابراین .d < u و هستند ثابت و مثبت اعدادی u و d آن، در که می کند مشخص
پرسش این به کوتاه پاسخی زیر قضیۀ محتوای دارد؟ ویژگی هایی چه بازار این که است این پرسش است.

است.



٢٣ مالی ریاضیات بر ٢٣در آمدی مالی ریاضیات بر ٢٣در آمدی مالی ریاضیات بر در آمدی
اگر تنها و اگر است آربیتراژ بدون دوجمله ای، مدل ([٢٣ ،۵]) .٧ . ١ قضیه

d < er < u (٧ . ١)
می شود. برقرار r و u ،d مناسب انتخاب با مالی ریاضیات بنیادی قضیۀ اولین شرایط بنابراین

دارد وجود مالی سبدی یعنی است، بازسازی قابل بازار این در مشروط مطالبۀ هر ([٢٣ ،۵]) .٧ . ٢ قضیه
است. کامل کاکس-راس-رابینشتاین بازار بنابراین سبد. این ارزش با است برابر مطالبه ارزش که

بازسازی کنندۀ سبد و معادل مارتینگلی اندازۀ می پرسیم است، کامل و آربیتراژ بدون بازار، که اکنون
مثبت اعداد ،(١.٧) شرط های به توجه با است. نهفته (١.٧) رابطۀ در پاسخ چیست؟ داده شده مطالبه ای

که دارند وجود q٢ و q١

q١ + q٢ = ١ (٧ . ٢)
و

q١d+ q٢u = er. (٧ . ٣)
آن گاه باشد، (b, s) آن کنندۀ بازسازی سبد و X مطالبۀ سررسیدِ n = ١ اگر حال

X = berB٠ + sS١ =

 berB٠ + sS٠u p احتمال با
berB٠ + sS٠d ١− p احتمال با

به صورت q٢ و q١ اعداد روابط، این از استفاده با
q١ =

u− er

u− d
, q٢ =

er − d

u− d

به صورت مطالبه، مبلغ برحسب (b, s) سبد مؤلفه های و

b =
Xu − sS٠u

er
, s =

Xu −Xd

S٠(u− d)

آن بازسازی کنندۀ سبد ارزش ،معادلا یا مشروط مطالبۀ ارزش معرف Xd و Xu آن، در که می آیند به دست
بنابراین است. ١ آنها مجموع و هستند مثبت q٢ و q١ اعداد که می کنیم ملاحظه هستند. n = ١ لحظۀ در
انجام منظوری چه به کارها این خوب! می دهیم. نشان Q با را آن که می کنند تعریف احتمال اندازۀ یک
دارایی. یک به مطالبه تبدیل یا n = ٠ لحظۀ در مطالبه قیمت تعیین برای که است این پاسخ می شود؟

می کند. برآورده را خواست این زیر قضیۀ
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سبد VN ارزش با N سررسید در مطالبه ارزش π(N,X) اگر آربیتراژ، بدون بازار در .٧ . ٣ قضیه
مورد ارزش تنزیل با است برابر قبلی مراحل در مطالبه ارزش آن گاه باشد، برابر خودتأمین بازسازی کنندۀ 

.Q احتمال اندازۀ به نسبت مرحله آن به سبد، انتظار

بالا، مثال در
π(٠, X) = e−rEQ[π(١, X)] = e−rEQ[V١] = bB٠ + sS٠(u+ d− er)e−r.

داد قرار مرحله ای هر در مطالبه بازسازی کنندۀ سبد مؤلفه های محاسبۀ الگوی می توان را محاسبه نحوۀ این
به بحث این ادامۀ یافت. دست سررسید، از قبل مراحل همۀ در مطالبه قیمت به معکوس، استقرای با و

است. امکان پذیر تصادفی حسابان از مفاهیمی حضور در فقط زمان پیوسته، بازارهای

تصادفی حسابان از مفاهیمی .٨
اصلی مفهوم است. مالی بازارهای مدل های مطالعۀ و ساخت ابزارهای مهم ترین از تصادفی حسابان
ایتو١ فرمول است. تصادفی دیفرانسیل معادلۀ آن، به دنبال و تصادفی انتگرال حسابان، این در بحث مورد
در پیشرفته قضیۀ هیچ تقریباً است. حسابان این مفاهیم پیشرو می شود، ظاهر نام همین به لمی در که
می پردازیم. مفاهیم این دورۀ به بخش، این در کرد. ثابت فرمول این یاری بی نمی توان را مالی ریاضیات

دیفرانسیل معادلۀ و تصادفی انتگرال با زمان پیوسته مالی مدل های مبحث تصادفی. انتگرال .٨ . ١
تصادفی آنالیز یا تصادفی حسابان کتاب های مفاهیم، این معرفی طبیعی جایگاه می شود. آغاز تصادفی
بنابراین است. مالی ریاضیات آنها، کاربرد محل های مهم ترین از یکی اما .[٢۵ ،٢۴ ،١٧ ،١۶ ،٨] است
به یا و می کنند معرفی را آن خود، نیاز به بسته و می پردازند موضوع این به مالی ریاضیات کتاب های
فضای بر تصادفی فرآیندهایی Yt و Xt کنیم فرض .[٢٠ ،١٩ ،١٨ ،٧ ،۵] می دهند ارجاع معتبر مراجع

یعنی ،X به نسبت Y انتگرال تعریف است ممکن هرچند باشند. (Ω,F , P ) ∫احتمال t

s
YudXu, ٠ ≤ s ≤ t ≤ T <∞

گوناگون دلایل به نتیجه کند، پیروی لبگ انتگرال حتی یا ریمان-استیلت یس انتگرال تعریف الگوی از
شود، تعریف ریمان-استیلت یس الگوی طبق انتگرال، اگر مثلا است. شگفت انگیز و غیرمنتظره بسیار
نتیجه آیا شوند؟ انتخاب چگونه افراز یک زیربازه های از نظر مورد نقاط بود؟ خواهد نوعی چه از همگرایی
سؤا ل هایی و سؤال ها این باشد؟ موجود انتگرال تا باشد حاکم Y و X بر شرایطی چه است؟ ابهام بدون
١Ito’s formula



٢۵ مالی ریاضیات بر ٢۵در آمدی مالی ریاضیات بر ٢۵در آمدی مالی ریاضیات بر در آمدی
Y و X مناسب فرآیند های انتخاب به را ما مالی، ریاضیات در تصادفی انتگرال  کاربرد حیطۀ نیز و دیگر

افراز و n طبیعی عدد و X = B براونی حرکت به ازای فرا می خوانند.
٠ = t٠ < t١ < · · · < tn = T,

مجموع های حد اگر
n−١∑
i=٠

Yti(Bti+١ −Bti)

نسبت Y ایتوی انتگرال می گوییم باشد، همگرا I(Y,B, T ) به دوم مرتبۀ میانگین در n → ∞ وقتی
با است برابر و دارد وجود B ∫به T

٠
YudBu = I(Y,B, T ).

است. تصادفی متغیری تصادفی، انتگرال یک مقدار اینکه اول است: آموزنده بسیار زیر نکته های به توجه
یک مناسب، شرایطی تحت کند، تغییر [٠, T ] بازۀ در انتگرال بالای حد انتگرال، تعریف در اگر اینکه دوم
فرآیند توسط شده تولید پالایۀ به نسبت فرآیند این ایتو، انتگرال مورد در می آید. به دست تصادفی فرآیند

واقع، در است. مارتینگل یک براونی، حرکت

E
[ ∫ t

٠
YudBu

]
= ٠

در اگر اینکه سوم می کند. عمل مارتینگل تولید ماشین مانند ایتو انتگرال این رو از .t ∈ [٠, T ] هر به ازای
را بازه این از دیگری عدد هر است، [ti, ti+١] بازۀ چپ انتهای که ti به جای Yti در ایتو انتگرال تعریف
مجموع از حاصل انتگرال مثلا بود. خواهد متفاوت ایتو انتگرال مقدار با حاصل انتگرال مقدار دهیم، قرار

n−١∑
i=٠

Yt′i(Bti+١ −Bti)

انتگرال تعریف همگرایی شرایط همان همگرایی، شرایط و است [ti, ti+١] بازۀ وسط نقطۀ t′i آن، در که
با و نامیده [٠, T ] بازۀ بر استراتونویچ انتگرال است، ∫ایتو T

٠
Yu٠dBu

داریم مثال، برای می شود. داده ∫نشان T

٠
Bu٠dBu =

B٢
T

٢ ,

∫ T

٠
BudBu =

B٢
T

٢ −
T

٢ .
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مناسب، شرایط تحت همچنین

E
(∫ T

٠
YudBu

)٢
=

∫ T

٠
Y ٢
u du.

داریم. نگه دیگر اساسی مفاهیم برای جایی تا می کنیم بسنده حد این تا تصادفی انتگرال مورد در
تاکنون (١٧٢۶-١۶۴٢) نیوتن زمان از دیفرانسیل معادلات تصادفی. دیفرانسیل معادلات .٨ . ٢
امروزی پدیده های از بسیاری مسلماً است. رفته به کار حرکت و تغییر کلی) (به طور ریاضی مدل سازی برای
مهم ترین از نشده اند. مطالعه و مدل سازی لذا و نداشته اند موجودیت و بوده ناشناخته گذشته نسل های برای
متغیر حرکت های و پدیده ها جمع به یکم، و بیست قرن در اکنون و بیستم قرن در عمدتاً که پدیده هایی
تغییرات ریاضی مدل سازی امکان پدیده ها این ماهیت است. کاغذی دارایی هایِ قیمت های است، پیوسته
دیفرانسیل معادلات مطالعۀ به سوی دریچه ای و سلب معمولی دیفرانسیل معادلات از استفاده با را آنها
انتگرال معادلۀ یک صوریِ نمایش تصادفی، دیفرانسیل معادلۀ یک کلی تر، بیان به گشوده است. تصادفی

انتگرال معادلۀ واقع، در است. تصادفی

Yt = Y٠ +
∫ t

٠
b(s, Ys)ds+

∫ t

٠
σ(s, Ys)dXs (٨ . ١)

مجهول فرآیند Y و تصادفی متغیر یک Y٠ شده، داده تابعی b معلوم، فرآیندهایی σ و X آن، در که را
تصادفی دیفرانسیل معادلۀ به صورت است،

dYt = b(t, Yt)dt+ σ(t, Yt)dXt (٨ . ٢)
معادلۀ در و می شود آغاز Y٠ اولیۀ شرط با که است Yt چون فرآیندی معادله، جواب یک می نویسیم.
انتخاب محدودیت علت به تصادفی دیفرانسیل معادلات تنوع مالی، ریاضیات در می کند. صدق (٢.٨)
خانواده از Xt فرآیند معمولا اینجا در است. محدود b تصادفی متغیر و b تابع ،σ(t, Y ) ،Xt فرآیندهای
انتخاب به علاوه، می شود. انتخاب آنها از ترکیبی یا پواسن فرآیندهای یا لوی فرآیندهای براونی، حرکت های
دیفرانسیل معادلات نظریۀ حاضر، حال در شود. حفظ دارایی قیمت ماهیت که باشد طوری باید عوامل

است. مالی بازارهای و دانشگاهی جذاب پژوهشی مباحث از آنها، عددی حل و تصادفی
به ،Xt به جای Wt براونی حرکت انتخاب با (٢.٨) معادلۀ

dYt = b(t, Yt)dt+ σ(t, Yt)dWt

b توابع معادله، این در است. معروف ایتو انتشار به آن، جواب و ایتو انتشار معادلۀ به که می شود تبدیل
Yt = St معادله، این در اگر می شوند. نامیده انتشار ضریب و رانش ضریب به ترتیب، و تعینی اند σ و



٢٧ مالی ریاضیات بر ٢٧در آمدی مالی ریاضیات بر ٢٧در آمدی مالی ریاضیات بر در آمدی
b(t, St) = bSt به ترتیب، انتشار و رانش ضرایب و باشد t ∈ [٠, T ] لحظۀ در دارایی یک قیمت معرف

به صورت دارایی قیمت از مدلی آن گاه هستند، ثابت اعدادی σ و b که باشند σ(t, St) = σSt و

dSt = bStdt+ σStdWt (٨ . ٣)

معادله، این جواب باشد مثبت است، داده شده دارایی اولیه قیمت که S٠ اگر می شود. حاصل

St = S٠e(b−
١
٢σ٢)t+σWt (۴ . ٨)

فرآیندی می شود، نامیده هندسی براونی حرکت یک که جواب این است. مثبت همواره که بود خواهد
نسخۀ به جای ساموئلسون پل به وسیله و است لگ نرمال

dSt = bdt+ σdWt

ایتو لم از استفاده با (۴.٨) جواب به رسیدن و (٣.٨) معادلۀ حل شد. مطرح کرده بود، پیشنهاد بشیلیه که
است. بعدی بخش بحث موضوع که می شود انجام

ایتو فرمول .٩
و است مالی ریاضیات در استفاده مورد ابزارهای مهم ترین از است، ایتو لم از نتیجه ای که ایتو فرمول

نمی برد. جایی به راه ایتو فرمول بدون مالی ریاضیات که گفت می توان به جرأت

کنیم فرض (ایتو). ٩ . ١ لم

dYt = b(t, Yt)dt+ σ(t, Yt)dWt

y به نسبت و مشتق پذیر پیوسته به طور t به نسبت که باشد حقیقی مقدار تابعی F (t, y) و ایتو فرآیند یک
داریم و است ایتو فرآیند یک نیز F (t, Yt) فرآیند صورت، این در است. مشتق پذیر پیوسته به طور دوبار

dF (t, Yt) =
∂F

∂t
(t, Yt)dt+

∂F

∂y
(t, Yt)b(t, Yt)dYt +

١
٢
∂٢F
∂y٢ (t, Yt)(dYt)

٢.

(dYt)
٢ عامل اینجا در .[٢۵،٢۴،١٨،۵] به کنید رجوع لم این از تعمیم هایی مشاهدۀ و اثبات برای

ضرب قواعد از استفاده با

dt.dt = ٠, dt.dWt = ٠, dWtdWt = dt
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به شکل می توان را ایتو فرمول بنابراین می شود. محاسبه

dF (t, Yt) =
(∂F
∂t

(t, Yt) +
∂F

∂y
(t, Yt)b(t, Yt) +

١
٢
∂٢F
∂y٢ (t, Yt)(σ(t, Yt))

٢)dt
+
∂F

∂y
(t, Yt)σ(t, Yt)dWt

معادلات برخی حل که دارد مالی ریاضیات در فراوانی کاربرد های آن، تعمیم های و ایتو فرمول نوشت. نیز
(٣.٨) معادلۀ برای را (۴.٨) جواب فرمول، این از استفاده با مثلا است. آنها جملۀ از تصادفی دیفرانسیل

که می گیریم نتیجه و F (t, St) = lnSt می دهیم قرار ایتو لم در کار، این برای می آوریم. به دست
∂F

∂t
(t, St) = ٠, ∂F

∂y
(t, St) =

١
St

,
∂٢F
∂y٢ (t, St) = −

١
(St)٢ .

به صورت ایتو فرمول مورد، این در بنابراین

d lnSt =
( ١
St

bSt −
١
٢

١
S٢
t

(σSt)
٢)dt+ ١

St
σStdWt = (b− ١

٢σ
٢)dt+ σdWt

می آید. به دست نظر مورد تصادفی دیفرانسیل معادلۀ جواب طرف، دو از انتگرال گیری با و درمی آید

بلک-شولز بازار .١٠
سرمایه گذاری ریسک پوشش آن، به تبع و مشروط مطالبات قیمت گذاری مالی، ریاضیات مسئلۀ مهم ترین
دهۀ اوایل در شده است، گسترده بسیار مطالبات این گونه دامنۀ امروزه هرچند است. کاغذی دارایی هایِ در
بلک١، فیشر که شد آغاز آنجا از داستان بودند. محدود فروش و خرید اختیارهای به مطالبات این ،١٩٧٠
را مشتقات و دارایی ها قیمت گذاری مدل های که شدند آن بر ١٩۶٩ سال در مرتون٣ رابرت و شولز٢ میرون
مدل که کنند محاسبه را سهمی خرید اختیار قیمت ١٩٧٣ سال در شدند موفق شولز و بلک کنند. مطالعه
را اختیار قیمت گذاریِ منطقی نظریۀ نیز مرتون همزمان .[١٣] هندسی بود براونی حرکت یک آن، قیمت
با بانکی حساب و سهم دارایی: دو با ساختند ایده الی بازار شولز و بلک کار، این برای .[٢۶] کرد مطرح
معادلۀ با هندسی براونی حرکت یک از سهم قیمت شد، گفته چنان که بازار، این در .r ثابت بهرۀ نرخ یک

تصادفی دیفرانسیل

dSt = µStdt+ σStdWt (١٠ . ١)
١Fischer Black ٢Myron Scholes ٣Robert Merton



٢٩ مالی ریاضیات بر ٢٩در آمدی مالی ریاضیات بر ٢٩در آمدی مالی ریاضیات بر در آمدی
حساب موجودیِ و می کند تبعیت است، استاندارد براونی حرکت Wtیک آن، در S٠که تعینی اولیۀ شرط و

معمولی دیفرانسیل معادلۀ از بانکی

dBt = rBtdt (١٠ . ٢)

تلاطم ،σ مثبت و ثابت ضریب و رانش ،µ ثابت ضریب می آید. به دست B٠ = ١ تعینی اولیۀ شرط و
یعنی است، اصطکاک بدون بازار که کردند فرض آنان فرض ها، این بر علاوه می شود. نامیده سهم قیمت
هر به وام است، انجام قابل زمانی هر در معاملات نمی شود، پرداخت مالیات ندارد، وجود معاملات هزینۀ
وام گیرند و وام دهنده برای وام بهرۀ نرخ است، انجام قابل اندازه هر به امانت فروشی و دریافت قابل میزان
اروپایی مطالعه، مورد اختیار و نمی کند تقسیم سودی هیچ خود عمر طی سهام است، بانکی بهرۀ نرخ همان
پاسخ دارد؟ وجود سرمایه گذاری برای امکانی چه محدودیت، این همه با کوچک بازار این در اما است.
که بنشینیم منتظر و دهیم تشکیل بانکی حساب و سهم از سبدی اینکه امکانی. هیچ فعلا که است این
نمی شود. محسوب سرمایه گذاری بکنیم، موازنه تجدید دارایی ها همان با را سبد و کند تغییر سهام قیمت های

کرد. خلق جدیدی دارایی های مشروط، مطالبۀ و مشتقه ابزار اختیار، مفهوم کردن وارد با باید بنابراین

با قراردادی (سهم)، پایه دارایی یک روی اروپایی (فروش) خرید اختیارِ یک از منظور .١٠ . ١ تعریف
دارد حق آن دارندۀ که است سررسید این در توافقی قیمت به سهم یک (فروش) خرید برای T سررسید

نکند. اجرا یا کند اجرا را قرارداد باشد، داشته الزامی اینکه بدون

اجرا وگرنه باشد داشته سود  او رای که می کند اجرا را قرارداد زمانی خرید، اختیار دارندۀ بنابراین
با است برابر سود این مبلغ باشد، سررسید در سهم قیمت S(T ) اگر می شود. منقضی قرارداد و نمی کند

CT = max(ST −K, ٠).

اجرای از حاصل عایدی می نامند. نیز سررسید در خرید اختیار عایدیِ یا خرید اختیار قیمت را مبلغ این
است عبارت مذکور، سررسید در اختیار این فروش اختیارِ قیمت یا T سررسید در اروپایی فروش اختیار

از
PT = max(K − ST , ٠).

هر برای یعنی کنیم، تبدیل بلک-شولز بازار در دارایی هایی به را مذکور اختیارهای که است این هدف
اختیار برای [١٣] در را سنگین وظیفۀ این شولز و بلک کنیم. محاسبه را Pt و Ct مبلغ های t ∈ [٠, T ]

دادند: انجام به خوبی خرید
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کنیم فرض ،r مرکب پیوستۀ بهرۀ نرخ با آربیتراژ بدون بازار در فروش). و خرید (برابریِ ١٠ . ٢ قضیه
توافقی قیمت و T سررسید با سهم یک فروش و خرید اروپایی اختیارهای قیمت های به ترتیب، Pt و Ct

صورت، این در باشند. K
Pt + St = Ct +Ke−r(t−t). (١٠ . ٣)

اما می یابد. گسترش اختیار، دارایی های شدن اضافه با توجهی قابل به طور بلک-شولز بازار بنابراین
منتها بفروشد و بخرد سهم که است این ساده پاسخ یک بکند؟ می تواند کاری چه سرمایه گذار بازار، این در
مقداری که بگیرید نظر در را سرمایه گذاری کند. اضافه خود سبد به هم اختیار زیان، از جلوگیری برای
است. زمان این در قیمت افزایش نگران بنابراین دهد. تحویل T زمان در را آنها باید و فروخته سهم
اگر دهد. گسترش را خود سبد و بخرد T سررسید با خرید اختیار تعدادی که می بیند این در را کار چارۀ
اگر بنابراین و می کند ضرر خود، سهام بخش در و سود خود، سبد اختیار بخش در او یابد، افزایش قیمت ها
با یابد، کاهش سهام قیمت اگر و بکند هم سود ضرر، جبران بر علاوه است ممکن کند، عمل هوشمندانه
گسترش یافته. بازار در سود سر دو معامله ای می برد. سود کمتر، قیمت با سهم تحویل و اختیار نکردنِ اجرا
نه و کند سود نه سرمایه گذار، تا باشد چقدر خرید مورد اختیار برگه های تعداد که است این پرسش حال

ضرر؟

t لحظۀ در St قیمت به سهم یک خرید اختیار قیمت Ct = F (t, St) کنیم فرض ([۵]) .١٠ . ٣ قضیه
بلک-شولز معادلۀ در F (t, St) تابع که است آربیتراژ بدون وقتی تنها بلک-شولز بازار باشد.

∂F

∂t
(t, y) +

∂F

∂y
(t, y)ry +

١
٢
∂٢F
∂y٢ (t, y)σ

٢y٢ = rF (t, y) (۴ . ١٠)

نهایی شرط با

CT = F (T, ST ) =

 ST −K ST ≥ K

٠ ST ≤ K

کند. صدق

در بنابراین ندارد. وجود دارایی، کوتاه مدت بازده یعنی ،µ ضریب (۴.١٠) معادلۀ در که کنید توجه
سهم قیمت ،T سررسید ،K توافقی قیمت از تابعی ،t مانند لحظه هر در اختیار قیمت بلک-شولز، بازار

یعنی است؛ r بانکی بهرۀ نرخ و σ تلاطم ،St

Ct = C(t, T,K, St, σ, r).



٣١ مالی ریاضیات بر ٣١در آمدی مالی ریاضیات بر ٣١در آمدی مالی ریاضیات بر در آمدی
قضیه این اثبات های از یکی دلِ در واقع در که دهیم پاسخ قضیه این از قبل پرسش به می توانیم اکنون
تعداد باید اختیار برگۀ هر به ازای آربیتراژ، از اجتناب برای که می شود دیده اثبات، این در است. نهفته

دهیم. قرار مالی سبد در سهم ∂F
∂y (t, St)

و سهموی معادلۀ یک این چون اینکه اول شده است. پیشنهاد روش چند بلک-شولز، معادلۀ حل برای
نمایش قضیۀ از دیگر، روش در .[٣١] کنیم استفاده فوریه تبدیل از آن، حل برای است، گرما معادلۀ جنس از
دیفرانسیل معادلات و تصادفی دیفرانسیل معادلات تعامل اوج نقطۀ که می شود استفاده فاینمن-کاتس
شود. بیان باید گیرسانوف قضیۀ به نام دیگر قضیه ای آن، به دسترسی برای اما است. جزئی مشتقات با

می گوید قضیه این صورت، ساده ترین در است. پرمعنی و عمیق بسیار گیرسانوف قصیۀ محتوای

نسبت Wt وینر فرآیند ،(Ω,F ,F, P ) پالایش شدۀ احتمال فضای گیرسانوف). (قضیۀ ۴ . ١٠ قضیه
معادلۀ در که Lt فرآیند و گیرسانوف هستۀ به موسوم ϕ F−سازگار و دوم مرتبۀ فرآیند ،P به

dLt = ϕ(t)LtdWt, L٠ = ١, ٠ ≤ t ≤ T

تعریف dQ
dP = LT رابطۀ با Ft روی را Q معادل مارتینگلی اندازۀ و می گیریم نظر در را می کند صدق

تعریفِ با W ′
t فرآیند ،(Ω,F ,F) پالایش شدۀ احتمال فضای روی صورت، این در می کنیم.

dW ′
t = dWt − ϕ(t)dt

به dSt = µStdt+ σStdWt معادلۀ و است وینر فرآیند یک Q به نسبت
dSt = rStdt+ σStdW

′
t (۵ . ١٠)

هستند. مارتینگل Q به نسبت F (t,St)
Bt

و St
Bt

نسبی قیمت های به علاوه می شود. تبدیل

گیرسانوف هستۀ کنید. مراجعه [٢۵ ،٢۴ ،١٨ ،۵] از یکی به می توانید قضیه، این اثبات مشاهدۀ برای
از است عبارت بلک-شولز بازار برای

ϕ = −µ− r

σ
.

است. تلاطم واحد در سرمایه گذاری عایدیِ فزونی ریسک، بازاری قیمت به موسوم λ = µ−r
σ نسبتِ

تبدیل
Wt →W ′

t +

∫ t

٠
ϕ(t)dt

کنیم. بیان را فاینمن-کاتس نمایش قضیۀ می توانیم اکنون می شود. نامیده گیرسانوف تبدیل
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دوم مرتبۀ جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلۀ فاینمن-کاتس). (نمایش ۵ . ١٠ قضیه
∂F

∂t
(t, y) +

∂F

∂y
(t, y)µy +

١
٢
∂٢F
∂y٢ (t, y)σ

٢y٢ = rF (t, y) (۶ . ١٠)

نهایی شرط با

F (T, x) =

 x−K x ≥ K

٠ x ≤ K

تصادفی دیفرانسیل معادلۀ و
dSu = µSudu+ σSudWu (١٠ . ٧)

و باشد Q به نسبت St = x شرط به شرطی امید EQ
t,x اگر است. شده داده St = x اولیۀ شرط با

آن گاه باشد، L٢ فضای به متعلق e−rtσStE
Q
u,s[

∂F
∂y (t, St)]

F (t, x) = e−r(T−t)Et,x[F (T, ST )].

از استفاده با کنید. مراجعه [٢۵ ،٢۴ ،١٨ ،۵] از یکی به می توانید قضیه، این اثبات مشاهدۀ برای
کنیم فرض می آید. به دست سهم یک پایۀ دارایی روی بلک-شولز اروپایی خرید اختیار فرمول قضیه، این

N(u) =
١

σ
√٢π

∫ u

−∞
e
− x٢

٢σ٢ dx

صورت، این در باشد. σ معیار انحراف و صفر میانگین با نرمال تصادفی متغیر یک تجمعی توزیع تابع
با کند، صدق dSu = µSudu + σSudW

′
u در که سهم یک خرید اختیارِ قیمت بلک-شولز بازار در

از است عبارت ،t لحظۀ در K توافقی قیمت و T سررسید
Ct = C(t, T, St,K, r, σ) = StN(d١)−Ke−r(T−t)N(d٢)

آن، در که
d١ =

ln St
K + (r + σ٢

٢ )(T − t)

σ
√
T − t

,

d٢ = d١ − σ
√
T − t.

پوشش نظریه های برخی مثلا و هست و بوده مالی بازارهای در بسیاری تحولات و مفاهیم منشأ فرمول این
یا یونانی ها به موسوم اختیار، وگای و تتا رو، گاما، دلتا، مفاهیم می گیرد. سرچشمه مفاهیم این از ریسک،



٣٣ مالی ریاضیات بر ٣٣در آمدی مالی ریاضیات بر ٣٣در آمدی مالی ریاضیات بر در آمدی
از هستند عبارت و می شوند تعبیر و تعریف فرمول این از استفاده با همگی اختیار، حساسیت های

∆ =
∂C

∂S
, Γ =

∂∆

∂S
=

∂٢C
∂S٢ , ρ =

∂C

∂r
, θ =

∂C

∂t
, V =

∂C

∂σ
.

دارد وجود کتاب بازار در ریسک، پوشش و یونانی ها بلک-شولز، زمینۀ در بسیاری مقاله های و کتاب ها
.[٣٠ ،٢۴ ،٢٠ ،١٩ ،١٨ ،۵] کرد مراجعه آنها به اطلاعات تکمیل برای می توان که

و تقلیل به شدت را بلک-شولز مدل شرط های ،[٢٧] بنیادیِ مقالۀ انتشار با مرتون که نگذشت دیری
فرآیندهای جمله از جهشی فرآیندهای ورود برای را راه و داد تعمیم را خود قبلی کارهای و بلک-شولز فرمول

.[٢٩ ،٢٨] کرد هموار پایه، دارایی قیمت محرک های دایره به لوی و پواسن

بهره نرخ های .١١
است، پولی و مالی بازارهای مفاهیم مهم ترین بهره نرخ آن، به تبع و بهره که گفت می توان به جرأت
کسب برای بازارها این در سرمایه گذاری می کند. ایفا نقش بازارها، این فعالیت زمینه های همۀ در چراکه
کرایۀ از است عبارت سود تعریف ساده ترین می کند. تعیین بهره نرخ را سود میزان و می شود انجام سود
تقاضا و عرضه که دارد بستگی بسیاری عوامل به می شود، محاسبه چگونه کرایه این اینکه پول. از استفاده
شاخص بهره نرخ می شود. نامیده بهره نرخ شود، بیان درصد به وقتی کرایه این است. آنها جملۀ از تورم و
اقتصاد ناسالمی نشانه های از پایین، بسیار یا بالا بسیار بهرۀ نرخ های است. اقتصاد یک سلامت از خوبی
الان، تومانِ A اینکه است. نهفته پول فعلی ارزش تعریف در بهره نرخ کاربرد ساده ترین می آیند. به شمار
یک ساله پس اندازهای به بانک یک که دارد بستگی بهره ای نرخ به دست کم دارد، ارزش چقدر آینده سال در

می شود مذکور مبلغ فعلی ارزش باشد، درصد r سالانه بهرۀ نرخ اگر می کند. پرداخت

Pv =
١

١ + r
A (١١ . ١)

باید می گیرد، وام تومان Pv مبلغ الان که کسی دیگر، عبارت به است. A یعنی آتی سال مبلغ از کمتر که
مبلغ موقع، همین در آینده سال

A = (١ + r)Pv (١١ . ٢)

که است این نتیجه ساده ترین است. حاضر زمان به تومان A مبلغ تنزیل (١.١١) فرمول بپردازد. تومان
دیگر، عبارت به دارند. قرضه و قرض و وام به مربوط مباحث با مستقیم و تنگاتنگ رابطه ای بهره نرخ های

است. بهره نرخ مولد وام



ممقانی جلوداری محمد ممقانی٣۴ جلوداری محمد ممقانی٣۴ جلوداری محمد ٣۴

ادامه  راه اندازی، برای دولت ها و شرکت ها مالی تأمین ابزارهای قرضه اوراق قرضه. اوراق .١١ . ١
حجم حاضر، حال در می شوند. معامله (بورس) قرضه اوراق بازار در معمولا که هستند فعالیت توسعۀ و
دلار میلیارد ٧٠٠ از بیشتر به آن، روزانۀ معاملات حجم و دلار تریلیون ١٠٠ از بیشتر به قرضه اوراق بازار
در برجسته ای نقش دارند، سهام اوراق با که تفاوت هایی تمام با قرضه اوراق بنابراین .[٣١] است رسیده
دارد. آدمی اجتماعی زندگی بر به سزایی تأثیر لذا و می کنند ایفا آنها کنندۀ منتشر مؤسسات پایداری و توسعه
هرچند دارد. بسیاری اهمیت ورقه ها این سازوکار درک و قرضه اوراق مطالعۀ مالی، ریاضیات در این رو از
قرضۀ اوراق ارجاعات، و استنادات بیشترین می شود، منتشر جهان کشورهای از بسیاری در قرضه اوراق
اوراق لذا و برخوردارند آمریکا دولت پشتوانۀ از قرضه اوراق این می گیرد. بر در را متحده ایالات دولت

.[١۴،۴] هستند ریسک بدون
ورقه ها این هستند. متنوع بسیار ناشر، و سررسید سود، پرداخت نحوۀ در تنوع لحاظ از قرضه اوراق
حال، این با می شوند. تقسیم سود) پرداخت (بدون صفرکوپن و سود) کنندۀ (پرداخت کوپن دار دستۀ دو به

می شود. بیان زیر قضیۀ در که دارند ساختاری رابطۀ اوراق این
کرد. بازسازی صفرکوپن ورقه های از سبدی با می توان را کوپن دار ورقۀ هر .١١ . ١ قضیه

می کند. کفایت کوپن دار ورقه های مورد در اطلاعات دریافت برای صفرکوپن، ورقه های مطالعۀ بنابراین
می شود. ارائه تعریف چند بیان از پس قضیه این اثبات

تعهدات آن، در که ناشر و (خریدار) سرمایه گذار بین است قراردادی کوپن دار قرضۀ ورقۀ .١١ . ٢ تعریف
مبلغ و است شده درج آن روی که مبلغی به را ورقه خریدار، اینکه جمله  از می شود. قید طرف دو شرایط و
متعهد فروشنده و می کند خریداری سررسید، به موسوم مشخص زمانی برای می شود، نامیده اصل یا اسمی
و کند پرداخت است، شده مشخص قرارداد در که را سودی خریدار به مشخص، زمان هایی در که می شود

نماید. تسویه حساب سود، قسط آخرین و اصل پرداخت با سررسید، در
سودی عمرش، طی که پول واحد ١ اسمی مبلغ با است قرضه ای ورقۀ صفرکوپن قرضۀ ورقۀ .١١ . ٣ تعریف
صفرکوپن، قرضه ورقۀ می شود. خریداری اسمی مبلغ از کمتر مبلغی با خرید، زمان در لذا و نمی کند پرداخت

T-ورقه می نامیم. را T سررسید با صفرکوپن قرضۀ ورقۀ می شود. نامیده نیز تنزیلی قرضۀ ورقۀ
چندان صفرکوپن قرضۀ اوراق ستد، و داد بازار در است ممکن هرچند که می دهد نشان ١.١١ قضیۀ
برای است. افزوده آنها اهمیت بر آنها، به کوپن دار قرضۀ اوراق نظریِ مطالعات وابستگی نباشد، رایج
بنابراین دارد. وجود صفرکوپن قرضۀ ورقۀ T > ٠ سررسید هر به ازای می کنیم فرض اوراق، این مطالعۀ
صفرکوپن قرضۀ ورقۀ قیمت P (t, T ) دارد. وجود صفرکوپن قرضۀ ورقۀ شمارش ناپذیر نامتناهی تعداد



٣۵ مالی ریاضیات بر ٣۵در آمدی مالی ریاضیات بر ٣۵در آمدی مالی ریاضیات بر در آمدی
T به نسبت P (t, T ) تابع و t ≤ T هر به ازای P (t, t) = ١ است، t ≤ T زمان در T سررسید با

است. مشتق پذیر پیوسته  به طور
قرضۀ ورقۀ انتشار زمان T٠ و اسمی مبلغ K کنیم فرض می پردازیم. ١.١١ قضیۀ اثبات به اکنون
کوپن به عنوان را pn ،. . . ،p٢ ،p١ مبلغ های به ترتیب، Tn ،. . . ،T٢ ،T١ زمان های در که باشد کوپن داری
هر برای که می دهیم تشکیل ،i = ١, ٢, . . . , n Ti-ورقه ها، از سبدی t < T١ زمان در می پردازد.
t < T١ زمان در سبد این ارزش دارد. بر در ورقه K + pn تعداد i = n برای و pi تعداد ١ ≤ i < n

با است برابر

V (t) =
n∑
١

piP (t, Ti) +KP (t, Tn). (١١ . ٣)

سبد و می کند برداشت سبد از پول واحد p١ مبلغ ورقه، دارندۀ و می شود منقضی T١ لحظۀ در T١-ورقه
با سررسید در و تکرار نیز دیگر Tiهای برای فرآیند این می شود. بازیابی T١ < t < T٢ زمان های برای

می شود. تمام ورقه عمر و تهی سبد پول، K واحد + pn مبلغ برداشت
مرکب، ساده، بهرۀ نرخ های می کنند. ایفا کلیدی نقشی بهره، نرخ های انواع تعریف در قرضه  ورقه های
منحنی و کوتاه مدت بهرۀ نرخ آنی، سلَف بهرۀ نرخ داخلی، بازدۀ نرخ لایبور، نرخ های مثلا شناور بهرۀ نرخ های
می شوند ستد و داد مالی بازار های در دارایی به عنوان ورقه ها این به علاوه، هستند. نرخ ها این جملۀ از ثمر
قرضه ورقۀ وقتی اینکه شگفت دارند. خود همراه را قرضه اوراق اختیارهای نظیر مالی مفاهیم انواع و
قیمت گذاری مارتینگل، رادن-نیکودیم، گیرسانوف، تبدیل پای شود، معرفی قیمت گذاری واحد به عنوان
مانند محصولاتی که می کنیم اشاره سرانجام، می شود. باز قرضه اوراق نظریۀ به ... و بلک خنثی، ریسک
،١٩ ،١٨ ،١۴ ،۵ ،۴] هستند ارتباط در قرضه اوراق با نیز سقف و کف سواپ)، (اختیار سواپشن سواپ،

برسیم. کوتاه مدت بهرۀ نرخ مدل های به تا می گذریم و می گذاریم را مفاهیم این .[٣۴ ،٣٣ ،٢٠

دارند. قرضه اوراق با نزدیک رابطه ای بهره، نرخ های که گفتیم قرضه. و اوراق بهره نرخ های .١١ . ٢
بزرگ مولدهای از قرضه اوراق که گفت می توان بنابراین هست. هم بهره ای هست، قرضی هرجا واقع، در
به را زیر قضیۀ بهره، نرخ های از برخی مظهر شناخت و پیوند این اهمیت درک برای هستند. بهره  نرخ های

می کنیم. ثابت مالی روش

پیوسته به طور تابعی ،t ≤ T زمان در قرضه T-ورقۀ قیمت ،P (t, T ) کنیم فرض .۴ . ١١ قضیه
که دارد وجود F (t, u) تابع صورت، این در باشد. T متغیر به نسبت مشتق پذیر

P (t, T ) = exp
(
−
∫ T

t
F (t, u)du

)
. (۴ . ١١)
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می خواهیم است. t لحظۀ الان می کنیم فرض و می گیریم نظر در را t < S < T زمان های اثبات.
ادامه T لحظۀ تا که کنیم فراهم را S لحظۀ در دلار یک سرمایه گذاری زمینۀ قرضه، اوراق از استفاده با
P (t, S) قیمت به S-ورقه  یک فروش شامل که می دهیم تشکیل سبدی کار، این برای باشد. داشته
در S-ورقه  است. صفر سبد موجودیِ لحظه این در بنابراین است. T-ورقه P (t,S)

P (t,T ) تعداد خرید و دلار
از ناشی بدهی که می کند سبد نصیب را سرمایه گذاری نیاز مورد دلار یک مبلغ و می شود سررسید S لحظۀ
مبلغ و می شوند سررسید T زمان در T-ورقه ها می شود. تسویه لحظه، همان و است S-ورقه امانی فروش
موجودیِ آن گاه دهیم، نشان r(r, S, T ) با را مرکب پیوستۀ بهرۀ نرخ اگر می آید. به دست دلار P (t,S)

P (t,T )

از است عبارت T زمان در سبد
P (t, S)

P (t, T )
× ١ = er(t,S,T )(T−S). (۵ . ١١)

می آوریم به دست رابطه، این از استفاده با

r(t, S, T ) = − lnP (t, T )− lnP (t, S)

T − S
.

می آوریم به دست و می دهیم نشان F (t, u) با ،S → T وقتی را رابطه این اول طرف حد

F (t, u) = −∂ lnP (t, T )

∂T

□ است. (۴.١١) در انتگرال علامتِ زیر تابع همان که

مرکب، پیوستۀ سلَف بهرۀ نرخ به ترتیب، را r(t) = F (t, t), F (t, T ), r(t, S, T ) .۵ . ١١ تعریف
می نامیم. کوتاه مدت آنی بهرۀ نرخ و T سررسید با آنی سلَف بهرۀ نرخ

بنویسیم یعنی کنیم، استفاده ساده بهرۀ نرخ از مرکب، پیوستۀ بهرۀ نرخ به جای (۵.١١) در اگر
P (t, S)

P (t, T )
= ١ + L(t, S, T )(T − S)

یا
P (t, S)− P (t, T )

(T − S)P (t, T )
= L(t, S, T ),

t زمان در که می شود نامیده لایبور بهرۀ نرخ یا ساده سلَف بهرۀ نرخ که می آید به دست L(t, S, T ) آن گاه
و تصویب زمان که لایبوری نرخ می شود. منقضی T زمان در و اجرایی ،[S, T ] زمانی بازۀ در مصوب
فرشید می شود. نامیده آنی لایبور نرخ یا ساده آنی بهرۀ نرخ ،t = S باشند، یکی آن اجرای آغاز زمان



٣٧ مالی ریاضیات بر ٣٧در آمدی مالی ریاضیات بر ٣٧در آمدی مالی ریاضیات بر در آمدی
نرخ مشتقات و لایبور بازار لایبور، نرخ های به مربوط مطالعات زمینۀ در ایرانی، ریاضیدان جمشیدیان،

.[٣۵] است آشنا نامی بهره،
که می شود هیجان انگیز وقتی سلَف بهرۀ نرخ و کوتاه مدت بهرۀ نرخ صفرکوپن، قرضۀ اوراق داستان
ثابت، ω ∈ Ω هر به ازای مثال، برای صورت، این در هستند. تصادفی  فرآیندهای سه، هر کنیم فرض
P (t, T ), ٠ ≤ t ≤ T فرآیند نمودار لذا و رویه یک P (t, T, ω), ٠ ≤ t ≤ T دومتغیرۀ تابع نمودار
کوپن، صفر ورقۀ فرآیند سه از یکی دینامیک شرایطی، تحت اینکه جالب تر نکتۀ است. تصادفی رویه ای

.[٣۴ ،١٨ ،۵] می دهد به دست را دیگر دوتای دینامیک های آنی، بهرۀ نرخ و سلَف بهرۀ نرخ

احتمال فضای روی r(t) کوتاه مدت بهرۀ نرخ کنیم فرض کوتاه مدت. بهرۀ نرخ مدل های .١١ . ٣
تصادفی دیفرانسیل معادلۀ جواب (Ω,F ,F, P ) پالایش شدۀ

dr(t) = a(t)dt+ b(t)dWt

دیگر و دارد وجود بانکی حساب یک فقط آن، در که بگیرید نظر در را بازاری باشد. داده شده r(٠) و باشد
بهره نرخ تحولات اساس بر بانکی حساب تحولات منتظر و بنشینیم اینکه جز بازار این در بنابراین هیچ.
آنها و قلمداد بهره نرخ مشتقات را قرضه اوراق می توانیم حال، این با کنیم. سرمایه گذاری نمی توانیم باشیم،
این بنابراین و باشد دارایی یک نمی تواند بهره نرخ دارد. مهم اشکال یک کار این اما کنیم. قیمت گذاری را
سررسید با صفرکوپن قرضۀ ورقۀ یک اساسی، عیب این رفع برای است. معامله قابل دارایی فاقد بازار،
قیمت گذاری بنابراین و می شود کامل و آربیتراژ بدون بازار ترتیب، این به می کنیم. اضافه بازار به دیر بسیار

است. یکتا حاصل قیمت و می شود امکان پذیر صفرکوپن، قرضۀ اوراق
به طوری که باشد ٠ ≤ t ≤ T لحظۀ در آن قیمت p(t, T, r) و ورقه یک سررسید T کنیم فرض

:[٣۴ ،١٨ ،۵] صورت این در .p(T, T, r) = ١

معادلۀ در p تابع قرضه، اوراق آربیتراژ بدون بازار در .۶ . ١١ قضیه
∂p(t, T, r)

∂t
+ (a(t))− λb(t))

∂p(t, T, r)

∂r
+

١
٢b(t)

٢∂٢p(t, T, r)
∂r٢ − rp(t, T, r) = ٠

می کند. صدق p(T, T, r) = ١ نهایی شرط با

است موسوم قرضه ورقۀ زمانی ساختار معادلۀ به است، بلک-شولز معادلۀ شبیه بسیار که معادله این
قیمت λ ضریب اینجا در دارد. قرضه اوراق و بهره نرخ  مدل های مطالعات در فراوانی کاربردهای و
نرخ های برای می کند. ایفا قرضه اوراق بازار مطالعات در پررنگ نقشی و می شود نامیده ریسک بازاری
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بر آورد صفرکوپن ورقه های قیمت آنها، از استفاده با که است شده معرفی بسیاری مدل های کوتاه مدت بهرۀ
.[٣۴ ،١٨ ،۵] می شود

که طباطبایی علامه دانشگاه ریاضی گروه علمی هیئت عضو وایقانی صفدری علی دکتر آقای از سپاسگزاری:
ریاضی انجمن از و ناشناس داوران نداشت، وجود TeX افزار نرم از استفاده با متن این تدوین امکان او، یاری بی

می کنم. تشکر بی دریغ، حمایت های بابت ایران
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