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هذلولوی هندسۀ در عجیب خم های
پیمان منیره

چکیده
و معرفی ندارند، اقليدسی مشابه كه هذلولوی هندسۀ در عجيب خم دو مقاله، این در
برخی که می بینیم و می آوریم دايره برای جدید تعریفی می شود. بررسی آنها ويژگی های
می دهیم نشان پايان در است. صادق نيز دايره مورد در خم، دو اين جالب ويژگی های از
دارند وجود متفاوت هم فاصلۀ خم سه نباشند، اقليدسی استقامتِ يك بر نقطه سه اگر که

دارند. قرار آنها بر نقطه سه اين كه

سرآغاز .١
پيش پنجم سدۀ يونانی تاريخ نگار هرودت١، است. بوده زمين» «اندازه گیری علم اصل در هندسه
چينی و هندی بابلی، كهن تمدن های ولی می دهد نسبت مصری مساحان به را هندسه پيدايش ميلاد، از
می بریم. به كار مادی جهان تجسم برای را اقليدسی هندسۀ ما داشته اند. زيادی هندسی اطلاعات نيز
يونانی، رياضيدان اقليدس٢، كه است رسيده ما به دست «اصول» نام به كتابی از علم، اين مقدمات
از هندسه اين اساس بر ما كه تصوری است. نگاشته مسيح ميلاد از پيش سال سيصد حدود را آن
ترسيم ميلادی هفدهم سدۀ اواخر در نيوتن٣ آيزاك به وسیلۀ زيادی اندازۀ تا کرده ایم، پيدا فیزیکی جهان
روش به كارگيریِ با بيستم، سدۀ اوايل در جهان رياضيدان برجسته ترین هيلبرت۴، داويد است. شده
به بنداشت ها نزديك ترين ماهيت، نظر از آن بنداشت های كه كرد پایه ریزی را دستگاهی بنداشتی،
روش در كه كاستی هایی ديگر و نمودار روی از استدلال خطر روش، اين در هستند. اقليدس اصول

اَبردایره. هم فاصله؛ خم زمانی؛ دایرۀ حدی؛ خم هذلولوی؛ هندسۀ کلیدی. کلمات و عبارات
١Herodotus ٢Euclid ٣Isaac Newton ۴David Hilbert
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وقوع، دستۀ پنج به هيلبرت بنداشت های گرديد. برطرف داشت، وجود اقليدس توسط هندسه ارائۀ
پنجم اصل معادل او توازی بنداشت كه می شوند تقسيم توازی و پيوستگی انطباق، قابليت ميانبود،
كنار را توازی بنداشت هيلبرت، بنداشت های از اگر است. اقليدسی توازی اصل همان يا اقليدس
هندسه، اين دارد. شهرت نتاری هندسۀ يا خنثی هندسۀ به كه داشت خواهيم هندسه ای بگذاريم،
اصل آنها برهان در كه احكامی همۀ آن، در و است هذلولوی و اقليدسی هندسۀ دو هر برای زيربنايی
قياسی دستگاه يك منطق، علم نظر از نتاری هندسۀ نتيجه در هستند. اثبات قابل ندارد، نقشی توازی

.[١] است تمام و سازگار
لباچفسكی٣ و بويویی٢ گاوس١، توسط همزمان تقريباً نوزدهم سدۀ اوايل در كه هذلولوی هندسۀ
توازی بنداشت افزودن و نتاری هندسۀ بنداشت های همۀ پذيرش با كه است هندسه ای شد، كشف
ناواقع P نقطۀ يك و ℓ خط يك كه می پذیریم هذلولوی توازی بنداشت در است. آمده پديد هذلولوی
از هذلولوی، هندسۀ تجسم برای می گذرند. P نقطۀ از ℓ با موازی خط دو حداقل كه دارند وجود آن بر
الگوی برتریِ می گیریم. كمك پوانكاره قرص و پوانكاره۶ بالايی نيم  صفحۀ كلاين۵، بلترامی۴ الگوی سه
پوانكاره الگوهای برتریِ و اقليدسی پاره خط های به كمك هندسه اين خط های نمايش در كلاين بلترامی
می شود ديده فوق الگوهای بررسی با می شوند. گرفته اندازه اقليدسی روش به زوايا كه است اين در
گاوس توسط كه كارهايی به توجه با و اقليدسی هندسۀ که است سازگار همان قدر هذلولوی هندسۀ كه

.[١] دانست هذلولوی هندسۀ از حدی حالت يك را اقليدسی هندسۀ می توان است، گرفته انجام
اين در باشند. همگرا مجانبی به طور يا واگرا است ممكن موازی خط های هذلولوی، هندسۀ  در
مركز يا حدی خم مركز دايره، مركز به ترتيب، فراآرمانی يا آرمانی عادی، نقطۀ يك كه ديد خواهيم مقاله
مقاله، این در ما هدف و ندارند مشابه اقليدسی هندسۀ در اخير خم دو اين بود. خواهند هم فاصله خم

است. خم دو اين ویژگی های بررسی

متناظر و فراآرمانی آرمانی، نقاط .٢
نقطه ای خط هایی چنين به اما ندارند تقاطعی نقطۀ هيچ موازی، مجانبی به طور خط دو که می دانیم
پس می انگاریم. خط دو آن تقاطع نقطۀ را آن و می کنیم منسوب آرمانی نقطۀ نام به بي نهايت در
حدی موازی يكديگر با نتيجه در و معين خط يك با امتداد يك در كه خط هایی همۀ كه می پنداریم چنين
می دهند. تشكيل آرمانی رأس يك با خط  دسته يك و می شوند متقارب آرمانی نقطۀ يك در هستند،
موازی آن با امتداد دو در كه خط هایی تمام كه دارد آرمانی نقطۀ دو عادی، نقاط بر علاوه خط هر پس
آرمانی نقطۀ يك در خط «دو گزارۀ در بنابراين گذشت. خواهند نقاط آن از يكی بر باشند، حدی
١Carl Friedrich Gauss ٢János Bolyai ٣N. I. Lobachevsky ۴Eugenio Beltrami ۵Felix Klein
۶Henri Poincaré
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١ شکل

به را عادی نقطۀ يك «خطی گزارۀ و هستند حدی موازی خط دو كه است آن منظور هستند»، متقاطع
آن با حدی موازی نيم خط يك عادی نقطۀ آن از یعنی می کند» وصل مفروض خطی آرمانی نقطۀ يك
بزرگ حروف آرمانی، نقاط نمايش برای معمولا است. شده رسم معين، امتداد آن در و مفروض خط

می شود. گرفته به كار (Ω (مانند يونانی الفبای
عمود دارای خط ها اين می دانیم، چنان كه ولی ندارند مشترك نقطۀ نيز موازی واگرا به طور خط دو
می شود منسوب چنان فراآرمانی نقطه ای خط، هر به ویژگی، اين از استفاده با .[۵] هستند مشترك
دسته ای خط، يك بر عمود خط های همۀ پس باشد. آن بر عمود خط های همۀ مشترك نقطۀ به منزلۀ كه
به طور خط دو كه پنداشت می توان نتيجه در است. فراآرمانی نقطه ای آنها رأس كه می دهند تشكيل
فراآرمانی، نقطۀ هر با متناظر همچنين می کنند. قطع فراآرمانی نقطۀ يك در را يكديگر موازی، واگرا
نقطۀ آن از باشد، عمود نماينده خط بر كه خطی هر و است نقطه آن نمايندۀ كه دارد وجود خطی
كه انديسی همراه به يونانی بزرگ حروف با را فراآرمانی نقاط كه می کنیم قرارداد می گذرد. فراآرمانی
همۀ و است فراآرمانی نقطۀ يك Γℓ قرارداد، اين با دهيم. نمايش باشد، نقطه آن نمايندۀ خط معرف

می گذرند. آن از هستند، عمود ℓ بر كه خط هایی

هستند. موازی مجانبی به طور كه است خط دو تقاطع Ω آرمانی نقطۀ كنيم فرض .٢ . ١ تعریف
ديگری بر B و خط دو اين از يكی بر A كه می گیریم نظر در چنان را B و A دلخواه نقاط همچنين
رأس دو كه است مثلث گونه شكلی ،AB پاره خط و مذكور خط دو از آمده پديد شكل باشد. واقع

(شکل١). است Ω آن، آرمانی رأس و B و A نقاط آن، عادی

باشیم داشته △ A
′
B

′
Ω

′ و △ ABΩ مثلث گونۀ شکل دو در اگر .([١٠]) ٢ . ٢ گزاره

،∠BAΩ ∼= ∠B′
A

′
Ω

′ و AB ∼= A
′
B

′

بود. خواهند قابل انطباق △ A
′
B

′
Ω

′ و △ ABΩ بنابراین و ∠ABΩ ∼= ∠A′
B

′
Ω

′ آن گاه

در واقع زاویه های اگر گوییم، متناظر نقاط را متمایز خط دو بر واقع Q و P نقطۀ دو .٢ . ٣ تعریف
باشند. قابل انطباق آمده اند، PQ→←پدید خط و خط دو آن توسط PQ→←که خط طرف یک
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واگرا به طور یا متقاطع موازی، مجانبی به طور واقع اند، آنها بر متناظر نقاط که خط هایی اگر
را قضیه ها این اثبات می بینیم. زیر قضیه های در که بود خواهند ویژگی هایی دارای باشند، موازی

بیابید. [١٠] در می توانید
تنها و یک هستند، موازی مجانبی به طور که خطی دو از یکی بر واقع نقطه هر به ازای .۴ . ٢ قضیه

دارد. وجود دیگر خط بر واقع آن، با متناظر نقطۀ یک
به طور یکدیگر با جهت یک در که خطی سه از یکی بر R و Q ،P نقاط از یک هر اگر .۵ . ٢ قضیه
نمی توانند نقطه سه آن گاه Qباشد، با Rمتناظر Pو با Qمتناظر و گردند واقع هستند، موازی مجانبی

است. P با متناظر R به علاوه و گیرند قرار اقلیدسی استقامتِ یک بر
واقع آن، با متناظر نقطۀ یک تنها و یک متقاطع، خط دو از یکی بر واقع نقطه هر به ازای .۶ . ٢ قضیه

دارد. وجود دیگر خط بر
Q و شود واقع هستند، متقاطع که خطی سه از یکی بر R و Q ،P نقاط از یک هر اگر .٢ . ٧ قضیه
گیرند قرار اقلیدسی استقامتِ یک بر نمی توانند نقطه سه آن گاه باشد، Q با متناظر R و P با متناظر

است. P با متناظر R به علاوه و
یک تنها و یک هستند، موازی واگرا به طور که خطی دو از یکی بر واقع نقطه هر به ازای .٢ . ٨ قضیه

دارد. وجود دیگر خط بر واقع آن، با متناظر نقطۀ
واقع هستند، موازی واگرا به طور که خطی سه از یکی بر R و Q ،P نقاط از یک هر اگر .٢ . ٩ قضیه
اقلیدسی استقامتِ یک بر نمی توانند نقطه سه آن گاه باشد، Q با متناظر R و P با متناظر Q و شود
P با متناظر R به علاوه باشد. خط سه عمودمشترک آنها، بر گذرنده خط که وقتی مگر گیرند قرار

است.
حدی خم .٣

آن بر را B نقطۀ و خارج عمودی ℓ بر A از می گیریم. نظر در را آن بر واقع A نقطۀ و ℓ خط
در B اگر باشد. مماس ℓ بر A در AB شعاع و B مرکز به δ دایرۀ کنیم فرض حال می کنیم. اختیار
به تدریج می ماند، باقی مماس ℓ بر که حالی در δ دایرۀ آن گاه شود، دور بسیار A از ℓ بر عمود امتداد
کرد. خواهد میل حدی وضع یک سمت به شود، دور A از زیاد دلخواه به اندازۀ B اگر و می شود بزرگ
،δ حدی وضع هذلولوی، هندسۀ در ولی است ℓ خط دقیقاً δ دایرۀ حدی وضع اقلیدسی، هندسۀ در
می پردازیم. خم این ویژگی های بررسی و معرفی به اکنون (شکل٢). است عجیب سرشتی با خم یک
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نتیجه را دایره مشهور ویژگی های همۀ بتواند که می آوریم دایره برای جدید تعریفی منظور، این برای
باشد. عجیب و تازه خم های به معمولی دایرۀ از انتقال برای ساده وسیله ای به علاوه و دهد

که است شعاعی خط دسته یک شعاع های بر واقع متناظرِ نقاط هندسی مکان دایره .٣ . ١ تعریف
باشد. عادی نقطۀ یک آن رأس

نظر مورد خم دو به دهیم، تغییر را دارند قرار آنها بر متناظر نقاط که شعاع هایی سرشت اگر
که خط ها از دسته ای بر واقع متناظرِ نقاط مجموعۀ مطالعۀ به نخست رسید. خواهیم مقاله این در
این است. آرمانی نقطۀ یک آن رأس که دسته ای یعنی می پردازیم؛ هستند، موازی مجانبی به طور
این از نقطه ای سه هیچ ،۵ . ٢ قضیۀ بر بنا زیرا نیست، راست خط یک هذلولوی هندسۀ در مکان
خواهیم چنان که زیرا نیست، نیز دایره مکان این ندارند. قرار اقلیدسی استقامتِ یک بر مجموعه
که است دایره ای حدیِ صورت خم، این چون ندارد. وجود دایره در که است ویژگی هایی دارای دید،
دسته نیم خط های .[١٠] می نامند زمانی دایرۀ یا حدی خم را آن می شود، بزرگ بی نهایت آن شعاع
خم مرکز شکل، این آرمانی مرکز به و محورها یا شعاع ها را هستند موازی مجانبی به طور که خط هایی
استقامتِ یک بر حدی خم از نقطه ای سه هیچ چون ،۵ . ٢ قضیۀ بنابر که است بدیهی می گویند. حدی

کند. قطع نقطه دو از بیش در را حدی خم یک نمی تواند راست خط یک نگرفته اند، قرار اقلیدسی
،C ،B ،A نقاط است. Ω′ و Ω آنها آرمانی مرکزهای که می گیریم نظر در را حدی خم دو .٣ . ٢ تذکر
می کنیم. رسم را . . . DΩ→−−و ،−→CΩ ،−→BΩ ،−→AΩشعاع های و Ωاختیار مرکز به حدی خم بر را . . . Dو
نیم خط حال می کنیم. رسم A→−−را

′
Ω

′ شعاع و اختیار Ω′ مرکز به حدی خم بر را A′ دلخواه نقطۀ سپس
بر واقع B′ نقطۀ سپس باشد. قابل انطباق ∠ΩAB بر ∠Ω′

A
′
x

′ که می کنیم رسم چنان را −−→A
′
x

′

دو ،٢ . ٢ گزارۀ بنابر ،−−−→B
′
Ω

′ شعاع رسم با .A′
B

′ ∼= AB که برمی گزینیم چنان را −−→A
′
x

′ نیم خط
∠ABΩ ∼= ∠A′

B
′
Ω

′ نتیجه در بود. خواهند قابل انطباق △ A
′
B

′
Ω

′ و △ ABΩ مثلث گونۀ
،۴ . ٢ قضیۀ بنابر و بود خواهد A

′ با متناظر B
′ پس .∠A′

B
′
Ω

′ ∼= ∠B′
A

′
Ω

′ بنابراین و
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Ω

.
B

′

.
C

′

. A
′

. D
′.

x
′

.

Ω
′

٣ شکل

این بر را . . . و D
′ ،C ′ نقاط روند، این ادامۀ با است. واقع Ω

′ مرکز به حدیِ خم بر B′ نقطۀ
. . . و CD ،BC وترهای بر به ترتیب، . . . و C ′

D
′ ،B′

C
′ وترهای که می یابیم چنان حدی خم

مرسوم شعاع های و متناظر وترهای جفت توسط ساخته شده زاویه های به علاوه، و باشند قابل انطباق
قابلیت انطباق را حدی خم دو میان تناظر این .(٣ (شکل باشند قابل انطباق آنها، انتهایی نقاط از
قوس های میان یک به یک تناظر همچنین هستند. قابل انطباق حدی خم دو هر نتیجه در می نامیم. آنها
قوس های می گوییم مثال، برای می کنیم. اطلاق آنها قابلیت انطباق به را توصیف شده تناظر در متناظر
خم دو از قوس دو بین تناظر این است ممکن همچنین هستند. قابل انطباق A′

D
′ و AD متناظر

دو بین ٣ . ٢ تذکر در توصیف شده تناظر اگر شود. برقرار حدی خم یک از قوس دو یا هم مرکز حدی
که می کنیم بیان صورت این به  و «خمیدگی» واژۀ با را تناظر این شود، برقرار حدی خم یک از قوس
را ویژگی این شود، می دیده که چنان است.» خمیدگی یک دارای خود نقاط همۀ در حدی خم «یک

دارند. نیز دایره ها

می بینیم. زیر قضیۀ در که است آمده به دست [١٠] در حدی خم  های برای دیگری جالب ویژگی های
آنها. همۀ نه ولی هستند صادق نیز دایره مورد در ویژگی ها این از برخی

برقرارند: زیر گزاره های .٣ . ٣ قضیه
قابل انطباق قوس های دارای قابل انطباق وترهای حدی)، خم یک بر (یا حدی خم دو هر بر (الف)
قوس هایی در این، بر علاوه هستند. قابل انطباق وترهای دارای قابل انطباق قوس های و

است؛ بزرگتر قوس به متعلق بزرگتر وتر نیستند، قابل انطباق که
نیز دیگر نقطۀ یک در را خم نباشد، شعاع و کند قطع نقطه یک در را حدی خم خطی اگر (ب)

کرد؛ خواهد قطع



١٠٣ هذلولوی هندسۀ در عجیب ١٠٣خم های هذلولوی هندسۀ در عجیب ١٠٣خم های هذلولوی هندسۀ در عجیب خم های

.. A. B.

Ω

۴ شکل

حدی خم یعنی است؛ عمود نقطه آن از گذرنده شعاع بر نقطه، هر در حدی خم بر مماس (پ)
بر عمود مسیری را آن می توان نتیجه در می کند. قطع قائمه زاویۀ با را خود محورهای

پنداشت. خود شعاع های دسته

دیگر امتداد در و نزدیک هم به امتداد یک در موازی، مجانبی به طور خط های که می کنیم یادآوری
دسته ای بر واقع متناظرِ نقاط هندسی مکان حدی، خم یک تعریف، بنابر همچنین می شوند. دور هم از
است. آرمانی نقطۀ یک آن رأس که خط ها از دسته ای یعنی موازیند؛ مجانبی به طور که است خط ها از
آرمانی مرکز Ω کنیم فرض می کنیم. تعریف صورت این به را «تقعر» واژۀ حدی، خم یک برای بنابراین
و ∠BAΩ قابل انطباق زاویه های چون باشند. آن بر واقع دلخواه نقاطی B و A و حدی خم یک
شعاع های توازی طرف به حدی خم یک تقعر گوییم هستند، حاده  △ ABΩ مثلث گونۀ در ∠ABΩ

خم یک از نقطه سه داشتن با که می دهیم نشان بخش، این پایان در (شکل۴). است مقعر یا کاو آن،
می کنیم. بیان را زیر قضیۀ ابتدا منظور، این برای کرد. رسم را آن می توان حدی،

نصف را وتر آن با متناظر قوس و است شعاع حدی، خم از وتری وسط بر عمود خط .۴ . ٣ قضیه
می کند.

BΩ→−را AΩ→−و شعاع های و اختیار را Ω آرمانی مرکز به داده شده حدی خم از AB وتر اثبات.
نقطۀ C کنیم فرض .∠BAΩ ∼= ∠ABΩ داریم هستند، متناظر B و A نقاط چون می کنیم. رسم
△ BCΩ و △ ACΩ مثلث گونۀ شکل دو و می کنیم رسم CΩ→−را شعاع باشد. AB پاره خط وسط
بر ∠ACΩ پس .∠ACΩ ∼= ∠BCΩ داشت خواهیم ،٢ . ٢ گزارۀ بنابر می گیریم. نظر در را
وتر CΩ→←عمودمنصف خط بنابراین و است قائمه ∠ACΩ نتیجه در است. قابل انطباق خود مکمل
△ ACD مثلث دو که است بدیهی بنامیم، D را حدی خم CΩ→←و خط تقاطع اگر حال است. AB

و AD ∼= BD نتیجه در بود. خواهند قابل انطباق بین، زاویۀ و ضلع دو حالت به △ BCD و
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۵ شکل

..A . B. C.
ℓ١

.
ℓ٢

.

Ω

۶ شکل

می کند نصف را AB وتر نظیر CΩ→←قوس خط پس هستند. قابل انطباق آنها نظیر قوس های بنابراین
□ (شکل۵).

می شود. مشخص کاملا آن از نقطه سه با حدی خم هر .۵ . ٣ قضیه
،۵ . ٢ قضیۀ بنابر باشند. شده داده حدی خم یک از C و B ،A نقطۀ سه کنیم فرض اثبات.
وترهای عمودمنصف  به ترتیب، ℓ٢ و ℓ١ خط های اگر نیستند. اقلیدسی استقامتِ یک بر نقطه سه این
موازی مجانبی به طور بنابراین و شعاع اند خط، دو این ،۴ . ٣ قضیۀ بنابر آن گاه باشند، BC و AB

که دارد AB→←قرار خط از طرفی در و است آنها مشترک آرمانی نقطۀ حدی، خم مرکز Ω پس هستند.
□ (شکل۶). می آیند به دست تعریف از استفاده با نیز آن دیگر نقاط ،Ω یافتن با است. آن در C

هم فاصله خم .۴
واقع متناظر نقاط و می پردازیم دارند، فراآرمانی رأس که شعاع ها از دسته ای به بخش، این در

می دهیم. قرار بررسی مورد را دسته این بر



١٠۵ هذلولوی هندسۀ در عجیب ١٠۵خم های هذلولوی هندسۀ در عجیب ١٠۵خم های هذلولوی هندسۀ در عجیب خم های

به طور که است خط ها از دسته ای بر واقع متناظرِ نقاط هندسی مکان هم فاصله، خم .١ . ۴ تعریف
مرکز را دسته فراآرمانی رأس هم فاصله، خم محورهای یا شعاع ها را دسته خط های موازی اند. واگرا

می نامیم. مبنا خط را رأس نمایندۀ خط و آن
نیز اَبردایره هم فاصله، خم به است. مذکور دستۀ خط های عمودمشترک همان واقع در مبنا خط
نیم صفحه ها، این و است نیم صفحه دو مرز دقیقاً مبنا) خط اینجا (در خط هر چون .[١٠] می گویند
دو در که است شده تشکیل شاخه دو از هم فاصله خم که داد خواهیم نشان ،[۵] ندارند مشترکی نقطۀ

نیست. همبند هم فاصله خم بنابراین دارند. قرار مبنا خط طرف
یک در که باشند ℓ مبنای خط با هم فاصله ای خم بر واقع B و A نقاط کنیم فرض .٢ . ۴ تعریف
A نقاط از گذرنده شعاع های تلاقی محل به ترتیب، H٢ و H١ کنیم فرض همچنین واقع اند. ℓ طرف
هذلولوی هندسۀ در گوژ چهارضلعی یک ویژگی های و هم فاصله خم تعریف بنابر باشند. ℓ خط با B و
به هم فاصله خم گوییم حالت این در حاده اند. ∠ABH٢ و ∠BAH١ قابل انطباق زاویه های ،[۵]

است. مقعر یا کاو خود مبنای خط سمت
دید. زیر قضیه های در می توان را هم فاصله خم ویژگی های

برقرارند: زیر گزاره های هم فاصله خم هر برای .٣ . ۴ قضیه
فاصله های که است مبنا خط معین طرف یک در واقع نقاط هندسی مکان هم فاصله، خم (الف)
است؛ برقرار نیز مبنا خط دیگر طرف در گزاره این است. یکسان مبنا خط از آنها عمودی

است. شده تشکیل دارند، قرار مبنا خط طرف دو در که شاخه دو از هم فاصله خم (ب)
خواهد مبنا خط ℓ پس باشد. هم فاصله خم مرکز Γℓ فراآرمانی نقطۀ کنیم فرض (الف) اثبات.
آن گاه کنیم، اختیار هم فاصله خم بر واقع را B و A نقاط مبنا، خط طرف یک در اگر حال بود.
هم فاصله، خم تعریف بنابر زیرا بود، خواهند عمود مبنا خط بر B و A نقاط از گذرنده شعاع های
ℓ خط با B و A نقاط از گذرنده شعاع های تلاقی نقاط اگر پس است. آنها عمودمشترک مبنا خط
همچنین هستند. قائمه ∠BH٢H١ و ∠AH١H٢ زاویه های آن گاه بنامیم، H٢ و H١ به ترتیب، را
.∠BAH١ ∼= ∠ABH٢ نتیجه در هستند. متناظر B و A نقاط هم فاصله، خم تعریف بنابر
که دارد وجود H١ و A میان M نقطۀ ،BH٢ < AH١ فرض با اگرنه AH١؛ ∼= BH٢ اما
و ∠BMH١ زاویه های ،□H١H٢BM ساکری١ چهارضلعی در آن وقت و MH١ ∼= BH٢
،∠MBH٢ < ∠ABH٢ چون دیگر، طرف از .[۵] شد خواهند حاده و قابل انطباق ∠MBH٢
١Saccheri
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زیرا نیست، ممکن که ∠BMH١ < ∠BAH١ بنابراین و ∠MBH٢ < ∠BAH١ پس
باشیم داشته باید و است △ BAM مثلث از ∠BAM به غیرمجاور خارجی زاویۀ ∠BMH١
B و A یعنی AH١؛ ∼= BH٢ پس .∠BMH١ > ∠BAH١ یا ∠BMH١ > ∠BAM

در بیان شده گزارۀ درستی مشابه، روش به و مبنا خط دیگر طرف انتخابِ با فاصله اند. یک به ℓ از
بر گذرنده شعاع های چون که است ذکر به لازم .(٧ (شکل می شود ثابت مجدداََ قضیه این (الف) بند
دور هم از عمودمشترک شان خط طرفین در خط ها این و هستند موازی واگرا به طور خط های B و A
دیده شکل این در هم فاصله خم ضمناََ شده اند. ترسیم گونه بدین خط ها این ٧ شکل در ،[۵] می شوند

دید. خواهیم ٨ شکل در را آن ترسیم نمی شود؛
که می کنیم اختیار چنان −−→H٢B و −−→H١A متقابل نیم خط های بر به ترتیب، را D و C نقاط (ب)
ساکری چهارضلعی در بنابراین و H١C ∼= H٢D نتیجه در .H٢D ∼= H٢B و H١C ∼= H١A
D و C لذا و متناظرند D و C نقاط پس .[۵] ∠H١CD ∼= ∠H٢DC داریم ،□H٢H١CD

□ .(٨ (شکل دارند قرار مبنا خط دیگر طرف در و هم فاصله خم بر نیز

می نامیم. فاصله را آن مبنای خط از هم فاصله خم یک نقاط یکسان فاصلۀ .۴ . ۴ تعریف



١٠٧ هذلولوی هندسۀ در عجیب ١٠٧خم های هذلولوی هندسۀ در عجیب ١٠٧خم های هذلولوی هندسۀ در عجیب خم های

در است. مبنا) (خط مشخص خط یک تا آن نقاط یکسان فاصلۀ هم فاصله، خم نامگذاری دلیل
به عنوان می توان را خط هر همچنین هستند. هم فاصله خم یک موازی، خط دو هر اقلیدسی، هندسۀ

کرد. فرض صفر فاصلۀ با هم فاصله ای خم

هستند. قابل انطباق یکسان، فاصله های با هم فاصله خم دو هر .۵ . ۴ قضیه

نقاط باشند. d یکسان فاصلۀ با هم فاصله خم دو مبنای خط های ℓ
′ و ℓ کنیم فرض اثبات.

سپس می کنیم. اختیار است، ℓ آن مبنای خط که هم فاصله ای خم بر را . . . و D ،C ،B ،A دلخواه
شعاع های تلاقی محل H٢به ترتیب، H١و کنیم فرض می گیریم. نظر در دیگر خم بر ′Aرا دلخواه نقطۀ
یک در چون باشند. ℓ′ خط با A′ از گذرنده شعاع تلاقی نقطۀ H ′

١ و ℓ خط با B و A از گذرنده
∠BH٢H١ و ∠AH١H٢ زاویه های است، آن شعاع های عمودمشترک مبنا خط هم فاصله، خم
نقطۀ سپس .∠H١AB ∼= ∠H ′

١A
′
x

′ که می کنیم رسم چنان را −−→A
′
x

′ نیم خط حال هستند. قائمه
با B′ از گذرنده شعاع تلاقی محل و AB ∼= A

′
B

′ که برمی گزینیم چنان را −−→A
′
x

′ بر واقع B
′

فاصلۀ دارای خم دو چون حال است. قائمه ∠B′
H

′

٢H
′
١ زاویۀ نتیجه در می نامیم. H ′

٢ را ℓ′ خط
حالت به △ B

′
A

′
H

′
١ و △ BAH١ مثلث دو نتیجه در .AH١ ∼= A

′
H

′
١ داریم هستند، یکسان

.∠BH١A ∼= ∠B′
H

′
١A

′ و BH١ ∼= B
′
H

′
١ بنابراین و بود خواهند قابل انطباق (ض زض)،

حالت به △ H
′

٢B
′
H

′
١ و △ H٢BH١ مثلث دو نتیجه در و ∠H٢H١B ∼= ∠H ′

٢H
′
١B

′ پس
پس .B′

H
′

٢ ∼= A
′
H

′
١ نتیجه در و BH٢ ∼= B

′
H

′

٢ بنابراین هستند. قابل انطباق (ززض)
B

′ نتیجه در .∠H ′
١A

′
B

′ ∼= ∠H ′

٢B
′
A

′ لذا و است ساکری □H
′

٢H
′
١A

′
B

′ چهارضلعی
این ادامۀ با دارد. قرار است، ℓ′ آن مبنای خط که هم فاصله ای خم بر B′ یعنی است؛ A′ با متناظر
وترهای بر به ترتیب، . . . و C ′

D
′ ،B′

C
′ وترهای که می یابیم چنان را . . . و D′ ،C ′ نقاط روند،

شعاع های با متناظر وترهای جفت که زاویه هایی به علاوه، و باشد قابل انطباق . . . و CD ،BC

به را هم فاصله خم دو میانِ تناظر چنین باشند. قابل انطباق می سازند، آنها انتهایی نقاط از گذرنده
□ .(٩ (شکل می کنیم بیان آنها قابلیت انطباق مفهوم

واژۀ با را ۵ . ۴ قضیۀ در یکسان فاصله های با هم فاصله خم دو میان توصیف شده تناظر که دیدیم
توصیف شده تناظر در متناظر قوس های میان یک به یک تناظر اکنون کردیم. بیان آنها «قابلیت انطباق»
A

′
B

′ و AB متناظر قوس های گوییم مثال، برای می کنیم. اطلاق قوس دو آن قابلیت انطباق به را
این شود، برقرار فاصله هم خم یک از قوس دو میان توصیف شده تناظر اگر حال قابل انطباق اند.
دارای خود نقاط تمام در هم فاصله خم «یک که می کنیم بیان صورت این به «خمیدگی» واژۀ با را تناظر
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مشترک هم فاصله خم و حدی خم دایره، میان ویژگی این می شود، دیده که چنان است.» خمیدگی یک
است.

بزرگتر فاصله هرچه و دارند متفاوت خمیدگی های متفاوت، فاصله های با هم فاصله خم دو .۶ . ۴ قضیه
است. بیشتر خمیدگی باشد،

نظر در d′ و d فاصله های و ℓ
′ و ℓ مبنای خط های با به ترتیب را هم فاصله خم دو اثبات.

می کنیم. اختیار است، ℓ آن مبنای خط که هم فاصله ای خم بر را B و A دلخواه نقاط سپس می گیریم.
زاویه های آن گاه باشند، ℓ خط با B و A از گذرنده شعاع های تلاقی محل به ترتیب، H٢ و H١ اگر
d مساوی H٢B و H١A قابل انطباق پاره خط های طول و هستند قائمه ∠H١H٢B و ∠H٢H١A
عمودهایی سپس .H١H٢ ∼= H

′
١H

′

٢ که می کنیم اختیار چنان ℓ
′ بر را H ′

٢ و H ′
١ نقاط حال است.

چنان ℓ
′ طرف یک در و عمود دو این بر به ترتیب، ′Bرا ′Aو نقاط و می کنیم خارج ℓ

′ Hبر ′

٢ Hو ′
١ از

B
′ و A′ که است بدیهی باشند. d′ یکسان طول دارای H ′

٢B
′ و H ′

١A
′ پاره خط دو که برمی گزینیم

پس .d > d
′ کنیم فرض حال دارند. قرار است، ℓ′ آن مبنای خط که هم فاصله ای خم از شاخه یک بر

و H١C ∼= H
′
١A

′ و است واقع H٢ و B میان D و H١ و A میان C که دارند وجود D و C نقاط
هستند قابل انطباق (ض زض) حالت به △ H

′
١H

′

٢A
′ و △ H١H٢C مثلث دو .H٢D ∼= H

′

٢B
′

پس داشت. خواهیم △ H
′

٢B
′
A

′ و △ H٢DC مثلث دو برای را قابلیت انطباق همین نتیجه در و
می کنیم ادعا .∠H٢DC ∼= ∠H ′

٢B
′
A

′ و ∠H١CD ∼= ∠H ′
١A

′
B

′ زاویه ها، جمع بر بنا
∠H ′

٢B
′
A

′
> ∠H٢BA نامساوی ادعا، این درستی صورت در که ∠H ′

١A
′
B

′
> ∠H١AB

∠H ′

٢B
′
A

′ ⩽ و ∠H ′
١A

′
B

′ ⩽ ∠H١AB پس نباشد. چنین کنیم فرض داشت. خواهیم نیز را
مجموع بنابراین و ∠H٢DC ⩽ ∠H٢BA و ∠H١CD ⩽ ∠H١AB نتیجه در .∠H٢BA
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یک که بود خواهد قائمه چهار مساوی یا بزرگتر □CDBA گوژ چهارضلعی زاویه های اندازه های
□ .(١٠ (شکل می شود حاصل مطلوب نتیجۀ ادعا، اثبات با است. هذلولوی هندسۀ در تناقض
B نقاطAو و (ℓ′ (یا ℓمبنای خط فقط و نشده اند رسیم پیشگفته، هم فاصلۀ خم دو ،١٠ شکل در
هم فاصلۀ خم های در یا هم فاصله خم یک در که می شود دیده به سادگی می کنیم. مشاهده را (B′وA′ (یا
به منسوب قابل انطباق، وترهای و دارند قابل انطباق وترهای قابل انطباق، قوس های قابل انطباق،
شاخه یک بر واقع نقاط که است وترهایی ما منظور که است بدیهی هستند. قابل انطباق قوس های
راست خط دیدیم، حدی خم مورد در آنچه مشابه و ٢ . ٩ قضیۀ بنابر همچنین می کند. وصل هم به را

کند. قطع نقطه دو از بیش در را هم فاصله خم نمی تواند
خواهد قطع نیز دیگر نقطۀ یک در را آن کند، قطع نقطه یک در را هم فاصله خم خطی اگر .٧ . ۴ قضیه

باشد. موازی مجانبی به طور آن، مبنای خط با یا مماس آن، بر اینکه مگر کرد
شعاع بر A در که باشد خطی m و هم فاصله خم از نقطه ای A مبنا، خط ℓ کنیم فرض اثبات.
←→
AH خط پس می نامیم. H را ℓ بر A از گذرنده شعاع تلاقی محل است. عمود A از گذرنده
خم فاصلۀ d اگر پس هستند. موازی واگرا به طور m و ℓ یعنی است، m و ℓ خط دو عمودمشترک
که ندارد وجود m بر دیگری نقطۀ هیچ و است d با برابر AH پاره خط طول آن گاه باشد، هم فاصله
m پس است. ریده ب A در فقط را هم فاصله خم m بنابراین باشد. d مساوی ℓ از آن عمودی فاصلۀ
دانست آن محورهای دسته بر عمود مسیر می توان را هم فاصله خم نتیجه در است. مماس آن بر A در
موازی مجانبی به طور ℓ با که باشد m خط و هم فاصله خم تلاقی نقطۀ A کنیم فرض حال .(١١ (شکل
تلاقی نقطۀ تنها A نیستند، فاصله یک به ℓ از m بر واقع نقطه ای دو هیچ چون حالت این در است.
نقطۀ در را هم فاصله خم m خط که می پردازیم حالتی بررسی به اکنون بود. خواهد هم فاصله خم و m
عمود ℓ بر m اگر است. موازی مجانبی به طور ℓ با نه و است مماس خم بر A در نه ولی است ریده ب A
می کند. قطع B مانند نقطه ای در را هم فاصله خم دیگر شاخۀ m آن گاه باشد، آنها تلاقی نقطۀ H و
خط کنیم فرض صورت، این غیر در است. تمام اثبات و AH ∼= BH ،B ̸= A که است بدیهی
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فرض همچنین باشد. موازی مجانبی به طور ℓ با و بگذرد A بر m′′ خط و مماس خم بر A در m′

با متمایز x نقطۀ باشند. m′′ و ℓ تلاقی محل Ω آرمانی نقطۀ و ℓ بر A از وارد عمود پای H کنیم
شامل m اگر می کنیم. اختیار است، آن در Ω AH→←که خط از طرفی همان در و m′ بر واقع را A
حالت دو از یکی آن گاه است، گرفته قرار −−→AH و −→Ax نیم خط دو میان که باشد −→Ay مانند نیم خطی

می افتد: اتفاق زیر
با و موازی واگرا به طور ℓ با m خط صورت، این در AΩ→−است. Ax→−و Ay→−میان نیم خط اول: حالت
باشد عمودمشترک شان mبا و ℓ تلاقی محل Qبه ترتیب، Pو نقاط اگر است. عمودمشترک دارای ℓ
AH ∼= BK آن گاه ،QA ∼= QB که کنیم اختیار چنان QA→−را متقابل نیم خط بر واقع B نقطۀ و
را خم m خط لذا و دارد قرار هم فاصله خم بر B پس است. ℓ بر B از وارد عمود پای K آن، در که

.(١٢ (شکل است کرده قطع B مانند دیگری نقطۀ در
C مانند نقطه ای در را ℓخطmخط صورت، این در AΩ→−است. AH→−−و Ay→−میان نیم خط دوم: حالت
سپس .CA ∼= CB که می کنیم اختیار چنان را −→CA متقابل نیم خط بر واقع B نقطۀ می کند. قطع
△ CHA مثلث دو که است بدیهی می نامیم. K را عمود پای و می کنیم وارد عمودی ℓ بر B از
خم بر B یعنی AH؛ ∼= BK نتیجه در و هستند قابل انطباق (ززض) حالت به △ CKB و
بدیهی است. کرده قطع B مانند دیگری نقطۀ در را هم فاصله خم m خط پس دارد. قرار هم فاصله
حال .(١٣ (شکل است گرفته قرار خم از شاخه یک بر B و A نقاط از یک هر حالت، این در که است
آن گاه است، گرفته AH→−−قرار متقابل نیم خط Ax→−و نیم خط میان که باشد نیم خطی شامل m خط اگر
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این در که را ℓ خط دیگر آرمانی نقطۀ می گیریم. نظر در نیست، آن در Ω که AH→←را خط از طرفی
و نامگذاری m′′ است، موازی مجانبی به طور ℓ با که ′AΩ→←را خط و می نامیم Ω′ است، واقع طرف
□ می کنیم. عمل قبل مشابه

نصف را وتر آن متناظر قوس و است شعاع هم فاصله خم از وتری وسط بر عمود خط .٨ . ۴ قضیه
می کند.

شاخه یک بر که باشند هم فاصله خم یک از نقطه دو B و A و مبنا خط ℓ کنیم فرض اثبات.
P ،ℓ بر B و A از وارد عمودهای پای به ترتیب، K و H کنیم فرض همچنین گرفته اند. قرار آن از
خط که می شود دیده به سادگی ،AH ∼= BK چون باشد. HK پاره خط وسط Q و AB وتر وسط
اگر حال است. شعاع ،AB وتر عمودمنصف لذا و است HK→−←عمود AB→←و خط دو هر PQ→←بر

و △ RPA مثلث دو قابلیت انطباق از آن گاه باشد، هم فاصله خم با شعاع این تقاطع محل R نقطۀ
قابل انطباق قابل انطباق، وترهای متناظرِ قوس های اما .RA ∼= RB که می گیریم نتیجه △ RPB

□ .(١۴ (شکل بود خواهند قابل انطباق RB و RA قوس دو پس هستند.
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کرد. بیان آن از نقطه سه داشتن با را هم فاصله خم یک ترسیم چگونگی می توان اکنون

می شود. مشخص کاملا آن از نقطه سه داشتن با هم فاصله خم هر .٩ . ۴ قضیه
سه این ،٢ . ٩ قضیۀ بنابر باشند. هم فاصله خم یک از نقطه سه C و B ،A کنیم فرض اثبات.
دو عمودمنصف های ،٨ . ۴ قضیۀ بنابر همچنین گیرند. قرار اقلیدسی استقامتِ یک بر نمی توانند نقطه
مبنای خط آنها، عمودمشترک و هستند موازی واگرا به طور نتیجه در هستند. شعاع BC و AB وتر
A نقطۀ عمودی فاصلۀ d که است بدیهی می نامیم. d را فاصله و ℓ را مبنا خط است. هم فاصله خم
□ .(١۵ (شکل می آیند به دست هم فاصله خم این دیگر نقاط d و ℓ داشتن با است. ℓ از (C یا B)
هم فاصلۀ خم سه نباشند، اقلیدسی استقامتِ یک بر نقطه سه اگر که می دهیم نشان پایان، در

دارند. قرار آنها بر نقطه سه این که دارند وجود متفاوت
دارند. قرار متفاوت هم فاصلۀ خم سه بر خط، یک بر ناواقع نقطۀ سه .١٠ . ۴ قضیه

نظر در را △ ABC مثلث نباشند. اقلیدسی استقامتِ یک بر C و B ،A کنیم فرض اثبات.
پای اگر باشند. BC و AC ،AB ضلع های وسط به ترتیب، P و N ،M می کنیم فرض و می گیریم
قابلیت انطباق دو از آن گاه Lبنامیم، Kو ،H به ترتیب، MN→−←را خط Cبر Bو ،A از وارد عمودهای
نتیجه در .BK ∼= AH ∼= CL داریم △ AHN ∼=△ CLN و △ AHM ∼=△ BKM

طول d آن، در که دارند قرار d فاصلۀ MN→−←و مبنای خط با هم فاصله ای خم بر C و B ،A نقاط
با دیگر هم فاصلۀ خم دو بر نقطه سه این مشابه، روش به است. مذکور قابل انطباق پاره خط های
□ .(١۶ (شکل داشت خواهند قرار NP→←نیز MP→−←و مبنای خط های

دایرۀ همان آنها از یکی می گذرند. مثلث یک رأس های بر عام معنی به دایره چهار .١١ . ۴ نتیجه
(اَبردایره) هم فاصله خم سه دیگر، دایرۀ سه و است عادی نقطۀ یک آن مرکز که است مثلث محیطی
می توان مشابه به طور شد. ثابت ١٠ . ۴ قضیۀ در آنها وجود و هستند فراآرمانی مراکز دارای که هستند

هستند. مماس مثلث یک اضلاع بر که دارند وجود عام معنی به دایره چهار که داد نشان
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