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چکیده
متغیر های به آن، در که است کلاسیک احتمال نظریۀ از تعمیمی ناجابه جایی احتمال نظریۀ
فضای یک روی عملگر هایی به سان بلکه نمی شود، نگاه اندازه پذیر توابع به چشم تصادفی
نظریۀ تاریخی سیر بررسی به مثال، چندین ارائه با مقاله، این در می شوند. تلقی هیلبرت
می پردازیم. ناجابه جایی صورت سپس و اندازه نظریۀ به کلاسیک صورت از آن تحول و احتمال

سرآغاز .١
علم مبانی می پردازد. تصادفی پدیده های مطالعۀ به که است ریاضیات از شاخه ای احتمال نظریۀ
ریاضیدان و فرما و پاسکال همچون فرانسوی ریاضیدانان کارهای با و میلادی هفدهم سدۀ در احتمال
در احتمال نظریۀ میلادی، نوزدهم سدۀ آغاز و هجدهم سدۀ اواخر در شد. پایه گذاری هویگنس، هلندی،
تأثیری روسی ریاضیدانان میلادی، نوزدهم سدۀ دوم نیمۀ در کرد. پیدا کاربرد صنعت و طبیعی دانش های
از رشته یک مارکُف٣ و لیاپونُف٢ شاگردانش، و چبیشف١ داشتند: احتمال نظریۀ پیشرفت در شگرف
و برل جمله از بسیاری دانشمندان بیستم، قرن آغاز در کردند. حل را احتمال نظریۀ کلی مسئله های
روسی، ریاضیدان کُلموگرف۵، عرصه این در نام درخشان ترین اما کردند کار احتمال نظریۀ روی برنشتاین۴
کرد. منتشر ١٩٣٣ سال در احتمال نظریۀ مبانی نام به کتابی در را احتمال نظریۀ موضوع اصول که است
توجه قابل رویداد یک شد. مطرح اندازه نظریۀ از شاخه ای به عنوان وی اثر در کلاسیک احتمال نظریۀ
در که بود ریاضیات در حل نشده مسائل دربارۀ پاریس در هیلبرت معروف سخنرانی پیشرفت، این در

ناجابه جایی. احتمال نظریۀ هیلبرت؛ فضای تصادفی؛ متغیر اندازه؛ نظریۀ احتمال؛ نظریۀ کلیدی. کلمات و عبارات
١Pafnuty Chebyshev ٢Aleksandre Lyapunov ٣Andrey Markov ۴Paul M. Bernstein ۵Andrey

N. Kolmogorov
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زبان به باید فیزیک علم که داشت عقیده هیلبرت بود. شده احتمال نظریۀ نظام مندِ بررسی خواستار آن،
سال های زمستان در او نمود. ایفا خصوص این در عمده  نقشی خود او و شود صورت بندی ریاضیات
تهیه فون نویمان همکاری با که داد ارائه کوانتومی مکانیک مورد در سخنرانی سلسله یک ،١٩٢٧ و ١٩٢۶
خود اوج به هیلبرت فضای در فون نویمان توسط کوانتومی مکانیک صورت بندی با رویکرد این بود. شده
از آزمایش ها، نتایج به توجه با هایزنبرگ قطعیت عدم اصل مانند کوانتوم فیزیک در موجود مطالب رسید.
به دلیل پیش بینی، در ما توانایی عدم یعنی است؛ ناممکن دقیق پیش بینی و هستند برخوردار تصادفی جنبۀ
قضیۀ و بل نامساوی .[۶] دارند تصادفی ماهیت کوانتومی پدیده های خودِ بلکه نیست، دانش بودن کم
از استفاده با را کوانتوم مکانیک نمی توان می دهند نشان که هستند مهمی قضیه های از کوشن١–اشپکر٢
مکان، مانند دینامیکی (ویژگی مشاهده پذیر یک کمی مقادیر زیرا کرد، صورت بندی کلاسیک احتمال نظریۀ
دهیم انجام داریم قصد را اندازه گیری کدام کنیم مشخص اینکه مگر نیست دستیابی قابل تکانه) و سرعت
دارد. شانس از بیشتری توضیح به نیاز کوانتوم فیزیک معنا، این به کنیم. تعیین مایلیم را مقادیر کدام و
احتمال نظریۀ دو هر که آمد به وجود ناجابه جایی احتمال نظریۀ به موسوم احتمالی نظریۀ زمان، گذشت با
این ریشه های به توجه با در بر می گرفت. خاص حالت های به عنوان را کوانتومی احتمال نظریۀ و کلاسیک
اساسی ایده های از مقدمه ای می خوانند. نیز کوانتومی احتمال نظریۀ را ناجابه جایی احتمال نظریۀ موضوع،

است. دسترسی قابل [٨] در ریاضیدانان برای کوانتوم، مکانیک در احتمالی الگوی
به تصادفی متغیر های آن، در که است کلاسیک احتمال نظریۀ از تعمیمی ناجابه جایی احتمال نظریۀ
نظریه این هستند. هیلبرت فضای یک روی عملگر هایی بلکه نمی شوند، نگریسته اندازه پذیر توابع چشم
به تدریج و شد مطرح میلادی ١٩٣٠ دهۀ اوایل در فون نویمان توسط ناجابه جایی اندازۀ نظریۀ یک به عنوان
تائو٨ و ایتو٧ بورکهلدر۶، خین چین۵، دوب۴، وینر٣، همچون ریاضیدانانی معاصر، دوران در یافت. گسترش

.[١٩ ،١٠ ،٣ ،١] گماشتند همت احتمال نظریۀ توسعۀ به

کلاسیک احتمال فضاهای .٢
شانس آنها در که بازی هایی یعنی قمار بازی های مطالعۀ در هفدهم قرن به احتمال، نظریۀ رسمی آغاز
تاس، یک ریختن چرخ، چرخاندن قبیل از کارهایی بازی ها این برمی گردد. است، داشته بسزایی دخالت
یا برآمد آنها در که می گیرد بر در را غیره و کارت چند بین از بازی کارت یک کشیدن سکه، یک پرتاب
احتمال، نظریۀ اصلی موضوع بنابراین نیست. مشخص و قطعی آزمایش، انجام از پیش آزمایش، نتیجۀ
توسط که هستند نظمی دارای حال، عین در ولی ندارند تعینی نظم که است تجربی پدیده هایی بررسی
در پیش بینی قابل برآمد یک برآمد، نبودن قطعی وجود با نتیجه در و می گردد تعیین فراوانی هایشان ثبت
١Simon B. Kochen ٢Ernst Paul Specker ٣Norbert Wiener ۴Joseph L. Doob ۵Aleksandre

Khinchine ۶Donald L. Burkholder ٧Kiyoshi Itô ٨Terence Tao



٩۵ ناجابه جایی احتمال فضا های به ٩۵نگاهی ناجابه جایی احتمال فضا های به ٩۵نگاهی ناجابه جایی احتمال فضا های به نگاهی

دفعات به نااریب) به موسوم متعادل و (متقارن سالم سکۀ یک پرتاب در مثال، برای دارد. وجود درازمدت
سکه ای، چنین پرتاب در بود. خواهد «رو» آزمایش ، انجام زیاد دفعات در نتایج از نیمی حدود زیاد،
«پشت» یا «رو» شدن ظاهر احتمال که داریم انتظار پس می دهد. رخ «پشت» یا «رو» حالت دو تنها
سبب استدلال نوع این می دهیم. نسبت را ١٢ احتمال «رو»، شدن ظاهر پیشامد به نتیجه در و باشد برابر
و (مجزا) ناسازگار دوبه دو ممکن برآمد n دارای تصادفی آزمایش برای را پیشین کلاسیک احتمال می شود
رخداد احتمال باشند، داشته را A ویژگی برآمد n(A) تعداد به اگر کنیم: تعریف زیر به صورت هم شانس

.n(A)
n با است برابر A

و است همان گویی اندکی مستلزم تعریف این که درمی یابیم پیشین، احتمال تعریف در دقت کمی با
دو که کرد قضاوت می توان چگونه و چیست حالات بودنِ هم شانس معنای واقعاً که می آید پیش پرسش این
فرانسوی، مشهور ریاضیدان دالامبر، به منسوب مشهور مثال دهید اجازه نه؟ یا هستند هم شانس حالت،
از عبارت اند که دارد وجود ممکن حالتِ سه سکه، دو پرتاب در که کرد استدلال دالامبر شویم. یادآور را
«یک پیشامد احتمال که گرفت نتیجه بنابراین پشت. یک و رو یک (پ) و پشت دو (ب) رو دو (الف)
پیوند پیشامد وقوع تجربی فراوانی با احتمال، که می کرد تصور او اگر است. ١٣ با برابر پشت» یک و رو
شده گفته حتی می شد. عوض نظرش می کرد، پرتاب بار چند از بیش را سکه دو اینکه از بعد شاید دارد،
است، زنان دندان های تعداد از بیش مردان دندان های تعداد که بودند اعتقاد این بر مردم قرن ها که است
نگاهی نفر چند دهان به که بود نداده را این زحمت خود به هیچ کس ظاهراً و بود گفته چنین ارسطو زیرا

[٢] بیفکند!
مثال، برای هستیم. گیر پا و دست محدودیت های برخی شاهد پیشین، کلاسیک رهیافت در بنابراین
است، اریب «رو» به نفع که سکه ای پرتاب در یا و باشد نامتناهی ممکن برآمدهای تعداد که حالتی در
را پیشین کلاسیک تعریف مجبوریم منظور، این به کند. یاری را ما نمی تواند پیشین کلاسیک تعریف
پسین کلاسیک احتمال به نام وسیع تر کاربردی حوزۀ با احتمالی و دهیم گسترش را آن یا و کنیم اصلاح
آزمایش ها یا مشاهدات از دنباله ای بتوانیم که است این احتمال، مفهوم نوع این در مهم نکتۀ کنیم. معرفی
به وسیلۀ و بگیریم p را A پیشامد وقوع احتمال می توانیم آن وقت کنیم. تصور یکسان شرایط تحت را
فرض مثال، برای آوریم. به دست را p تقریبی مقدار آزمایش ها، از دنباله ای در A پیشامد نسبی فراوانی
انفرادی، به طور پیشامد این دختر. یا است پسر می آید دنیا به که نوزادی که کنیم پیش بینی می خواهیم کنیم
مثال، برای ساخت. مرتبط تولدها از گروهی نتایج با اطمینان بخشی به طور را آن می توان اما است نامعین
p عدد وجود که است منطقی باشند، پسر نوزادان از درصد ۵١ مثلا تولدها، شدۀ ثبت  موارد اساس بر اگر

.[۵] بزنیم تقریب ٠٫۵١ با را آن و بپذیریم پسر، فرزند تولد احتمال به عنوان را
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هر که هست غنی کافی به اندازۀ احتمال نظریۀ این می کنیم. معرفی را نوین احتمال نظریۀ ادامه در
به می تواند بیشتر مطالعۀ برای علاقه مند خوانندۀ گیرد. بر در را پسین احتمال و پیشین احتمال قسم دو
فضای را ممکن برآمدهای همۀ مجموعۀ و نمونه ای نقطۀ را آزمایش یک ممکن برآمد هر کند. مراجعه [۵]
نسبت پیشامدها به تنها را احتمال است. نمونه ای فضای از زیرمجموعه ای پیشامد یک می نامیم. نمونه ای
پیشامدهایی یا زیرمجموعه ها همۀ که گرفت بزرگ کافی به اندازۀ را پیشامدها ردۀ می توان همواره می دهیم.
نیست چنین بزرگ، نمونه ای فضاهای برای بگیرد. بر در کنیم، صحبت آنها احتمال دربارۀ می خواهیم که را
که است معمول باشد، متناهی یا شمارش پذیر نمونه ای فضای اگر باشد. پیشامد یک زیرمجموعه ای هر که

.[۵] بگیرند نمونه ای فضای زیرمجموعه های همۀ ردۀ همان را پیشامدها ردۀ
زیرمجموعه ها از کدام یک اینکه اما نیستند پیشامد نمونه ای، فضای زیرمجموعه های همۀ که کنید توجه
کدام اینکه دقیق تعریف به جای اینجا در است. نشده داده شرح هنوز نه، کدام یک و هستند پیشامد
پیشامدها خانوادۀ بنیادی ویژگی های ذکر به می دهند، تشکیل را پیشامدها خانوادۀ Ω زیرمجموعه های

می پردازیم.

یک می کند، صدق زیر شرایط در که Ω نمونه ای فضای زیرمجموعه های از F خانوادۀ  به .٢ . ١ تعریف
می گوییم: σ-جبر

Ω؛ ∈ F •
Ac؛ ∈ F آن گاه ،A ∈ F اگر •

.∪nAn ∈ F آن گاه باشد، F در خانواده ای {An : n ∈ N} اگر •

می گوییم. پیشامد ،Ω در σ-جبر یک عضوهای از کدام هر به

پس است. آنها دادن رخ احتمالِ به توجه به علت اساساً پیشامد، به ما توجه که شد گفته این از پیش
باشد پیشامد یک A اگر همچنین شود. شامل را Ω یعنی حتمی، پیشامد پیشامدها خانوادۀ که مایلیم یقیناً
احتمال دربارۀ بتوانیم تا باشد پیشامد باید نیز Ac پس کنیم، صحبت آن دادن رخ احتمال دربارۀ بتوانیم و
پیشامد یک پیشامدها، از شمارا خانواده ای اجتماع که می گوید سوم ویژگی کنیم. صحبت هم A ندادن رخ
فراوانی آماری ثبت که می رسد نظر به منطقی دهد. رخ آنها از یکی دست کم که می دهد رخ وقتی و است
پیشامد بودنِ تصادفی یکم تخمین مورد در اصل یک که می دهد انگیزه ما به تصادفی، آزمایش یا پدیده یک
A پیشامد هر به احتمال نظریۀ در دیدگاه، این با بگیریم. نظر در آزمایش یا پدیده آن نتایج با مرتبط A
که احتمال تابع بنابراین می شود. نامیده پیشامد آن دادن رخ احتمال که می شود نظیر P (A) معین عدد
فضای زیرمجموعه های از مجموعه ای آن، قلمرو (یعنی است مجموعه ای تابع یک می کنیم، معرفی اکنون

است). [٠, ١] بازۀ در حقیقی اعداد از مجموعه ای آن، برد و نمونه ای
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است [٠, ١] در برد و (Ω در σ-جبر (یک F قلمرو با مجموعه ای تابع یک P احتمال تابع .٢ . ٢ تعریف
می کند: صدق زیر اصول در که

P؛ (Ω) = ١ •
P؛ (A) ≥ ٠ ،A ∈ F هر برای •

برای Ai ∩Aj = ∅ (یعنی ناسازگار دوبه دو پیشامدهای از دنباله ای {An : n ∈ N} اگر •
.P (

∪
nAn) =

∑
n∈N P (An) آن گاه باشد، F در (i ̸= j

احتمال آن گاه بشکنیم، دیگر پیشامد شمارا تعدادی اجتماع به را پیشامد یک اگر که می گوید سوم ویژگی
(Ω,F , P ) سه تایی از عبارت احتمال فضای قطعات. آن احتمال های مجموع با است برابر پیشامد این

است. F قلمرو با احتمال تابع یک P و پیشامدها σ-جبرِ ،F نمونه ای، فضای Ω آن، در که است

متناهی مجموعۀ یک Ω اگر می نامیم گسسته احتمال فضای یک را (Ω, F , P ) احتمال فضای
مجموعۀ هر برای احتمال تابع مورد، این در باشد. ٢Ω با برابر پیشامدها خانوادۀ و باشد شمارش پذیر یا

می کند. صدق ∑
ω∈Ω P ({ω}) = ١ و P (A) =

∑
ω∈A P ({ω}) روابط در A ⊆ Ω

اندازه نظریۀ و احتمال بین ارتباط .٣
نظریۀ دیدگاه از شمارش پذیر، یا متناهی مجموعه های روی احتمال تعریف می دانیم، که همان طور
با ادامه در می شود. محسوب تاریخی نمونه های اولین از واقع، در و است توصیف قابل به سادگی اندازه
می کنیم. تشریح دارد، وجود اندازه نظریۀ و احتمال بین که را تناظری سکه، پرتاب مثال دقیق ترِ بررسی
داریم و است {پشت,رو} مجموعۀ سکه، این پرتاب در نمونه ای فضای بگیرید. نظر در را سالم سکه یک
شامل حالت، این در نمونه ای فضای شود. پرتاب دوبار سکه که کنیم فرض حال .P (ر) = P (پ) = ١٢
nتایی ٢nتا سکه، این پرتاب بار n در است. ١۴ با برابر کدام هر دادن رخ احتمال که است عضو چهار
را سکه این کنیم فرض سپس است. ١٢n با برابر یک هر احتمال و هستند ممکن برآمدهای همۀ مرتب،
هر که است دنباله هایی همۀ مجموعۀ تصادفی، آزمایش این نمونه ای فضای می کنیم. پرتاب بار بی نهایت
٠ عدد با را «ر» ابتدا نمونه ای، فضای ریاضی الگوی کردن مشخص برای است. «پ» یا «ر» آن، جملۀ
برای می کنیم. متناظر [٠, ١] بازۀ در عددی دودویی بسط با را دنباله هر و جایگزین ١ عدد با را «پ» و
،dn = ٠ یا ١ اگر کلی حالت در است. ١۴ + ١١۶ + . . . = ١٣ دودویی بسط ٠/٠١٠١٠١٠١ . . . مثال،

آن گاه
٠/d١d٢d٣ . . . =

∞∑
n=١

dn
٢n .
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،٠ < k < ٢n و باشد صحیح عددی k اگر نیست: یکتا لزوماً که دارد بسطی چنین x ∈ [٠, ١] عدد هر
اعداد بقیۀ است. نامختوم دیگری و مختوم یکی که داشت خواهد دو پایۀ در بسط دو k٢n گویای عدد آن گاه
هر به که می شود تعریف لبگ اندازۀ [٠, ١] روی که می دانیم دارند. دو پایۀ در یکتا بسطی [٠, ١] بازۀ در
مجموعۀ با باشد، شده داده و مشخص اول پرتاب n اینکه پیشامد می دهد. نسبت را آن طول زیربازه،
تناظر در نیز این و است متناظر می شوند، شروع ١ و ٠ اعداد از داده شده nتایی با که نامتناهی دنباله های
از مختلف دنبالۀ m شامل تصادفی آزمایش این در پیشامد هر است. ١٢n طول به [٠, ١] از زیربازه ای با
با را لبگ اندازۀ موضوع، این است. متناظر m٢n لبگ اندازۀ با [٠, ١] از زیرمجموعه ای با اول، پرتاب n
شود می محسوب احتمال و اندازه نظریۀ بین کلی ارتباط از نمونه ای و می کند مرتبط به نوعی احتمالات

.[٧]
بود کسی اولین او بود. پیشامد ها احتمال محاسبۀ در احتمال، حوزۀ در اصلی علاقۀ چبیشف، از قبل
از دیگر یکی تصادفی متغیر مفهوم گرفت. بهره ریاضی امید    و تصادفی١ متغیر مفاهیم کامل قدرت از که
مورد تصادفی آزمایش یک در تصادفی کمیت های نمایش برای که است احتمال نظریۀ در اساسی مفاهیم
به آزمایش، برآمدهای مطالعۀ به جای است بهتر تصادفی، آزمایش یک در معمولا می گیرد. قرار استفاده
یا و مولکول نظیر ملموس کاملا چیزهایی می توانند نمونه ای فضای نقاط بپردازیم. نتایج از تابعی مطالعۀ
باشد. اندازه پذیر آنها از برخی که داد نسبت پارامترهایی آنها به بتوان است ممکن ولی باشند. انسان افراد
از استفاده با را آن جنبشی انرژی و تکانه می توانیم آنها روی از که است سرعت و جرم دارای مولکول
داده های و وزن قد، سن، نظیر فیزیولوژیکی مشخصه های انسان، برای کنیم. محاسبه فیزیک فرمول های

می شوند. مربوط او به ... و پرداختی مالیات های و سالانه درآمد هوشی، بهرۀ قبیل از دیگری عددی
شمارا زیرمجموعه ای آن مقادیر مجموعۀ که Ω تعریف حوزۀ با X : ω 7→ X(ω) مانند تابع هر به
شمارا، نمونه ای فضای روی تابع هر بنابراین می گوییم. گسسته تصادفی متغیر یک باشد، حقیقی اعداد از
دارند وجود بسیاری مهم پرسش های هم مقدماتی سطح در حتی اما بود. خواهد گسسته تصادفی متغیر یک
فضاهای که معنا این به نمی کنند. پیروی محدودیتی چنین از که بگیریم نظر در را متغیرهایی باید آنها در که
نیست. شمارا آنها مقدارهای مجموعۀ که تصادفی متغیرهای یا نیستند شمارا که دارند وجود زیادی نمونه ای
به طور نمی توان پیشرفته  ریاضیات به توسل بدون که می آیند پیش اندازه پذیری به مربوط سؤال های آن وقت

پرداخت. آنها بررسی به رضایت بخشی
برای ساده تر، زبان به است؛ R برل فضای به Ω از X اندازه پذیر تابع تصادفی، متغیر یک از منظور
نظریۀ در باشد. F در اندازه پذیر) (مجموعه ای پیشامدی {ω : X(ω) ≤ t} مجموعۀ ،t حقیقی عدد هر
برقرار شرطی چنین وقتی و است کافی تابع یک اندازه پذیریِ برای تعریف این که می شود ثابت اندازه
١random variable



٩٩ ناجابه جایی احتمال فضا های به ٩٩نگاهی ناجابه جایی احتمال فضا های به ٩٩نگاهی ناجابه جایی احتمال فضا های به نگاهی

،{X = t} ،{t ≤ X < s} مانند پیشامدها از انواعی احتمال های دربارۀ بحث به می توانیم باشد،
متغیر برای مختصرنویسی به منظور آن، در که بپردازیم {eX > X٢ + ١} پیشامد یا و {X ∈ Q}

.{X ∈ B} می نویسیم {ω : X(ω) ∈ B} پیشامد به جای ،B برل مجموعۀ و X تصادفی
داده نشان EX نماد با و ∫ΩXdP انتگرال از است عبارت X تصادفی متغیر میانگین) (یا امید١
بودنِ مجهز به دلیل Ω روی تابع هر است، شمارا نمونه ای فضای که گسسته احتمال فضاهای در می شود.
به ریاضی امید X مانند گسسته تصادفی متغیر یک برای است. اندازه پذیر توانی، خانوادۀ σ-جبر به Ω

مجموع
EX =

∑
xjP (X = xj)

می توان شرطی، احتمال با متناظر همچنین هستند. X متمایز مقدارهای xj ها آن، در که می شود تبدیل
E(X|G) تصادفی متغیر یک به عنوان را G جبر -σ زیر یک به Xنسبت تصادفی متغیر [٩] شرطی٢ امید

داریم G ∈ G هر برای و است اندازه پذیر G به نسبت و انتگرال پذیر P به نسبت که کرد ∫تعریف
G
E(X|G)dP =

∫
G
XdP

معرفی زیر به صورت شرطی احتمال باشد، A اندازه پذیر مجموعۀ مشخصۀ تابع X که خاص حالت در
∫می شود:

G
E(A|G)dP = P (A ∩G)

به صورت FX
تجمعی٣ توزیع تابع X تصادفی متغیر برای

FX(t) = P (X ≤ t) (t ∈ R)

می کند. بیان تجمعی به صورت را تصادفی متغیر مقادیر توزیع احتمال تجمعی، توزیع تابع می شود. تعریف
برای داد. پاسخ X مورد در پیشامد ها بعضی احتمال به می توان FX تجمعی توزیع تابع از استفاده با

داریم t < s برای مثال،

P (t < X ≤ s) = FX(s)− FX(t).

و است پیوسته راست از و نانزولی یکنوا، تابعی FX(·) تجمعی توزیع تابع

FX(−∞) = lim
t→−∞

FX(t) = ٠, FX(∞) = lim
t→∞

FX(t) = ١.
١expectation ٢conditional expectation ٣cumulative distribution function
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یک X اگر واقع، در آورد. به دست آن توزیع تابع از استفاده با را تصادفی متغیر یک ریاضی امید می توان
آن گاه باشد، نامنفی تصادفی متغیر

EX =

∫ ∞

٠
(١ − FX(t)) dt =

∫ ∞

٠
P (X > t) dt.

به نسبت تصادفی کمیت های تغییرات مد ل سازی برای تصادفی فرآیند های به بخش، این پایان در
برای و است {Xt}t≥٠ مانند تصادفی متغیر های از خانواده ای تصادفی فرآیند یک می کنیم. اشاره زمان،
فرآیندهای مهم ترین از یکی می شود. استفاده σ-جبرها زیر از صعودی خانوادۀ یک از اطلاعات، نمایش
از است عبارت σ-جبرها زیر از {Ft}t≥٠ پالایۀ به نسبت مارتینگل یک هستند. مارتینگل ها تصادفی،
E(Xt|Fs) = و Xt ∈ Ft ،t هر برای که به طوری تصادفی متغیرهای از {Xt}t≥٠ مانند خانواده ای
در تصادفی فرآیند یک مقدار پیش بینی مناسب ترین که است معنی این به رابطه این .s ≤ t هر برای Xs

.[۴] است s زمان  در فرآیند مقدارهای ،s زمان تا اطلاعات داشتن اختیار در شرط به آینده از t زمان هر

ناجابه جایی احتمال فضا های .۴
مثال، برای کرد. اضافه ریاضیات کلاسیک حوزه های از بسیاری به می توان را «ناجابه جایی» پیشوند
و کوانتومی گروه های ،(C∗ (جبرهای ناجابه جایی توپولوژیکی فضاهای یا ناجابه جایی هندسۀ به می توان
به که است ناجابه جایی احتمال فضاهای نمونه، قدیمی ترین اما کرد. اشاره ناجابه جایی دیفرانسیل حساب
ناجابه جایی ساختار ارائۀ برای نمونه ها این همۀ در که راهبردی برمی گردد. سگال١ و فون نویمان کارهای
توابع از مناسب جبر یک در را کلاسیک ساختار به مربوط اطلاعات است: یکسان می شود، استفاده
است. حلقه یک و برداری فضای یک همزمان که است ساختاری جبر، از منظور می کنیم. گردآوری
جابه جایی شرط است. جبر بودن جابه جایی آنها از یکی می کنیم. فهرست را آمده به دست جبر ویژگی های

می کنیم. تعویض ناجابه جایی جبر یک با را جبرمان و می کنیم حذف را بودن
(Ω,F , P ) احتمال فضای ببریم. به کار احتمال فضای یک ساختار برای را استراتژی این دهید اجازه
P و F ویژگی های که هستیم X : Ω −→ C توابع از M مانند جبری به دنبال بگیرید. نظر در را
هر برای که X مانند توابعی یعنی می گیریم؛ نظر در را F به نسبت اندازه پذیر توابع همۀ دهد. به دست را
تابع هر ریاضی امید که مایلیم باشد. F به متعلق {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ α} مجموعۀ ،α حقیقی عدد
ردۀ به را نظر مورد توابع بنابراین باشد. شده تعریف E(X) =

∫
ΩX(ω)dP (ω) یعنی ،X ∈ M

می کنیم: محدود کراندار اساساً توابع
∥X∥∞ = esssupω∈Ω |X(ω)| = inf {α > ٠ : P (|X| > α) = ٠} < ∞.

١Irving Segal



١٠١ ناجابه جایی احتمال فضا های به ١٠١نگاهی ناجابه جایی احتمال فضا های به ١٠١نگاهی ناجابه جایی احتمال فضا های به نگاهی

داریم توجه است. نظر مورد شرایط دارای که کرده ایم انتخاب را M = L∞(Ω,F , P ) جبر بنابراین
به دست (M,E) جبری ساختار نتیجه در نمی شویم. قائل تفاوتی برابرند، همه جا تقریباً که توابعی بین که
روشن کرده ایم. ذخیره را (Ω,F , P ) به مربوط اطلاعات همۀ واقعاً آیا که کنیم بررسی باید حال می آید.

دهیم قرار اگر به عکس، می کند. مشخص یکتا به طور را L∞(Ω,F , P ) جبر (Ω,F , P ) که است
F ′ := {X ∈ L∞(Ω,F , P ) : X = X٢ = X}

به صورت P ′ تعریف با را P احتمال اندازۀ مجدداً می توان آن گاه است، X مختلط مزدوج X آن، در که
آورد: به دست زیر

P ′ : F ′ −→ [٠, ١], X 7→ E(X).

می شود. تولید (تصاویر١) مشخصه توابع توسط L∞(Ω,F , P ) جبر
مفهوم چندین که است لازم ابتدا آمد، به دست قبل مرحلۀ در که M جبر مشخصه سازی تشریح برای
با C میدان روی هیلبرت فضای یک (H, ⟨ ., . ⟩) کنیم فرض کنیم. یادآوری تابعی آنالیز از را تعریف و
صفحه در بردار  ها داخلی ضرب با R٢ اقلیدسی فضای تعمیم فضا هایی چنین باشد. ∥ . ∥ = ⟨ ., . ⟩

١
٢ نرم

اگر گوییم کراندار را H روی A خطی عملگر است.
∥A∥ := sup {∥Ax∥ : ∥x∥ = ١, x ∈ H} < ∞.

عملگر ،A ∈ B(H) هر به ازای می دهیم. نمایش B(H) با را H روی کراندار خطی عملگرهای فضای
به ازای که می شود تعریف صورت این به و می نامیم A الحاقی را آن که دارد وجود A∗ ∈ B(H) یکتای

،x, y ∈ H هر
⟨Ax, y⟩ = ⟨x,A∗y⟩.

یک تشکیل توابع ترکیب و عدد در ضرب جمع، اعمال با همراه B(H) فضای که دید می توان به سادگی
می توان را B(H) ،dim(H) = n یعنی باشد، متناهی هیلبرت فضای بعد که حالتی در می دهد. جبر
برای حالت، این در گرفت. یکی مختلط درایه های با n× n ماتریس های از متشکل Mn(C) فضای با

.A∗ = (aji) داریم A = (aij) نمایش با A ∈ Mn(C) ماتریس یک
معادل، به طور یا A = A∗ اگر گوییم خودالحاقی را A صورت، این در .A ∈ B(H) کنیم فرض
باشیم داشته x ∈ H هر به ازای اگر گوییم مثبت را A باشد. حقیقی ⟨Ax, x⟩ ،x ∈ H هر برای
تعریف زیر به صورت S جابه جاگر S ⊆ B(H) برای .A ≥ ٠ می نویسیم آن وقت و ⟨Ax, x⟩ ≥ ٠

می شود:
Sc = {B ∈ B(H) | BA = AB ∀A ∈ S}.

١projections
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.M = (Mc)c اگر نامیم فون نویمان جبر یک Hرا روی کراندار خطی عملگرهای از فضایMمتشکل
I اگر (یعنی یکانی که است τ : M −→ C مانند خطی تابعکی ،M فون نویمان جبر روی حالت١ یک
.A ∈ M هر برای τ(A∗A) ≥ ٠ یعنی است، مثبت و (τ(I) = ١ آن گاه باشد، M در همانی عملگر
آن .τ(A∗A) = τ(AA∗) باشیم داشته A ∈ M هر برای اگر گوییم اثری٢ را τ حالت یک به علاوه،
بالا از و صعودی تور هر برای اگر نامیم نرمال و A = ٠ دهد نتیجه τ(A∗A) = ٠ اگر خوانیم وفادار را

باشیم داشته M در خودالحاقی عملگرهای از (Aα)α∈I مانند کراندار

τ
(
lim
α

Aα

)
= lim

α
τ(Aα).

کنید. مراجعه [٢٠] به می توانید اثر تابعک دربارۀ بیشتر مطالعۀ برای
X ∈ L∞(Ω,F , P ) تابع هر برای بگیرید. نظر در Hرا = L٢(Ω,F , P هیلبرت( فضای اکنون

می کنیم: متناظر می شود، تعریف زیر به صورت که H روی را MX نگاشت

MXY (ω) = X(ω)Y (ω).

جبر باشد. احتمال فضای یک (Ω,F , P ) کنیم فرض .١ . ۴ گزاره

M = {MX : X ∈ L∞(Ω,F , P )}

یک τ : MX 7−→
∫
X dP نگاشت و است L٢(Ω,F , P ) روی جابه جایی فون نویمان جبر یک

است. وفادار و نرمال حالت

که می دهد نشان است، جابه جایی فون نویمان جبرهای برای گلفَند٣ قضیۀ به موسوم که زیر قضیۀ
است. برقرار نیز بالا گزارۀ عکس

روی وفادار و نرمال حالت یک τ و جابه جایی فون نویمان جبر یک M کنیم فرض .([١٢]) ٢ . ۴ قضیه
M از x 7−→ fx ∗-یکریختی یک و (Ω,F , P ) مانند احتمال فضای یک صورت، این در باشد. آن

که به طوری است موجود L∞(Ω,F , P ) به

∥fx∥ = ∥x∥, E(fx) :=
∫
Ω
fxdP = τ(x).

P به نسبت ریاضی امید با متناظر τ و شوند تلقی یکسان می توانند L∞(Ω,F , P ) و M نتیجه در
است.

١state ٢tracial ٣Israel M. Gelfand



١٠٣ ناجابه جایی احتمال فضا های به ١٠٣نگاهی ناجابه جایی احتمال فضا های به ١٠٣نگاهی ناجابه جایی احتمال فضا های به نگاهی

{ω ∈ Ω : |X(ω)| ≤ t} مجموعۀ مشخصۀ تابع Xامید ∈ L∞(Ω,F , P تصادفی( متغیر برای
می کنیم. پیدا دست زیر تعریف به و حذف را جبر بودن جابه جایی شرط اکنون می شود. خوانده توزیع تابع

یک τ و H هیلبرت فضای روی فون نویمان جبر یک M اگر ناجابه جایی). احتمال (فضای ٣ . ۴ تعریف
می نامیم. ناجابه جایی١ احتمال فضای یک را (M, τ) دوتایی باشد، آن روی وفادار و اثری نرمال حالت

می دهند نمایش e[٠,t](|T |) با را آن که کرد نظیر تصویری می توان {x : ⟨|T |x, x⟩ ≤ t} با متناظر
احتمال با متناظر همچنین می شود. تعریف τ (e[٠,t](|T |)) برابر T توزیع تابع حالت، این در .[١٢]
کنیم فرض کرد: تعریف را ناجابه جایی شرطی امید می توان جابه جایی، حالت در شرطی امید و شرطی
نسبت شرطی امید باشد. M از فون نویمان زیرجبر یک N و ناجابه جایی احتمال فضای یک (M, τ)

رابطۀ در که است N روی به M از EN نرمال مثبت انقباضی نگاشت یک N به
EN (ATB) = AEN (T )B

احتمال فضای یک ترتیب، این به می کند. صدق τ ◦ EN = τ نیز و A,B ∈ N و T ∈ M هر برای
می شود. تعبیر آن روی کراندار عملگرهای جبر یک و هیلبرت فضای با (ناجابه جایی)،

احتمالی نامساوی های .۵
یا پیشامد یک احتمال مقدار مانند کمیت هایی برای را پایینی و بالا کران های احتمالی، نامساوی های
حالت هایی در امید یا احتمال مقادیر کنترل برای کران ها این اهمیت می کنند. تعیین تصادفی متغیر یک امید
یا ناجابه جایی احتمال نظریۀ ریاضی صورت بندی نیست. ممکن کمیت ها این دقیق محاسبۀ که است
این در گرفت. شکل کوانتوم مکانیک آزمایش های احتمالی توصیف ارائۀ برای ابتدا [١۵] کوانتومی
این رو از و می شوند خارج ساده احتمالی نامساوی های محدودۀ از که می دهد رخ مشاهداتی آزمایش ها
نامساوی های از نوع اولین بل جان مثال، برای نیستند. توصیف قابل کلاسیک، احتمال نظریۀ جنبه از
چارچوب در که کرد منتشر اینشتین–پودولسکی–روزن» کس «پاراد عنوان با مقاله اش در را ناجابه جایی
که می کند خطور ذهن به سؤال این می رود، انتظار که همان طور نبود. بررسی قابل کلاسیک احتمال نظریۀ
نامساوی ها بحث که آنجا از هستند؟ برقرار ناجابه جایی احتمال فضا های برای احتمال نظریۀ از نتایجی چه
تصادفی، متغیر چند مجموع امید یا پیشامد یک رخداد احتمال تخمین و کران یک آوردن به دست برای
نسخه ای می توان آیا است، اهمیت حائز و اساسی بسیار غیره و [١۶] مارتینگل ها با مرتبط نامساوی های

آورد؟ به دست ناجابه جایی فون نویمان جبر   های حوزۀ در را آنها از
١non-commutative probability space
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صادق هم ناجابه جایی حالت در برقرارند، کلاسیک احتمال فضاهای مورد در که قضیه هایی از بسیاری
اغلب حال، این با هستند. کارا هم هنوز می روند، به کار جابه جایی حالت در که ابزار هایی از برخی و هستند
با ناجابه جایی احتمال فضای مطالعۀ در که معضلاتی از گرفت. بهره جدیدی تدبیرهای از که است لازم
از کلی حالت در اینکه یا و کرد اشاره عملگر دو برای قدر مطلق نامساوی به می توان می شویم، مواجه آن
برای فقط نامساوی این واقع، در .٠ ≤ xt ≤ yt گرفت نتیجه نمی توان ،٠ ≤ x ≤ y نامساوی
جابه جایی حالت برخلاف که است این رو پیش دشواری های از دیگر یکی است. برقرار ٠ ≤ t ≤ ١
وجود برای تضمینی هیچ کلی حالت در است، تعریف قابل تصادفی متغیر دو نقطه وار بیشینۀ می دانیم که
زیر نامساوی های به می توان مهم نامساوی های میان در .[١۴] ندارد وجود مثبت عملگر دو برای بیشینه

کرد. اشاره
و حول مقادیر همۀ تقریباً تصادفی، نمونۀ هر در که می کند بیان چبیشف نامساوی چبیشف: نامساوی

به صورت نامساوی این (Ω,F , P ) احتمال فضای در دارند. قرار میانگین حوش
P ({ω ∈ Ω : |X(ω)| ≥ t}) ≤ ١

tp

∫
|X|≥t

|X|pdP

نامساوی، این ناجابه جایی صورت .١ ≤ p < ∞ آن، در که می شود بیان
τ(e[t,∞)(|T |)) ≤ t−pτ(|T |p)

.[١٨] است
کراندار مستقل تصادفی متغیر تعدادی جمع کردن محدود برای هوفدینگ نامساوی هوفدینگ١: نامساوی
متغیرهای a ≤ X١, . . . , Xn ≤ b اگر که می کند بیان نامساوی این جابه جایی صورت می آید. به کار

آن گاه باشد، µ با برابر آنها همۀ امید و باشند مستقل تصادفی
P (|Xn − µ| ≥ t) ≤ ٢e−٢nt٢/(b−a)٢

اگر که است این طور [١٣] نامساوی این ناجابه جایی صورت .Xn = (
∑n

i=١ Xi)/n آن، در که
N ⊆ Nj ⊆ M

آن گاه ،EN (Tj) = µ و باشند خودالحاقی aj ≤ Tj ≤ bj باشند، مستقل خاص معنایی به

τ

e[t,∞)

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=١
Tj − nµ

∣∣∣∣∣∣
 ≤ ٢ exp

{
−٢t٢∑n

j=١(bj − aj)٢

}
.

١Wassily Hoeffding



١٠۵ ناجابه جایی احتمال فضا های به ١٠۵نگاهی ناجابه جایی احتمال فضا های به ١٠۵نگاهی ناجابه جایی احتمال فضا های به نگاهی

متغیرهای متناهی تعدادی مجموع اینکه احتمال برای بالا کرانی کُلموگرف نامساوی کُلموگرف: نامساوی
اگر که می گوید آن جابه جایی صورت می دهد. به دست باشد، مشخص مقدار یک از بیشتر مستقل، تصادفی
نامساوی λ > ٠ هر برای آن گاه باشند، متناهی واریانس و صفر امید با مستقل تصادفی متغیر n Xjها

P

 max١≤k≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

j=١
Xj

∣∣∣∣∣∣ ≥ λ

 ≤ ١
λ٢

n∑
j=١

EX٢
j

،A٢ ،A١ خودالحاقی عناصر اگر که می کند بیان [١٧] نامساوی این ناجابه جایی صورت است. برقرار
هر برای آن گاه ،τ(Ak) = ٠ باشیم داشته k هر برای و باشند مستقل خاص مفهومی به M از An ،. . .

که دارد وجود E تصویر یک λ > ٠

١ − ٢(λ+max١≤k≤n ∥Ak∥)٢∑n
k=١ var(Ak)

≤ τ(E) ≤
τ
((∑n

k=١ Ak

)٢)
λ٢

شود. می تعریف var(A) = τ((A− τ(A))٢) به صورت A واریانس آن، در که
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