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آنها کاربردهای و تودرتو پایه های
بینایی بنت الهدی و هاشمی امیر

چکیده
هدف است. گربنر پایۀ چند جمله ای، حلقه های ایدآل های مطالعۀ برای مهم ابزارهای از یکی
(به عنوان ایدآل یک خارج قسمتی فضای برای پایه ای یافتن گربنر، پایۀ معرفی از اصلی
استفاده با ایدآل ترکیبیاتی و هندسی جبری، ویژگی های مطالعۀ برای برداری) فضای یک
ترکیبیاتی ویژگی های با گربنر پایۀ از خاصی نوع تودرتو پایۀ  است. جبرخطی ابزارهای از
جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستگاه های جبری سازیِ آن ، خاستگاه که است اضافی
می کند، توصیف را آن توسط شده تولید ایدآل از زیادی ویژگی های نه تنها تودرتو پایۀ  است.
می کند. فراهم نیز جبری هندسه در مهم قضیه های از بسیاری برای ساده تری بسیار اثبات  بلکه
در آن  کاربردهای از برخی بررسی و تودرتو پایه های نظریۀ معرفی مقاله، این نگارش از هدف

است. تعویض پذیر جبر

سرآغاز .١
رسالۀ در ١٩۶۵ سال در بوخبرگر١ توسط بار نخستین آن، محاسبۀ الگوریتم اولین و گربنر پایۀ مفهوم
محاسبه بهبود برای محک دو [٢] در ١٩٧٩ سال در سپس .[٣] شد ارائه گربنر٢ راهنمایی به دکتری اش
بالاتری سرعت و کمتر پیچیدگی با را گربنر پایۀ ١٩٩٢ سال در تراوِرسو۵ و مورا۴ مولر٣، کرد. ارائه پایه این
دو ٢٠٠٢ و ١٩٩٩ سال های در فوژر٧ طرفی از .[١٠] کردند محاسبه سی زی جی۶ مفهوم از استفاده با

تودرتو. پایۀ تودرتو؛ تقسیم گربنر؛ پایۀ تک جمله ای؛ ترتیبِ چندجمله ای ها؛ حلقۀ کلیدی. کلمات و عبارات
در که ریاضی علوم مرزهای همایش ششمین در اول نگارندۀ توسط ارائه شده سخنرانی اساس بر مدعو، مقالۀ به عنوان مقاله، این

است. شده تهیه شد، برگزار شریف صنعتی دانشگاه در ١٣٩٧ سال
١Buchberger ٢Gröbner ٣Möller ۴Mora ۵Traverso ۶Syzygy ٧Faugère

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٩ ©
١۴١



بینایی بنت الهدی و هاشمی امیر بینایی١۴٢ بنت الهدی و هاشمی امیر بینایی١۴٢ بنت الهدی و هاشمی امیر ١۴٢

توجهی قابل کاربردهای گربنر پایۀ .[٧ ،۶] کرد ارائه گربنر پایۀ محاسبۀ برای را خود معروف الگوریتم
و خطی برنامه ریزی ایدآل، بعد محاسبۀ چندجمله ای، دستگاه های حل به می توان که دارد ریاضی علوم در
ایدآل آن ویژگی های همۀ منعکس کنندۀ ایدآل، یک گربنر پایۀ طرفی از کرد. اشاره هندسی قضیه های اثبات
ویژگی های که است تودرتو١ پایه های مفهوم محاسباتی، جبر در کاربردی و جدید مفاهیم از یکی نیست.
ریاضیدان ،[٩] جنت بیستم، قرن اواخر در می کنند. ارائه گربنر پایه های به نسبت را ایدآل یک از بیشتری
(جبری) تکمیل مبنای بر را جزئی مشتقات با خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک تحلیل فرانسوی،
غیرخطی چندجمله ای دستگاه های به آمریکایی، ریاضیدان ،[١٣] توماس توسط او شیوۀ کرد. مطالعه تودرتو
با شد. داده توضیح خودش به قلم کتابی در [١١] پماره٢ توسط جبری ارتباط این پایۀ شد. داده عمومیت
تعویض پذیر جبر در را تودرتو پایۀ به نام مفهومی [١۴] بلینکوف۴ و ژارکوف٣ جبری، ارتباط این از استفاده
ایدآل های برای تودرتو پایۀ از کلی تری مفهوم تودرتو، تقسیم های معرفی با بلینکوف و گرت۵ کردند. معرفی

شد. معرفی پایۀ این محاسبۀ برای نیز الگوریتمی روش های مقاله این در .[٨] کردند ارائه چندجمله ای
ترتیبِ یک به نسبت نه تنها که است، اضافی ترکیبیاتی ویژگی های با گربنر پایۀ  خاصی نوع تودرتو پایۀ 
که است این تودرتو پایۀ  پشت اساسی ایدۀ می شود. تعریف تودرتو تقسیم یک به نسبت بلکه تک جمله ای،
تودرتو تقسیم تعریف به منجر این، و می شود داده نسبت ضربی متغیرهای از مجموعه ای پایه، در مولد هر به
یک شود. ضرب ضربی، متغیرهای این برحسب چندجمله ای های توسط است مجاز تنها مولد هر می شود.
با نیست. ویژگی این دارای عادی گربنر پایۀ  که است تودرتو استاندارد نمایش بودن یکتا تحدید، این اثر
جمله آن از که کرد تعریف می توان متفاوتی تودرتوی پایه های متفاوت، تودرتوی تقسیم های گرفتن نظر در
تودرتو، تقسیم های مورد در مهم موضوعات از یکی کرد. اشاره جنت و توماس پماره، پایه های به می توان
تقسیم مثال، برای می نامیم. بودن نوتری را ویژگی این که است ایدآل یک برای متناظر پایۀ بودنِ متناهی
می کند متمایز را پماره پایۀ که نکته ای نیست. نوتری پماره تقسیم که حالی در است نوتری تقسیم یک جنت،
برای ساده تری اثبات های بلکه می کند، توصیف را ایدآل از زیادی ویژگی های نه تنها پماره پایۀ که است این
معرفی از پس مقاله، این در می کند. فراهم تعویض پذیر جبر و جبری هندسه در مهم قضیه های از برخی
پایۀ یک محاسبه روش همچنین می پردازیم. تودرتو پایۀ و تودرتو تقسیم معرفی به نیاز، مورد مقدمات
تعویض پذیر جبر در را تودرتو پایۀ مهم کاربردهای برخی ادامه در می کنیم. بیان مثال ارائۀ با نیز را تودرتو

می کنیم. ارائه
برای را گربنر پایۀ مفهوم دوم، بخش در می دهیم. توضیح را مقاله این بخش های مختصر به طور اکنون
سوم، بخش در می پردازیم. گربنر پایۀ کاربردهای برخی بیان به و می کنیم تعریف چندجمله ای ایدآل یک
١involutive ٢Pommaret ٣Zharkov ۴Blinkov ۵Gerdt



١۴٣ آنها کاربردهای و تودرتو ١۴٣پایه های آنها کاربردهای و تودرتو ١۴٣پایه های آنها کاربردهای و تودرتو پایه های
یک محاسبۀ برای الگوریتمی روشی چهارم، بخش در می کنیم. ارائه را تودرتو پایۀ و تودرتو تقسیم مفاهیم

می کنیم. معرفی را تودرتو پایۀ کاربردهای برخی پایانی، بخش در و می کنیم توصیف تودرتو پایۀ

گربنر پایه های .٢
به ادامه در است. گربنر پایۀ مفهوم چند جمله ای ایدآل های مطالعۀ در محاسباتی جبر ابزارهای از یکی
[۵ ،۴] به بیشتر، توضیحات مطالعۀ برای می پردازیم. گربنر پایۀ معرفی جهت لازم مفاهیم از برخی بیان

کنید. مراجعه
xα = xα١١ · · ·xαn

n به شکل حاصلضربی xn ، . . . ،x٢ ،x١ متغیرهای برحسب تک جمله ای یک
|α| نماد با را xα درجۀ است. نامنفی صحیح اعداد از n-تایی یک (α١, . . . , αn) آن، در که است
هر باشد. میدان یک K کنیم فرض می کنیم. تعریف |α| = ∑n

i=١ αi به صورت و می دهیم نمایش
با تک جمله ای ها از متناهی خطی ترکیب یک xn ، . . . ،x٢ ،x١ متغیرهای برحسب f چندجمله ای
آن، در که بنویسیم f =

∑
α∈A aαx

α به شکل می توانیم را f چندجمله ای بنابراین است. K در ضرایب
جمله یک را aαxα عبارت α هر برای است. متناهی مجموعۀ یک A ⊂ Zn

≥٠ و aα ∈ K ،α ∈ A

می کنیم: تعریف زیر به صورت و می دهیم نشان deg(f) نماد با را f چندجمله ای درجۀ می نامیم. f از
deg(f) = max{|α| | α ∈ A, aα ̸= ٠}.

و جمع عمل های با همراه K در ضرایب با xn ، . . . ،x٢ ،x١ برحسب چندجمله ای های همۀ مجموعۀ
،x١ برحسب متغیره چند چندجمله ای های حلقۀ را آن که می دهند، حلقه یک تشکیل چندجمله ای ها ضرب

می دهیم. نمایش R = K[x١, . . . , xn] نماد با و می نامیم xn ، . . . ،x٢
بیان به بخش این در بنابراین هستیم. تک جمله ای ها مقایسۀ نیازمند تقسیم، الگوریتم بیان برای
یک می پردازیم. پیشرو جملۀ و پیشرو تک جمله ای ضریب پیشرو، تک جمله ای تک جمله ای، ترتیبِ مفاهیم
اولا کند: صدق شرط دو در که است Zn

≥٠ روی کلی ترتیب یک Zn
≥٠ روی ≺ تک جمله ای١ ترتیبِ

این به باشد خوش ترتیب ≺ ثانیاً و α + γ ≺ β + γ آن گاه ،α ≺ β و α, β, γ ∈ Zn
≥٠ اگر

مجموعۀ M کنیم فرض باشد. عضو کوچکترین دارای ≺ به نسبت Zn
≥٠ ناتهی زیرمجموعۀ هر که معنی

nتایی با را xα١١ · · ·xαn
n تک جمله ای می توانیم اینکه به توجه با باشد. R حلقۀ تک جمله ای های همۀ

اعضای و R تک جمله ای های بین زیر به شکل پوشا و یک به يک نگاشتی کنیم، نظیر (α١, . . . , αn)

کرد: تعریف می توان Zn
≥٠

φ : M → Zn
≥٠, φ(xα١١ · · ·xαn

n ) = (α١, . . . , αn).

١Monomial ordering



بینایی بنت الهدی و هاشمی امیر بینایی١۴۴ بنت الهدی و هاشمی امیر بینایی١۴۴ بنت الهدی و هاشمی امیر ١۴۴

در می کند. القا R روی تک جمله ای ترتیبِ یک Zn
≥٠ روی تک جمله ای ترتیبِ یک تناظر، این اساس بر

.α ≺ β اگر xα ≺ xβ می نویسیم و گوییم xβ از کوچکتر را xα این صورت،
ناصفر مؤلفۀ چپ ترین سمت اگر ،α ≻lex β بگوییم و α, β ∈ Zn

≥٠ کنیم فرض اگر مثال، برای
،α ≻drl β بگوییم ,αو β ∈ Zn

≥٠ کنیم فرض اگر است. لغتنامه ای ترتیبِ این آن گاه باشد، α−βمثبت

لغتنامه ای ترتیبِ این باشد، منفی α−β ناصفر مؤلفۀ راست ترین سمت و |α| = |β| یا |α| > |β| اگر
چون بگیرید. نظر در را y٢z٣, yz۴ ∈ K[x, y, z] تک جمله ای های است. مدرج معکوس

(٠, ٢, ٣)− (٠, ١, ۴) = (٠, ١−,١),
داریم ،z ≺drl y ≺drl x فرض با و y٢z٣ ≻lex yz۴ نوشت می توان ،z ≺lex y ≺lex x فرض با

.y٢z٣ ≻drl yz
۴

f = aαx
α + aβx

β + · · ·+ aγx
γ و R روی تک جمله ای ترتیبِ یک ≺ کنیم فرض .٢ . ١ تعریف

اگر .α, β, . . . , γ ∈ Zn
≥٠ ،xα ≻ xβ ≻ · · · ≻ xγ آن، در که باشد R در چندجمله ای یک

آن گاه aα ̸= ٠
می دهیم؛ نمایش LC(f) با و می نامیم f چندجمله ای پیشرو١ ضریب را aα •

می دهیم؛ نمایش LM(f) با و می نامیم f چندجمله ای پیشرو٢ تک جمله ای را xα •
می دهیم. نمایش LT(f) با و می نامیم f چندجمله ای پیشرو٣ جملۀ را aαxα •

جملۀ و پیشرو ضریب پیشرو، تک جمله ای nمتغیره، چندجمله ای های حلقۀ در که کنیم دقت باید
فرض مثال، برای دارند. متغیرها ترتیب و R روی تعریف شده تک جمله ای ترتیبِ به بستگی پیشرو
،LC(f) = −١ صورت، این در .z ≻drl y ≻drl x و f = ۴yz٢ − x٢y٢ + ۵z٣ کنیم

.LT(f) = −x٢y٢ و LM(f) = x٢y٢

چندمتغیره چندجمله ای های حلقۀ برای را تقسیم الگوریتم قضیۀ بالا، مفاهیم به کمک بخش، این در
کنید. مراجعه ۶۴ صفحۀ ٣ قضیۀ [۵] به تکمیلی توضیحات برای می کنیم. بیان

.f, f١, . . . , fk ∈ R و باشد R روی تک جمله ای ترتیبِ یک ≺ گیریم .( تقسیم (الگوریتم ٢ . ٢ قضیه
f = q١f١ + · · ·+ qkfk + r که دارند وجود q١, . . . , qk, r ∈ R چندجمله ای های صورت، این در

و
نمی شود؛ عاد LT(fk) ،. . . ،LT(f١) توسط r از جمله ای هیچ یا r = ٠ •

.i = ١, . . . , t هر به ازای LT(qifi) ⪯ LT(f) •
١leading coefficient ٢leading monomial ٣leading term



١۴۵ آنها کاربردهای و تودرتو ١۴۵پایه های آنها کاربردهای و تودرتو ١۴۵پایه های آنها کاربردهای و تودرتو پایه های
می نامیم. fk ،. . . ،f١ بر f تقسیم خارج قسمت های و باقیمانده به ترتیب، را qk ،. . . ،q١ و r

جایگاه تغییر با و نیست یکتا کلی حالت در F مانند چندجمله ای ها از دنباله ای بر f تقسیم باقیماندۀ
کند. تغییر است ممکن تک جمله ای، ترتیبِ تغییر با یا و F عضوهای

تقسیم، الگوریتم به توجه با .f = xy٢ − x و f٢ = y٢ − ١ ،f١ = xy + ١ کنیم فرض .٢ . ٣ مثال
.f = xf٢ آن گاه ،F٢ = (f٢, f١) اگر اما و f = yf١ − x− y آن گاه ،F١ = (f١, f٢) اگر

،f١ توسط شده تولید ایدآل را
{∑k

i=١ hifi | hi ∈ R
}

مجموعۀ آن گاه f١, . . . , fk ∈ R اگر
و Rباشند از عضوهایی fk ،. . . ،f٢ ،f١ اگر می دهیم. نمایش ⟨f١, . . . , fk⟩ با و می نامیم fk ،. . . ،f٢
چندجمله ای های تقسیم، الگوریتم به توجه با باشد، صفر با Fبرابر = (f١, . . . , fk) بر f تقسیم باقیماندۀ
بنویسیم f = q١f١ + · · ·+ qkfk به صورت را f می توانیم که به طوری دارند وجود q١, . . . , qk ∈ R

ایدآل در f عضویتِ برای لازم شرط باقیمانده، بودنِ صفر واقع، در .f ∈ ⟨f١, . . . , fk⟩ نتیجه در و
می توانیم ،F٢ بر f تقسیم باقیماندۀ از ٢ . ٣ مثال در نیست. کافی شرط اما است F توسط شده تولید

است. ناصفر اول، حالت در تقسیم باقیماندۀ حالی که در f ∈ ⟨f١, f٢⟩ که بگیریم نتیجه
تقسیم باقیماندۀ نه تنها که به طوری است ایدآل یک برای مولد مجموعۀ یافتن برای انگیزه ای بالا مثال
یک عضویت تشخیص برای محکی آن، اساس بر بتوان بلکه باشد، یکتا مجموعه این بر چندجمله ای هر

است. نظر مورد مولد مجموعۀ همان گربنر پایۀ می بینیم ادامه در کرد. ارائه ایدآل یک در چندجمله ای
این در باشد. R روی تک جمله ای ترتیبِ یک ≺ و متناهی مجموعۀ یک F ⊂ R کنیم فرض
ایدآل آن گاه باشد، ایدآل یک I ⊂ R اگر .LT(F ) = {LT(f) | f ∈ F} می دهیم قرار صورت،

می کنیم: تعریف زیر به صورت ≺ به نسبت را I ایدآل پیشروی جملۀ
LT(I) = ⟨LT(f) | f ∈ I⟩.

مجموعۀ باشد. R روی تک جمله ای ترتیبِ یک ≺ و چندجمله ای ها حلقۀ در ایدآلی I ⊂ R کنیم فرض
مجموعۀ همچنین .LT(I) = ⟨LT(G)⟩ اگر گوییم ≺ به نسبت I گربنر پایۀ یک را G ⊆ I متناهی

باشد. ⟨G⟩ برای گربنر پایۀ یک G اگر گوییم گربنر پایۀ یک را G ⊆ R متناهی

.z ≺drl y ≺drl x و {f١, f٢} = {x٣ − ٢xy, x٢y − ٢y٢ + x} کنیم فرض .۴ . ٢ مثال
زیرا نیست، I = ⟨f١, f٢⟩ برای گربنر پایۀ یک {f١, f٢}

x٢ /∈ ⟨LT(f١),LT(f٢)⟩ = ⟨x٣, x٢y⟩.
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مجموعۀ دو دیگر، سوی از .x٢ ∈ LT(I) اما
{f١, f٢,−x٢−,٢xy, ,−٢y٢ + x}, {f١, f٢,−x٢−,٢xy,−٢y٢ + x, xy}

نیست. یکتا گربنر پایۀ نتیجه در و هستند ⟨f١, f٢⟩ برای گربنر پایۀ دو

داد. خواهیم شرح را زمینه این در رده بندی قضیۀ یک گربنر، پایۀ ویژگی یک به عنوان ادامه در

تک جمله ای ترتیبِ یک ≺ و متناهی مجموعۀ یک G = {g١, . . . , gt} ⊂ R کنیم فرض .۵ . ٢ قضیه
G بر f ∈ R چندجمله ای هر تقسیم باقیماندۀ اگر تنها و اگر است گربنر پایۀ یک G آن گاه باشد، R روی

باشد. یکتا

تقسیم باقیماندۀ ،f ∈ R و باشد گربنر پایۀ یک G اگر کنید. مراجعه ٣۴ صفحه [١] به اثبات برای
می دهیم. نمایش NFG(f) نماد با و می نامیم G به نسبت f چندجمله ای متعارف١ شکل را G بر f

و اگر f ∈ I صورت، این در .f ∈ R و باشد I ایدآل برای گربنر پایۀ یک G کنیم فرض .۶ . ٢ نتیجه
.NFG(f) = ٠ اگر تنها

R/I فضای مختصر مطالعۀ به بخش، این پایان در کنید. مراجعه ٨٢ صفحۀ [۵] به اثبات برای
R در ایدآلی I کنیم فرض می کنیم. بیان گربنر پایۀ با را آن پیوند و می پردازیم برداری فضای یک به عنوان
همچنین .f − h ∈ I اگر می نامیم هم ارز را h + I و f + I صورت، این در .f, h ∈ R و باشد
را R هم دسته های همۀ مجموعۀ می گوییم. f + I هم دسته را [f ] = f + I = {f + g | g ∈ I}
ضرب و جمع با خارج قسمتی فضای می دهیم. نمایش R/I با و می نامیم I بر R خارج قسمتی فضای

می دهد: حلقه یک تشکیل زیر
[f ] + [g] = [f + g], [f ].[g] = [f.g].

فضاهای ویژگی های از استفاده با و گرفت نظر در نیز برداری فضای -K یک به عنوان می توان را حلقه این
کنید. مراجعه ٢٣٠ صفحۀ [۵] بیشتر توضیحات برای پرداخت. I ایدآل ویژگی های مطالعۀ به بردای،

همۀ مجموعۀ صورت، این در باشد. I ایدآل برای گربنر پایۀ یک G کنیم فرض (مکالی٢). ٢ . ٧ قضیه
یک به عنوان R/I برای پایه یک LT(g) | u که ندارد وجود g ∈ G و است تک جمله ای یک u که [u]

است. برداری K-فضای
١normal form ٢Macaulay
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y ≺lex x را تک جمله ای ترتیبِ و باشد R در ایدآلی I = ⟨xy−x, x٢ − y⟩ کنیم فرض .٢ . ٨ مثال
است. ایدآل این گربنر پایۀ یک G = {xy − x, x٢ − y, y٢ − y} این صورت، در می گیریم. نظر در
K-فضای به عنوان R/I برای پایه یک تشکیل {[١], [x], [y]} و LT(I) = ⟨x٢, xy, y٢⟩ بنابراین

می دهد. برداری

نتیجه یک به عنوان می دهیم. نمایش dimK(R/I) با را برداری -فضای K یک به عنوان R/I بعد
باشد. متناهی بعد این اگر است صفربعدی I ایدآل ساده،

تودرتو پایه های .٣
حتی است، چندجمله ای معادلات دستگاه حل و تحلیل برای متداول ابزارهای از یکی گربنر پایۀ روش
و معادله جواب های دربارۀ ارزشمندی اطلاعات روش این کرد، محاسبه نمی توان دقیقاً را ریشه ها وقتی
دیفرانسیلی و تعویض ناپذیر جبرهای در گربنر پایۀ ارزشمند کاربردهای از یکی می کند. فراهم ایدآل ساختار
ارائه دیفرانسیلی ایدآل یک حتی یا و ایدآل یک دربارۀ کاملی اطلاعات گربنر پایۀ متأسفانه طرفی از است.
توسط جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستگاه های مطالعۀ برای جبری روش های ادامه، در نمی کند.
گربنر پایۀ از خاص نوعی تودرتو پایۀ داشت. موثری نقش پیشرفت این در هم پماره و یافت توسعه توماس،
تقسیم یک به نسبت بلکه تک جمله ای، ترتیبِ یک به نسبت نه تنها که است اضافی ترکیبیاتی ویژگی های با
متغیرها تودرتو تقسیم یک که است این تودرتو پایۀ معرفی در اساسی ایدۀ واقع در می شود. تعریف تودرتو
تنها چندجمله ای یک اساس، این بر می کند. تقسیم غیرضربی متغیرهای و ضربی متغیرهای دسته دو به را
می شود، انجام تقسیم معمولی به صورت اینکه بر علاوه که می شود تقسیم دیگر چندجمله ای یک به زمانی
کنید. مراجعه [٨] به بیشتر، توضیحات برای باشد. ضربی متغیرهای شامل تنها باید نیز خارج قسمت
مشخصه با میدان یک K آن در که باشد، K[x١, . . . , xn] متغیره n چندجمله ای های حلقۀ R کنیم فرض
تک جمله ای های مجموعۀ را M = {xd١١ · · ·xdnn | di ∈ Z≥٠, i = ١, . . . , n} همچنین است. صفر

می گیریم. درنظر R

هر برای و U ⊂ M مانند متناهی مجموعۀ هر برای اگر می نامیم تودرتو تقسیم یک را L .٣ . ١ تعریف
باشند: برقرار زیر شرایط v, w ∈ M و u١, u٢ ∈ U

u١؛ | w آن گاه ،u١ |L w اگر (١)
u١؛ |L u١ ،u١ ∈ U هر برای (٢)

u١؛ |L u١vw اگر تنها و اگر u١ |L u١w و u١ |L u١v (٣)
u٢؛ |L u١ یا u١ |L u٢ آن گاه u٢ |L w و u١ |L w اگر (۴)
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u١؛ |L w آن گاه u٢ |L w و u١ |L u٢ اگر (۵)
به نسبت u |L v که v ∈ M هر برای صورت، این در .u ∈ V و V ⊂ U کنیم فرض (۶)

.V مجموعۀ به نسبت u |L v ،U مجموعۀ
می دهیم. نمایش u|Lv با را پذیری L-تقسیم رابطۀ

به صورت کردن عاد این اگر می دهیم. نمایش w = u× v با را رابطه این ،u |L (w = uv) اگر
مجموعۀ دو u ∈ U هر برای ٣ . ١ تعریف واقع، در می دهیم. نمایش w = u · v با را آن بود، معمولی

می کند: ایجاد زیر به شکل متغیرها از مجزا
{x١, . . . , xn} = NML(u,U) ∪ML(u, U)

غیرضربی متغیرهای مجموعۀ NML(u,U)را و ضربی١ متغیرهای مجموعۀ ML(u,U)را مجموعۀ که
نباشد، ضروری U مجموعۀ ذکر که صورتی در NML(u) و ML(u) نماد از می نامیم. U به نسبت u
ضربی متغیرهای حسب بر تک جمله ای یک v آن گاه ،w = u × v اگر واقع، در می کنیم. استفاده نیز
مانند تک جمله ای ها از مجموعه هر برای باید L مانند تودرتو تقسیم یک معرفی برای طرفی، از است. u
ذکر شرایط که طوری کرد معرفی را u غیرضربی و ضربی متغیرهای مجموعۀ ،u ∈ U عضو هر و U

شامل v و w = u.v اگر u|Lw می نویسیم صورت، این در باشد. برقرار تقسیم این برای بالا در شده
مجموعۀ به توجه با و تک جمله ای یک برای تودرتو تقسیم یک کلی، حالت در باشد. u ضربی متغیرهای
اشاره آنها به ادامه در که پماره و جنت تقسیم های مثال، برای می شود. تعریف آن شامل تک جمله ای های

هستند. تودرتو تقسیم های مشهورترین از می کنیم،
کنیم فرض همچنین .u ∈ U و متناهی مجموعۀ یک U ⊂ M کنیم فرض جنت). (تقسیم ٣ . ٢ مثال
قرار ١ ≤ i ≤ n هر برای باشد. xk حسب بر u درجۀ معرف dk = degk(u) ،١ ≤ k ≤ n برای
متغیر را xi فرض ها، این با .[d١, . . . , di] = {v ∈ U | degj(v) = dj , ١ ≤ j ≤ i} می دهیم

که صورتی در می نامیم u برای ضربی
(u)deg١؛ = max{deg١(v) | v ∈ U} آن گاه ،i = ١ اگر (١)

.degi(u) = max{degi(v) | v ∈ [d١, . . . , di−١]} آن گاه ،i > ١ اگر (٢)
می دهیم. نمایش J نماد با و گوییم جنت تقسیم را تقسیم این

آن گاه ،degk(u) > ٠ که باشد اندیسی بزرگترین ١ ≤ k ≤ n اگر .u ∈ M \ {١} کنیم فرض
می دهیم. نمایش cls(u) با و می نامیم u کلاس را k

١multiplicative variables
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{xk, . . . , xn} آن گاه ،cls(u) = k اگر .u ∈ M \ {١} کنیم فرض پماره). (تقسیم ٣ . ٣ مثال
نمایش برای هستند. ضربی متغیرها همۀ u = ١ برای می دهد. تشکیل را u ضربی متغیرهای مجموعۀ

می کنیم. استفاده P نماد از تقسیم، این
به نسبت U اعضای ضربی متغیرهای صورت، این در .U = {xy, y٢, z} کنیم فرض .۴ . ٣ مثال
متغیر که می کنیم مشاهده مثال، برای بنابراین می شوند. داده نمایش زیر جدول در پماره و جنت تقسیم های
ضربی متغیر پماره تقسیم به نسبت که حالی در است جنت تقسیم به نسبت ضربی متغیر xy برای x

.xy ̸ |Px٢y و xy |J x٢y نوشت می توان پس نیست.
monomial Janet Pommaert

xy x, y, z y, z

y2 y, z y, z

z z z

یک L و تک جمله ای ترتیبِ یک ≺ چندجمله ای ها، از متناهی مجموعۀ یک F ⊂ R کنیم فرض
یک xk اگر گوییم f ∈ R برای ضربی متغیر را xk ،١ ≤ k ≤ n برای باشد. M روی تودرتو تقسیم
ضربی LM(f) برای xk اگر باشد. LM(F ) تک جمله های مجموعۀ در LM(f) برای ضربی متغیر

می نامیم. f غیرضربی متغیر یک را آن نباشد،
باشد. متناهی مجموعۀ یک F ⊂ R و تودرتو تقسیم یک L کنیم فرض .۵ . ٣ تعریف

au جملۀ یک دارای p اگر گوییم f ∈ F توسط -کاهش پذیر L را p ∈ R چندجمله ای •
می نویسیم باشد، برقرار شرایط این اگر .a ∈ K \ {٠} و u = LM(f) × v که باشد

می گوییم؛ f ∈ F به پیمانۀ p L-کاهش یافتۀ را g و p →f g = p− a
LC(f)f × v

توسط p که باشد داشته وجود f ∈ F اگر است L-کاهش پذیر ،F به پیمانۀ p چندجمله ای •
باشد؛ L-کاهش پذیر ،f

دنبالۀ اگر گوییم F به نسبت f متعارف L-شکل را p چندجمله ای •

f → g١ → g٢ → · · · → gk = p

با را F به پیمانۀ p متعارف L-شکل نباشد. F به پیمانۀ L-کاهش پذیر ،p که باشد موجود
می دهیم. نمایش NFL(p, F )

نداشته وجود g ∈ F \ {f} ،f ∈ F هر برای اگر گوییم کاهش یافته L-خود را F مجموعۀ
تودرتو پایۀ می توانیم اکنون مقدمات، این از استفاده با باشد. L-کاهش پذیر ،g توسط f که باشد



بینایی بنت الهدی و هاشمی امیر بینایی١۵٠ بنت الهدی و هاشمی امیر بینایی١۵٠ بنت الهدی و هاشمی امیر ١۵٠

تودرتوی پایۀ یک را G ⊂ R مجموعۀ باشد. تودرتو تقسیم یک L کنیم فرض کنیم. تعریف را
h ∈ G چندجمله ای g ∈ ⟨G⟩ هر برای و باشد کاهش یافته L-خود ،G اگر می نامیم ⟨G⟩ ایدآل
مجموعۀ آن گاه ،F = {xy, y٢, z} کنیم فرض اگر مثال، برای .LM(h)|L LM(g) که باشد موجود

است. F توسط شده تولید ایدآل برای جنت پایه یک {z, yz, xz, y٢, xy}
دارد. تودرتو پایۀ محاسبۀ الگوریتم در اساسی نقش زیر قضیۀ

پایۀ یک F ⊂ R کاهش یافتۀ L-خود مجموعۀ باشد. تودرتو تقسیم یک L کنیم فرض .۶ . ٣ قضیه
باشد: برقرار F برای زیر موضعی تودرتوی شرط اگر تنها و اگر است L به نسبت تودرتو

(∀f ∈ F )(∀xi ∈ NML(LM(f),LM(F ))[NFL(xi · f, F ) = ٠]. (٣ . ١)

کنید. مراجعه ۶.٧ نتیجۀ [٨] به اثبات، مشاهدۀ برای

تقسیم همچنین و F = {x٢z, xy, xz٢} ⊂ K[x, y, z] مجموعۀ  توسط شده تولید ایدآل .٣ . ٧ مثال
برای جنت پایۀ یک G = {x٢yz, x٢y, x٢z٢} مجموعۀ صورت، این در می گیریم. نظر در را جنت
x٢yz و است x٢y برای ضربی غیر متغیر یک z مثال، برای است. F مجموعۀ توسط شده تولید ایدآل

می شود. عاد تودرتو به صورت G عضو یک توسط

متناهی جنت پایۀ یک ایدآل، هر نتیجه در و است نوتری تقسیم یک جنت، تقسیم که است ذکر به لازم
،⟨xy⟩ ایدآل برای پماره پایه مثال، برای نیست. درست پماره تقسیم برای موضوع این که حالی در دارد،

است. {xy, x٢y, x٣y, . . .} مجموعۀ

تودرتو پایه های محاسبۀ الگوریتم .۴
تک جمله ای ترتیبِ از استفاده با و ۶ . ٣ قضیۀ مبنای بر که می دهیم ارائه را الگوریتمی بخش، این در
می کند. محاسبه متناهی، مجموعۀ  یک توسط تولید شده ایدآل برای تودرتو پایۀ یک L تودرتوی تقسیم و ≺
یک برای تودرتو پایۀ محاسبۀ برای ساده  روش های از یکی که است شده گرفته [١٢] از الگوریتم این
جایی تا و دریافت چندجمله ای ها از مجموعۀ یک InvolutiveAutoreduce زیرالگوریتم است. ایدآل
L-خود مجموعۀ یک و می کند تقسیم تودرتو به صورت اعضا بقیۀ به را عضو یک باشد، امکان پذیر که
انجام برای InvolutiveNormalForm زیرالگوریتم از منظور، این برای می کند. محاسبه کاهش یافته

می کنیم. استفاده چندجمله ای ها از مجموعه  یک به نسبت چندجمله ای یک کاهش سازی فرآیند
کرد. اثبات را زیر قضیۀ می توان ۶ . ٣ قضیۀ از استفاده با



١۵١ آنها کاربردهای و تودرتو ١۵١پایه های آنها کاربردهای و تودرتو ١۵١پایه های آنها کاربردهای و تودرتو پایه های
InvolutiveBasis Algorithm
1: Input: A finite set F ⊂ R, a monomial ordering ≺ and an involutive division

L
2: Output: An involutive basisH of the ideal I = ⟨F ⟩ with respect to L and ≺
3: H := InvolutiveAutoreduce(F,≺,L);
4: flag := false

5: while flag = false do
6: flag := true

7: S := {xj · h | h ∈ H,xj ∈ NML(LM(h),LM(H))}
8: if S = ∅ then
9: return (H)

10: else
11: while S ̸= ∅ do
12: choose p ∈ S such that LT≺(p) = min≺(LT(S))

13: S := S \ {p}
14: h := InvolutiveNormalForm(p,H,≺,L)
15: if h ̸= 0 then
16: flag := false

17: H := InvolutiveAutoreduce(H ∪ {h},≺,L)
18: end if;
19: end while
20: end if
21: end while

الگوریتم صورت، این در باشد. تک جمله ای ترتیبِ یک ≺ و تودرتو تقسیم یک L کنیم فرض .١ . ۴ قضیه
می کند. محاسبه F ⊂ R توسط شده تولید ایدآل برای L-تودرتو پایۀ یک InvolutiveBasis

تقسیم اگر واقع، در نیست. پایان پذیر تودرتویی تقسیم هر برای الگوریتم این که است ذکر به لازم
است نوتری جنت تقسیم مثال، برای است. پایان پذیر الگوریتم این آن گاه باشد، نوتری داده شده تودرتوی

کنید. مراجعه [٨] به بیشتر توضیحات برای نیست. نوتری پماره تقسیم که حالی در



بینایی بنت الهدی و هاشمی امیر بینایی١۵٢ بنت الهدی و هاشمی امیر بینایی١۵٢ بنت الهدی و هاشمی امیر ١۵٢

InvolutiveNormalForm Algorithm
Input: A polynomial f , a set of polynomials F , a monomial ordering ≺ and an

involutive division L
Output: An L-normal form of f modulo F

h := f

while h has a monomialm which is L-divisible by F do
select g ∈ F with LM(g) |L m

h := h− cm/LT(g).g where c is the coefficient ofm in h

end while
return (h)

تودرتو پایه های کاربردهای برخی .۵
وجود خاص خاص شرایط با ایدآل یک برای و ندارند وجود کلی حالت در متناهی پماره پایه های
جدید ایدآل که کرد تبدیل موقعیتی به را ایدآل یک می توان عام، متغیر تغییر یک انجام با واقع، در دارند.
تغییر تبدیلاتی، چنین انجام با ایدآل یک با مرتبط پایاهای از برخی البته باشد. متناهی پماره پایه دارای
آنها که هستند منحصر به فردی ویژگی های دارای وجود صورت در پایه ها این دلیل، همین به نمی کنند.
آسان تر را چندجمله ای مدول های ساختاریِ تحلیل پایه ها این می کند. متمایز تودرتو پایه های سایر از را
مراجعه [١٢] به بیشتر توضیحات برای می پردازیم. پماره پایه های از کاربرد چند بیان به ادامه در می سازند.

کنید.
با که است ایدآل یک برای استنلی١ تجزیۀ ارائۀ پماره) پایه نه تنها (و تودرتو پایه  کاربردهای از یکی
ایدآل یک I ⊆ R کنیم فرض آورد. به دست را ایدآل یک بعد و هیلبرت سری می توان آن از استفاده
است R/I ∼= ⊕t∈T K[Xt] · t K-خطی یکریختی یک R/I برای استنلی تجزیۀ یک باشد. همگن
پایۀ یک G اگر .Xt ⊆ {x١, . . . , xn} و است تک جمله ای ها از متناهی مجموعه ای T که به طوری
واقع، در آورد. به دست R/I و I برای تجزیه یک می توان آن استفاده با باشد، I ایدآل یک برای تودرتو
و I = ⊕g∈GK[Xg] · g آن گاه باشد، g ضربی متغیرهای مجموعۀ معرف Xg ،g ∈ G هر برای اگر

است. نمایش قابل تودرتو پایۀ برحسب یکتا به صورت ایدآل عضو هر نتیجه در
و x٣ ≺drl x٢ ≺drl x١ کنیم فرض .١ . ۵ مثال

I = ⟨f١ = x٣١ , f٢ = x٢١x٢ − x٢١x٣, f٣ = x٢٢ − x٢x٣, f۴ = x١x٢٢ − x١x٢x٣⟩
١Stanley decomposition



١۵٣ آنها کاربردهای و تودرتو ١۵٣پایه های آنها کاربردهای و تودرتو ١۵٣پایه های آنها کاربردهای و تودرتو پایه های
به صورت می توانیم را I است. I برای پماره پایه یک {f١, f٢, f٣, f۴} مجموعۀ صورت، این در
I = K[x١, x٢, x٣] · f١ ⊕K[x٢, x٣] · f٢ ⊕K[x٢, x٣] · f٣ ⊕K[x٢, x٣] · f۴

است: R/I برای استنلی تجزیۀ یک زیر عبارت پس بنویسیم.
R/I = K⊕K · x١ ⊕K · x٢ ⊕K · x٣ ⊕K · x٢١ ⊕K · x١x٢⊕

K[x٣] · x٣٣ ⊕K[x٣] · x١x٢٣ ⊕K[x٣] · x٢x٢٣ ⊕K[x٣] · x٢١x٣ ⊕K[x٣] · x١x٢x٣.

I ایدآل عمق است. ایدآل یک عمق است، محاسبه قابل پماره پایه از استفاده با که دیگری مفهوم
روی yλ ،. . . ،y١ ثابت غیر چندجمله ای های از منظم دنبالۀ یک که به طوری است λ صحیح عدد بزرگترین

نمی کند. تغییر و است پایا متغیر تغییر به نسبت ایدآل یک عمق باشد. داشته وجود R/I

ردۀ بزرگترین t که به طوری n− t با است برابر H پماره پایۀ توسط شده تولید I ایدآل عمق .٢ . ۵ قضیه
می دهد. تشکیل R/I روی منظم دنبالۀ یک xn ،. . . ،xt+١ به علاوه است؛ LT(H)

کنید. مراجعه ٢.٢٠ گزارۀ [١٢] به اثبات، مشاهدۀ برای
نتیجه در .I = ⟨x٣١ , x٢١x٢ − x٢١x٣, x٢٢ − x٢x٣, x١x٢٢ − x١x٢x٣⟩ کنیم فرض .٣ . ۵ مثال

.٣ − ٢ = ١ با است برابر I عمق و است ٢ با Iبرابر مولد پیشروی جمله های ردۀ بزرگترین
اگر است. ایدآل یک اشباع شدۀ ایدآل است، محاسبه قابل پماره پایه از استفاده با که دیگری مفهوم
از چندجمله ای های همۀ شامل برداری فضای It از منظور باشد، صحیح عدد یک t و همگن ایدآل یک I
تعریف زیر به صورت را I اشباع شدۀ باشد. همگن ایدآل یک I ⊆ R کنیم فرض است. I در t درجۀ

می کنیم:
Isat = I : M∞ = {f ∈ R | ∃k ∈ N : fMk ⊆ I}

را sat(I) اکنون است. R ایدآل یک Isat که می کنیم توجه .M = ⟨x١, . . . , xn⟩ آن، در که
.It = Isatt ،t ≥ m هر برای که به طوری می کنیم تعریف m صحیح عدد کوچکترین

داریم این صورت، در باشد. H پماره پایۀ توسط شده تولید ایدآل I کنیم فرض .۴ . ۵ قضیه
.sat(I) = {deg(h) | h ∈ H,xn | h} و Isat = ⟨h/xdegn(h)n | h ∈ H⟩

[١٢] به اثبات، مشاهدۀ برای می کند. عاد را h که است xn توان بزرگترین degn(h) از منظور
کنید. مراجعه ١٠.١ گزارۀ



بینایی بنت الهدی و هاشمی امیر بینایی١۵۴ بنت الهدی و هاشمی امیر بینایی١۵۴ بنت الهدی و هاشمی امیر ١۵۴

بنابراین .I = ⟨x٣١ , x٢١x٢ − x٢١x٣, x٢٢ − x٢x٣, x١x٢٢ − x١x٢x٣⟩ کنیم فرض .۵ . ۵ مثال
.sat(I) = ٠ پس شوند، نمی عاد x٣ توسط پماره پایه اعضای از هیچ کدام چون .Isat = I

می بریم. پایان به کاستلنوو-مامفورد١ نظم محاسبۀ در پماره پایۀ از دیگری کاربرد بیان با را مقاله این

می شود. تعریف ایدآل آزاد تحلیل از استفاده با که است تعویض پذیر جبر در اساسی مفاهیم از یکی نظم این
می کنیم تعریف ei,j−i مقدار بزرگترین را I کاستلنوو-مامفورد نظم باشد. همگن ایدآل یک I کنیم فرض

که
٠ −→

⊕
i

R(−eℓ,i) −→ · · · −→
⊕
i

R(−e١,i) −→
⊕
i

R(−e٠,i) −→ I −→ ٠

این محاسبۀ تعویض پذیر، جبر در پژوهشی موضوعات از یکی است. I ایدآل مینیمال٢ مدرج آزاد تحلیل
کرد. محاسبه را نظم این می توان به سادگی پماره پایۀ از استفاده با است. ایدآل یک برای نظم

کاستلنوو- نظم این صورت، در Hباشد. پماره پایۀ توسط شده تولید همگن ایدآل I کنیم فرض .۶ . ۵ قضیه
است. برابر H به متعلق چندجمله ای های درجۀ بزرگترین با I مامفورد

کنید. مراجعه ٩.٢ قضیۀ [١٢] به اثبات، مشاهدۀ برای
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