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یک در بزرگی ایراد «وقتی می گوید: [٣] ریاضیات جشنوارۀ کتاب از هفدهم فصل در گاردنر١ مارتین
ادعایی برخلاف یا و باشد نداشته وجود جوابی یا باشد اشتباه جواب وقتی مثلا- بشود پیدا ریاضی معمای
(ناپخته)“ ”خدشه پذیر معما می گویند شود- پیدا بهتری جواب حتی یا جواب یک از بیش است شده که
بچه ها برای کتابی در خودش که بود معمایی آن ها، ساده ترین از یکی که می زند مثال هایی گاردنر است.»

داریم زیر به صورتِ اعداد از جدولی بود: آورده
٩ ٩ ٩
۵ ۵ ۵
٣ ٣ ٣
١ ١ ١

محال رفته، کار به اعداد زوجیت بنا به کار، این بشود. ٢١ آن ها مجموع که بکشید خط آن ها از تا شش دور
دور بعد و می کند سروته را جدول که است این است، خودش معمای بازپخت عملا که گاردنر راه حل است.
اما، می شوند. ظاهر جدول چرخاندن از پس ارقام این می کشد. خط می شوند ظاهر که ١ی سه تا و ۶ سه تا
و ٣ سه تا دور می رود: دیگری راه مسئله این حل برای ویلکرسن٢، هاوئرد اسم به گاردنر، خوانندگان از یکی
این .(١١ می شود (که می کشد دیگر بزرگ خط یک هم باقی مانده ١ دو تا دور بعد و می کشد خط ١ها از یکی
نمی شوند. عدد شبیه ۵ها و ٣ها اصلی، جدول کردن وارونه با اولی، راه حل در چون مناسب تراست، راه حل
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مبهم تعریف از بهره برداری یعنی می نامد. سهل انگارانه» «پخت را معما پختن یا طرح نوع این گاردنر
تعریف های آخرین ریاضیات، در روزها، این غیرمنتظره. راه حلی آوردن دست به برای سؤال، غیردقیق و
عملا یا می کنیم، تدریس دانشجویانمان به ریاضیات از ما آنچه بااین همه، داریم. خوب خیلی هم را دقیق
هم گاهی که کلاسیک قضیه های از بعضی خصوصاً، دارد؛ قرار پخت وپز معرض در می دهیم، یاد همدیگر به
و دارند چون و چرا جای البته که را، دست این از مواردی سال ها، طی در شده اند. تکراری و پیش پاافتاده
سپرده ام. چاپ دست به را آن ها و کرده ام پرخطر کاری هم حالا کردم. جمع خودم ذهن در هستند، سلیقه ای
نشان که منظور این به داد دانشجویان به کلاس در بحث برای یا تمرین به عنوان را آن ها می شود دست کم،
اعداد نظریۀ موضوع که وقتی حتی آنها، بیشتر در نیستند. منزل وحی کلاسیک اثبات های الزاماً، دهیم،

نیستند. طور این هم تعدادی البته می شود؛ احساس دینامیکی سیستم های حال و هوای است،
می کنیم. آغاز را کار هستند، آشنا افراد اکثر برای که مثال دو با دست گرمی، برای

است گنگ ٢ ریشۀ
که √٢ = p/q می گیریم فرض بدین ترتیب که است: خلف برهان با √٢ بودن گنگ قدیمی اثبات
استدلالش باشند. زوج باید q و p که گرفت خواهیم نتیجه است. در آمده صورت ساده ترین به p/q آن در
و ۴k٢ = ٢q٢ اما .p = ٢k مثلا باشد، زوج pباید پس p٢ = ٢q٢ چون است: این به شبیه چیزی

است. تناقض این و باشد، زوج باید q یعنی این
اعداد تجزیۀ یکتایی و وجود از این و باشد صورت ساده ترین به باید pq که است این اثبات این مشکل
«کمترین معنای به کسر» صورت «ساده ترین گرفتن با را مشکل این می کند. استفاده اول عامل های به

می کنیم. رفع «q مقدار
است این آموزنده تر اثبات بپذیرید، آن را یکتایی و اول عامل های به اعداد تجزیۀ قضیۀ حاضرید اگر
راست، سمت در در حالی که دارد وجود ٢ از زوجی توان p٢ = ٢q٢ تساوی چپِ سمت در در کنیم توجه که

کرد: ثابت می توان بهتری قضیۀ حتی و .٢ از فردی توان

توانی اول عامل هر اول، عامل های به a تجزیۀ در اگر فقط و اگر است کامل مربع a گویای عدد .١ قضیه
باشد. داشته زوج

اعداد به منفی، توان های دانستن مجاز با را، اول عامل های به تجزیه که دارد نیاز قضیه این اثبات
چارجوب در را موضوع قضیه این نظرم به است. روشن آن اثبات و ساده کاری البته که دهیم، تعمیم گویا
√٢ برای صرفاً که تصنعی استدلال آن به نسبت واضح تر خیلی را مطلب اصل و می دهد قرار مناسب

هستند. مثال ها از بهتر کلی احکام گاهی می کند. بیان شده، طراحی
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قضیۀ و کنید استفاده یونانیان اصلی اثبات از می توانید بروید، ندارید دوست را مسیر این اگر اما،
درآوریم»: آن کلاسیک حالت به را خود «دست پخت یعنی بگذارید؛ کنار کلا را اول عامل های به تجزیه

تساوی بنابه . p > q پس دارد. را خود ممکن مقدار کمترین q آن در که ،√٢ = p/q کنید فرض

٢√٢√−٢− ١ =
√٢

داشت خواهیم
√٢ =

٢− p/q
p/q − ١ =

٢q − p
p− q

.

می آید. دست به تناقض پس ، p− q < q طرفی از

صحیح اعداد از ضرایبی با خطی ترکیب یک ،GCD مشترک، مقسوم علیه بزرگ  ترین
است

است. زیر قضیۀ صحیح اعداد اساسی ویژگی های از یکی

.g = pa+ qb به طوری که موجودند q و p صحیح اعداد آنگاه ،g = gcd(a, b) اگر .٢ قضیه
استدلال و اقلیدس الگوریتم و تقسیم الگوریتم بردن کار به نتیجه، این به رسیدن برای مطلوب راه یک

می شود. پیچیده نسبتاَ کاری که است استقرایی
دامنۀ یک Z صحیح اعداد مجموعۀ که به این ترتیب است: حلقه ها نظریۀ از استفاده دیگر، پیشنهاد
جزئیات مقداری اینها البته بگیریم. نظر در را {a, b} توسط تولیدشده ایده آل آن در و است اصلی ایده آل

دارند.
ندارد. هم گفته شده الگوریتم دو به کاری و است ساده و سریع ١PID مبتنی بر بی پیرایۀ اثبات بااین حال،
ادعا می کند. عاد را k عدد g به وضوح، باشد. pa+ qb به صورتِ مثبت عدد کوچک ترین k کنید فرض
را این (اگر mk < a که می گیریم نظر در طوری را m عدد بزرگ ترین آن، اثبات برای .k | a می کنیم
آنگاه mk ̸= a اگر ((m + ١)k > a که بگیرید نظر در طوری را m عدد کوچک ترین نمی پسندید،
١principal ideal domain
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داریم حالا کرد). عوض m+ ١ با را m می توان (یا ٠ < s = a−mk < k

k − s = pa+ qb− s

= pa+ qb+ km− a

= pa+ qb− a+ (pa+ qb)m

= (p+ pm− ١)a+ (q − qm)b

= p′a+ q′b

و را a می کند عاد k که می شود ثابت بنابراین . k تعریف با دارد تناقض این و مناسب، p′, q′ ∈ Z با
را. b می کند عاد k به همین ترتیب

نیز را خطی بودنش خاصیت و وجود همزمان و کرد تعریف طریق این از را GCD می توان درواقع،
کرد. ثابت

دینامیکی سیستم یک به منزلۀ GCD
نه است، پیچیده کمی اقلیدس الگوریتم که می کردم احساس همیشه کنیم. فکر بلندپروازانه کمی حالا
صحیح، اعداد از ضرایبی با خطی ترکیب به صورت GCD بیان آن. نظری بحث بلکه آن، اجرای و فهم
دستمان از هم مطلب اصل به نوعی و کنیم وارونه را الگوریتم آن در باید که است پیچیده استقرایی مستلزم

می رود. در
سیستم های یعنی می شود، معلوم بازگشتی فرایندهای ارزش ریاضیات، در که جایی به می رسیم اکنون
سیستم یک به را اقلیدس الگوریتم می توان به آسانی عملیات، انجام در سهل گیری کمی با دینامیکی.

است. تقسیم الگوریتم انجام از شدن معاف هم کار این پاداش کرد؛ تبدیل دینامیکی
به صورتِ را ϕ : N× N→ N× N نگاشت

ϕ(x, y) = (max(x, y)−min(x, y),min(x, y))

به (a, b) تکرارهای مرحله، متناهی تعداد از پس ، (a, b) ̸= (٠, ٠) اگر که می کنیم ثابت کنید. تعریف
است. b و a مشترک علیۀ مقسوم بزرگ ترین d آن در که می رسد (d, ٠) ثابت نقطۀ

می کنیم: اثبات را ساده مطلب چند ابتدا،
.(x, y) = (٠, ٠) اگر فقط و اگر ϕ(x, y) = (٠, ٠) (١

برقرار تساوی .∥ϕ(x, y)∥ ≤ ∥(x, y)∥دراین صورت .∥(x, y)∥ = x+y کنید تعریف (٢
.y = ٠ یا x = ٠ اگر تنها و اگر است
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هستند. (z, ٠) به صورت دقیقاً ،ϕ ثابت نقاط (٣
gcd(ϕ(x, y)) = که معنی این به است. GCD حافظ ϕ آنگاه (x, y) ̸= (٠, ٠) اگر (۴

.gcd(x, y)
می کنیم. ثابت نمونه، به عنوان را، چهارمی است. واضح فوق موارد اثبات

z | x اگر کند. عاد را ϕ(x, y) مؤلفۀ دو هر z اگر فقط و اگر می کند عاد را y و x ،z که می کنیم حکم
این و z | max(x, y)−min(x, y) بنابراین . z | min(x, y) و z | max(x, y) آنگاه z | y و
، z | max(x, y)−min(x, y) و z | min(x, y) اگر حالا، می کند. عاد را ϕ مؤلفۀ دو هر z یعنی،

پس
z | (max(x, y)−min(x, y) + min(x, y)) = max(x, y),

را. y هم و می کند عاد را x هم z یعنی
و ϕt(a, b) = (d, ٠) که دارد وجود t ≥ ١ عدد دراین صورت .(a, b) ̸= (٠, ٠) کنید فرض .٣ قضیه

.d = gcd(a, b) داریم
شود، اعمال (x, y) روی ϕ وقتی یعنی است، ϕ برای لیاپانوف تابع یک ∥(x, y)∥ نرم اثبات.
،x, y ∈ N چون .y = ٠ یا x = ٠ که وقتی به جز بگوییم، بخواهیم دقیق می یابد؛ کاهش مذکور، نرم
ϕt(a, b) که دارد وجود d مانند عددی پس .∥ϕt+١(a, b)∥ = ∥ϕt(a, b)∥ که دارد وجود tای بنابراین
که آنجا از .ϕt+١(a, b) = (d, ٠) داریم مجموع در ،ϕ(٠, d) = (d, ٠) چون .(d, ٠) یا (٠, d) برابر
□ gcd(a, b) = gcd(d, ٠) = d. پس است، دینامیکی سیستم این در پایسته کمیتی GCD

.d = pa+ qb به طوری که دارند وجود q و p صحیح اعداد آنگاه ،d = gcd(a, b) اگر .۴ قضیه
(p١a + به صورت مرتب هایی جفت تمام شامل مجموعه ای χ ⊆ N × N کنید فرض اثبات.
است، پایدار ϕتحت χ که می شود ثابت به راحتی .p١, p٢, q١, q٢ ∈ Z شرط با باشد q١b, p٢a+q٢b)

.ϕ(χ) ⊆ χ یعنی،
و (d, ٠) ∈ χ بنابراین .t ≥ ٠ هر برای ϕt(a, b) ∈ χ به وضوح ، (a, b) ∈ χ که آنجایی از
□ .d = pa+ qb به طوری که است موجود p و q اعداد درنتیجه
دارد: هم مقیاس بندی خاصیت یک ϕنگاشت می شود. هم قشنگ تر و است قشنگ خیلی اثبات این

ϕ(ka, kb) = kϕ(a, b) (k ∈ N).

آن در که است χkها از مجزا اجتماعی برابر χ بنابراین،
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χ٠ = {(٠, ٠)} , χk = {(a, b)| gcd(a, b) = k} (k > ٠).
دینامیک ،(a, b) → (ka, kb) نگاشت به توجه با ( k = ٠ (به جز و است ϕ-پایدار ،χk هر به علاوه،
به خود کردن محدود با را ϕ دینامیک می توانیم بنابراین، است. χ١ روی ϕ دینامیک مزدوج χk روی ϕ

اول اند. هم به نسبت که است طبیعی اعداد مرتب جفت همۀ مجموعۀ همان χ١ بفهمیم؛ χ١
که می شود گرفته نظر در یکتا ارتفاع یک باشند، اول هم به نسبت که طبیعی اعداد از جفت هر برای
را جفت ها می توان زیر لم کارگیری به با .ϕt(a, b) = (١, ٠) خاصیت با است tای کوچک ترین همان

کرد. طبقه بندی ارتفاع افزایش براساس
پس ،(a, b) = (d, c + d) یا (a, b) = (c + d, d) اگر فقط و اگر ϕ(a, b) = (c, d) .۵ لم

.ϕ−١(c, d) = {(c+ d, d), (d, c+ d)}

: داریم بنابراین
(١, ٠) :٠ ارتفاع
(٠, ١) :١ ارتفاع
(١, ١) :٢ ارتفاع

(٢, ١), (١, ٢) :٣ ارتفاع
(٣, ١), (١, ٣), (٣, ٢), (٢, ٣) :۴ ارتفاع

(۴, ١), (١, ۴), (۴, ٣), (٣, ۴), (۵, ٢), (٢, ۵), (٣, ۵), (۵, ٣) :۵ ارتفاع
.n ≥ ٢ وقتی داریم n ارتفاع با زوج ٢n−٢ پس

است. شگفت انگیز و خارق العاده ارتفاع ها ماتریس
١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩
٢ · ٣ · ۴ · ۵ · ۶
٣ ٣ · ۴ ۴ · ۵ ۵ ۶
۴ · ۴ · ۵ · ۵ · ۶
۵ ۴ ۴ ۵ · ۶ ۵ ۵ ۶
۶ · · · ۶ · ٧ · ·
٧ ۵ ۵ ۵ ۵ ٧ · ٨ ۶
٨ · ۵ · ۵ · ٨ · ٩
٩ ۶ · ۶ ۶ · ۶ ٩ ·
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اول هم به نسبت b و a وقتی و است (a, b) جفت ارتفاع همان b ستون و a سطر داریۀ ماتریس، این در
نوشته ایم. درایه آن در را « · » علامت نباشند،

قسمت هایی است: بازگشتی ساختار دارای بعدی بی نهایت ماتریس این کل که است این «·»ها این دلیل
می شود. مجدد مقیاس بندی آن ها ستون و سطر جای فقط هستند، درایه یک تکرار دارند «·» علامت که

شد.) ذکر قبلا که است χkها به تجزیه همان (این
شد. خواهد باارزشی تحقیق آن الگوی یافتن و نیست روشن هنوز ماتریس این شکل

آن با متناوب»١ «کاهش نام تحت باستان یونانیان که است فرایند نوعی رسمی صورت ϕ نگاشت
خیلی باقی مانده قسمت تا می بریدند مربع آن قدر مستطیل یک از فرایند، آن در .[٢] داشتند آشنایی
می دادند. ادامه را کار این و می بریدند، مستطیل از کوچک تری مربع های نقطه، این در بعد، و شود، کوچک
است. معادل مسلسل کسرهای بسط با آن هم که است، معادل اقلیدس الگوریتم با فرایند این که می دانیم

می گیرد. جا زمینه ها همین در ٢√نیز بودن گنگ برای یونانیان اثبات
نیز y/x یا x/y مسلسل کسرهای به که کرد تعریف R+ × R+ روی می توان هم را ϕ نگاشت
نخواهیم تناوبی نقطۀ هیچ درنتیجه، و، است لیاپانوف تابع بازهم تعریف شده نرم می کند. پیدا ارتباط
می دهد رخ وقتی این و کرد، خواهیم پیدا تناوبی نقاط کنیم، ضرب ضریبی در را (x, y) وقتی اما، داشت.

باشد. گنگ عدد یک دوم توان x/y که

اویلر فرمول
نشان آن را درستی چگونه می دانیم ما همۀ می کند. جلوه رازآمیز اغلب، ،eiπ = −١ معروف فرمول
است. اتفاق یک نتیجۀ صرفاً اینکه گو و نمی دهند آن اصل از خبر هیچ معمول، روش های اما دهیم،
استفاده آن و دارد وجود نیست اتفاقی و است طبیعی رابطه این دهیم نشان اینکه برای راه یک دست ِکم
مفیدی مطالب خود جای در البته که است، لازم کار این برای مقدمات کمی است. دیفرانسیل معادلات از

هستند.
بگیرید: نظر در z(٠) = ١ آغازی شرط با و مختلط اعداد صفحۀ در را زیر عادی دیفرانسیل معادلۀ

dz

dt
= iz.

کرد.) تعریف هم طریق این از می توان را توان (تابع است. z(t) = eit معادله، جواب
جواب یک به مماس بردار است، عمود z بر iz چون بگیرید. نظر در را معادله این هندسی تعبیر حالا
تبدیل یک با (که امر این نتیجه می سازد. قائمه زاویۀ ،z(t) تا ٠ از شعاعی بردار با ،z(t) نقطۀ در معادله،

است: ذیل شرح به است) بررسی قابل قطبی مختصات به ساده
١anthyphaeresis



استیوارت یان استیوارت١٢٠ یان استیوارت١٢٠ یان ١٢٠

،(dr/dt = ٠) است پایا جریان، تحت z(t) از گذرنده و ٠ مرکز به یکه دایرۀ •
.dθ/dt = ١ داریم قطبی مختصات در •

بنابراین و می شود رادیان برحسب قوس طول t و است، جواب مسیر ،z(٠) = ١ وقتی یکه، دایرۀ بنابراین
می کند. حرکت یکنواخت سرعت با دایره این روی z(t) نقطۀ

طی زمانی محیط نصف پس است، ٢πبرابر دایره این محیط که می گوید ما به π عدد یونانی تعریف
.eiπ = −١ پس است، z = −١ نقطۀ دایره، روی راه نیمۀ اما .t = π که است شده

اول اعداد بودن نامتناهی
است. زیرکانه فوق العاده است، بیشتر متناهی کران هر از اول تعداد اینکه مبنی بر اقلیدس، اثبات
در آنچه است. چشم بندی به شبیه چیزی ،p١ · · · pk + ١ انتخاب که می کردم احساس همیشه من اما،

می کند. آشکار را چشم بندی این راز می آوریم، ادامه
همۀ روشمندی به صورتِ اگر بودند. ۵ و ٣ و ٢ فقط اول اعداد که کنید تصور دست گرمی، برای
به شبیه چیزی می آید. دست به ممکن اعداد تمام بگیریم، نظر در را اعداد این توان های حاصل ضرب های

١, ٢, ٣, ۵, ٢× ٢, ٢× ٣, ٢× ۵, ٣× ٣, ٣× ۵, . . . ,
می شود. ایجاد به راحتی عددی، ترتیب گرفتن نظر در بدون

تعداد شمردن منظور، این برای مناسب راه یک نیستند. اعداد از برخی این فهرست، در می کنیم ثابت
می آید. دست به طریق این به ، N مشخص مقدار تا که، است اعدادی

می شود. ظاهر یک بار ١ عدد
می شوند. ظاهر N٢⌋ بار ⌋ ،٢ مضارب
می شوند. ظاهر N٣⌋ بار ⌋ ،٣ مضارب
می شوند. ظاهر N۵⌋ بار ⌋ ،۵ مضارب

هستند، هم ٣ و ٢ مضارب ، ۶ مضارب ،مثلا می شوند، شمرده اضافه اعداد برخی فوق، شمارش با
اتفاقی چه می بینید الان بعد؟ اما کنیم. کسر می شوند ظاهر ⌋ بار N٣×٢⌋ که را ٢× ٣ مضارب باید بنابراین

برابر باید دقیقاً است) Nتا البته (که N تا ١ از اعداد تعداد ل شمول اصل بنا به می افتد.

١ + ⌊N٢ ⌋+ ⌊
N

٣ ⌋⌊
N

۵ ⌋ − ⌊
N

٢× ٣⌋ − ⌊
N

٢× ۵⌋ − ⌊
N

٣× ۵⌋+ ⌊
N

٢× ٣× ۵⌋
باشد.



١٢١ کلاسیک اثبات چند ١٢١«بازپخت» کلاسیک اثبات چند ١٢١«بازپخت» کلاسیک اثبات چند «بازپخت»

این تمام بر که بگیریم نظر در را Nای پس است. دردسر صحیح جزء توابع با کردن کار ولی آه!
N = ٣٠ = ٢× ٣× ۵ خود اصلا چرا باشد. ٢× ٣× ۵ از مضربی یعنی باشد، بخش پذیر مخرج ها

می شود بالا عبارت پس نباشد؟
١ + ١۵ + ١٠ + ۶− ۵− ٣− ٢ + ١ = ٢٣,

نشد. ٣٠ که
اول اعداد همۀ (متناهی) فهرست p١, p٢, . . . , pk کنید فرض است. واضح مسئله تعمیم راه حالا
می گیریم نتیجه شمول اصل براساس مشابهی استدلال بردن کار با . N = p١ · · · pk بگیرید نظر در باشد.

با است برابر ،N همان یعنی ،N تا ١ بین اعداد تعداد که

N = ١ +∑
i

N

pi
−
∑
i,j

N

pipj
+
∑
i,j,k

N

pipjpk
+ . . .

بنابراین می شوند. گرفته نظر در متمایز مجموع ها همۀ در زیرنویس ها آن در که

١ = N

١−∑
i

١
pi

+
∑
i,j

١
pipj

−
∑
i,j,k

١
pipjpk

+ . . .


= N

(
١− ١

p١

)(
١− ١

p٢

)(
١− ١

p٣

)
· · ·
(

١− ١
pk

)
= p١

(
١− ١

p١

)
p٢
(

١− ١
p٢

)
p٣
(

١− ١
p٣

)
· · · pk

(
١− ١

pk

)
= (p١ − ١) · · · (pk − ١)

نیست. اول اعداد فهرست در ٣ مثلا پس، است؛ برقرار p١ = ٢ و k = ١ برای فقط که
می شویم، آن نبود متوجه سریعاً که آن ها، جملۀ از و نیستند فهرست در اعداد از بعضی که بردیم پی پس
−١ باقی ماندۀ بر ١ باقی ماندۀ با کردن کار ترجیح و نکته این با Nاست. − ١ = p١p٢ · · · pk− ١ عدد

می رسیم. اقلیدس اثبات به
آن ها، ساده ترین از یکی دارد. وجود اول اعداد بودن نامتناهی اثبات برای بی شماری روش های البته
فرض است. N = p١ · · · pk برای اویلر ϕ ی تابع محاسبۀ می کند، پیدا ارتباط هم فوق محاسبات به که
از .ϕ(N) = ϕ(p١ · · · pk) = ١ به وضوح باشند، piهایی از Nمضربی − ١ و ٢ بین اعداد  همه کنید

طرفی،
ϕ(N) = ϕ(p١) · · ·ϕ(pk) = (p١ − ١) · · · (pk − ١)





١٢٣ کلاسیک اثبات چند ١٢٣«بازپخت» کلاسیک اثبات چند ١٢٣«بازپخت» کلاسیک اثبات چند «بازپخت»

به می رسیم که
٢a = p, a٢ + ٢b− c٢ = q, ٢ab− ٢cd = r, b٢ − d٢ = s.

می گیریم نظر در c برحسب b برای معادله دومین حل برای و a = p/٢ بگیریم باید که است واضح
می نویسیم c برحسب d برای معادله سومین حل برای و ،b = (q + c٢ − p٢/۴) /٢

d =
−r + ٢ab

٢c =
−r + p

(
q + c٢ − p٢/۴) /٢

٢c =
−٢r + p

(
q + c٢ − p٢/۴)

۴c .

معادله: چهارمین در اینها همۀ جانشانی با نهایتاً، ))و
q + c٢ − p٢/۴)

٢
)٢
−

(
−٢r + p

(
q + c٢ − p٢/۴)

۴c
)٢
− s = ٠

به و می کنیم ضرب c٢ در را طرفین مخرج ها، بردن بین از برای معادله) کردن مرتب و بازنگری از (پس و
می آوریم دست

٠ =
١
۶c

۶ +
(
q

٢ −
٣p٢
١۶
)
c۴ +

(٣p۴
۶۴ −

p٢
۴q +

q٢
۴ +

pr

۴ − s
)
c٢

+

(
−p۶
٢۵۶ +

p۴q
٣٢ −

p٢
١۶q٢ −

p٣r
١۶ +

pqr

۴ − r٢
۴
)

درجۀ حلال از گونه ای روش، این البته ) است. c٢ برحسب سوم درجۀ معادلۀ یک تعجب، کمال در که،
است). ١ فراری سوم

درجۀ معادلات می توان کنیم، حل را سوم درجۀ چندجمله ای معادلات بتوانیم اینکه شرط به بنابراین،
کرد. حل نیز را چهارم

گزینۀ است. ٣ بودن فرد دلیلش یک نیست، کارساز مورد، این در قبلی ترفند ظاهراً، سوم ها. درجۀ
x در انتقال یک از استفاده قدیمی، ترفند است. ٣ درجۀ همان به تبدیل . . . به سوم درجۀ تبدیل در دیگر
تغییر یک خاطر به است. x٣ +mx+ n = ٠ سوم درجۀ معادلۀ تبدیل و هوشمندانه متغیر تعویض و
را زیر متغیر تعویض و بگیرید نظر در را x٣ + px٢ + qx+ r = ٠ معادلۀ نکشید: زحمت زیاد ساده،

دهید انجام
x = az + b+ cz−١.

بنابراین بیاورید.) خاطر به را متقارن چندجمله ای های در x = t+ ١/t قدیمی متغیر تعویض )
x٣ + px٢ + qx+ r = Az٣ +Bz٢ + cz +D + Ez−١ + Fz−٢ +Gz−٣

١Ferrari



استیوارت یان استیوارت١٢۴ یان استیوارت١٢۴ یان ١٢۴

آن در که
A = a٣, B = a٣)٢b+ p), C = a(٣b٢ + ٣ac+ ٢bp+ q),

D = b٣ + ۶abc+ b٢p+ ٢acp+ bq + r, E = c(٣b٢ + ٣ac+ ٢bp+ q),

F = c٣)٢b+ p), G = c٣.

٣b٣+٢ac+ و ٣b+pعبارت دو اگر می خورد. ما چشم به یکدفعه اتفاقی، چیزِ یک بالا، تساوی های در
برای خوش شانس ای! چه وای می شوند. صفر z−٢ و ، z−١ ، z ، z٢ ضریب چهار کنیم، صفر را ٢bp+ q

داریم لازم ما که (چیزی باشد. آزاد پارامتری c و a = p٢ − ٣q/٩c و b = −p/٣ باید هم کار این
می آید در زیر Yبه صورت ما سوم درجۀ معادلۀ اکنون، است.) ٩ac = p٢ − ٣q

Az٣ +D +Gz−٣ = ٠
است. حل قابل رادیکال ها با و بوده z٣ برحسب دوم درجۀ معادلۀ یک که Az۶ +Dz٣ +G = ٠ یا و

آمد. خواهد دست به x جانشانی، با آن، حل از پس

درجۀ برای فرمولی که می دانیم آن ها، پیشینیان و گالوا٢ ، آبل١، تحقیقات یمن به پنجم ها. درجۀ
ولی دارد، کمی فنی مقدمات که کرده ام سرهم شسته رفته اثباتی مطلب، این برای ندارد. وجود پنجم ها
لژاندر٣ از جبردان ها که را مطالبی کرده ام سعی بلکه نیست، دست پختی آن طور است. صفحه ١٠ حدوداً
که می کنم ثابت آنجا در بیاورم. هم را دیگر لازم چیزهای و کنم معکوس مهندسی می دانستند کرونکر۴ تا
کنم. منتشر آن را جایی شاید شد آماده وقتی کرد. حل رادیکال ها با نمی توان را x۵ − ٨٠x+ ٣٠ = ٠

زوایه تثلیث
درجۀ معادلۀ یک مبتنی بر شود) رجوع [۶] به مثال (برای زوایه تثلیث بودن محال برای رایج اثبات
کمتر مقدمات با دیگری راه اینجا، در است. میدان ها توسیع درجۀ بودن ضربی و cos(٢π/٩) برای سوم

می آوریم. طبیعی تر چارچوبی و
اگر گوییم ساخت پذیر۵ را z ∈ C عدد می گیریم. یکی C مختلط اعداد صفحۀ با را اقلیدسی صفحۀ
و حقیقی قسمت که باشید داشته (توجه باشد. ترسیم قابل Q ⊆ R ⊆ C در پرگار و خط کش به وسیلۀ

نمی گیریم.) نظر در جدا را مختلط
که: می شود ثابت مختصات روی معمولی محاسبات با

١Abel ٢Galois ٣Legendre ۴Kronecker ۵constructible
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،. . . ،α٢ ،α١ مانند مختلط اعداد از متناهی دنباله ای اگر فقط و اگر است ساخت پذیر z عدد .۶ لم
z ∈ و j = ٢, . . . , k برای α٢

j ∈ Q(α١, . . . , αj−١) و α٢١ ∈ Q به طوری که باشد موجود αk
.Q(α⊮, . . . , αℸ)

می شود. تولید پرانتز داخل اعضای توسط که می دهد نشان را C از زیرمیدانی Q(. . .) معمول، طبق
آنگاه ،α٢ ∈ K و باشد C از زیرمیدانی K اگر که باشید داشته توجه
K(α) = {x+ αy| x, y ∈ K}.

می کنم: ثابت را زیر قضیۀ اکنون
نیست. ساخت پذیر ،ξ = e٢πi/٩ یک، اولیۀ ریشۀ نهمین .٧ قضیه

کمک با را ٢π/٣ زاویۀ نمی توان که می شود نتیجه است، ω = e٢πi/٣ تثلیث ξ که آنجایی از
کرد. تثلیث پرگار و خط کش

کنیم. اثبات میدان ها توسیع درجۀ ضربی بودن خاصیت از استفاده بدون را قضیه باید حالا
تعریف زیر به صورت زیرمیدان ها از برجی باشد. ساخت پذیر ξ کنید فرض خلف، برهان بنا به اثبات.

می کنیم
Q = K٠ ⊂ Q(ω) = K١ ⊂ K٢ ⊂ . . . ⊂ Ks

داشته توجه . j = ٢, . . . , s برای α٢
j ∈ Kj−١ آن در که Kj = Kj−١(αj) و ξ ∈ Ks به طوری که

برجی چنین .Q(ω) = Q
(
i
√٣
)

بنابراین ω =
(
−١ + i

√٣
)
/٢ چون j = ١ برای که باشید

کمترین s آن در که می کنیم انتخاب را برجی میان، این از باشد. ساخت پذیر ξ اگر تنها و اگر است موجود
و b ̸= ٠ که می کند ایجاب s انتخاب .a, b, β ∈ Ks−١ آن در که ξ = a+ b

√
β پس باشد. مقدار

پس ، ξ٣ = ω اما a ؛ ̸= ٠ درنتیجه
ω =

(
a+ b

√
β
)٣

= (a٣ + ٣ab٢β) + (٣a٢b+ b٣β)
√
β.

، ٣a٢b+ b٣β ̸= ٠ اگر √حال
β =

ω − a٣ − ٣ab٢β
٣a٢b+ b٣β

درنتیجه و ، ٣a٢b + b٣β = ٠ بنابراین است. تناقض در s بودن کمینه با و دارد قرار Ks−١ در که
ازطرفی . ω = a٣ + ٣ab٢β(

a− b
√
β
)٣

= (a٣ + ٣ab٢β)− (٣a٢b+ b٣β)
√
β = (a٣ + ٣ab٢β) = ω.



استیوارت یان استیوارت١٢۶ یان استیوارت١٢۶ یان ١٢۶

بنابراین . ω٢ξ و ωξ و ξ از عبارت اند ω سوم ریشه های اما
a− b

√
β = ωcξ

،ξ = a+ b
√
β که دیدیم بالا در اما (.b ̸= ٠ چون باشد صفر نمی تواند c) .c = ٢ یا c = ١ آن در که

با بازهم و دارد قرار Ks−١ در که ξ = b(١ + ωc)/٢a داشت خواهیم اخیر تساوی دو کردن جمع با
□ است. تناقض در s دربارۀ ما فرض

مربع دو مجموع قضیۀ
۴k + ١ شکل به اول عدد هر که است این از حاکی کرد، ثابت آن را اویلر که فرما، مربع دو قضیۀ
قسمت سخت ترین مورد، این اما دارد، هم دیگری قسمت های قضیه این است. عدد دو مربع های مجموع
آن از مضاربی که می کنند ثابت یا می کنند استفاده دوم درجۀ از مانده های یا قدیمی، راه حل های است. آن

می برند. کار به را نامتناهی نزول روش بعد و است صحیح عدد دو مربع های مجموع اول عدد
این ندیده ام. کتابی هیچ در آن را من اما است، آشنا فن اهل برای احتمالا آمده، ادامه در که اثباتی

است. آسان و مفهومی، کوتاه، اثبات،
است a+ bi به صورتِ مختلط اعداد همۀ از مرکب Z[i] گاوسی» صحیح «اعداد که می کنم یادآوری
ضربی که دارد وجود N(a+ bi) = a٢ + b٢ تعریف با «نرمی» مجموعه، این در . a, b ∈ Z آن در که

یعنی است،
N(xy) = N(x)N(y).

ثابت می توان مقدماتی، روش های با واقع، در می دهد. یکتا تجزیۀ حوزۀ یک تشکیل گاوسی، صحیح اعداد
می دهد. دست به اقلیدسی الگوریتم یک مذکور، نرم که کرد

(به پیمانۀ p ≡ ١ اگر که می کنیم ادعا باشد. معمول) مفهوم همان (به اول عددی p ∈ Z کنید فرض
باشد. گاوسی اول عدد یک p = ۴k + ١ کنید فرض خلف، برهان با نیست. اول Z[i] در p آنگاه (۴
Z/p در i اگر چون نیست؛ i شامل که دارد بر در را Z/p زیرمیدان و است میدان Z[i]/p دراین صورت
است، ۴k مرتبۀ از و دوری زیرمیدان، این ضربی گروه باشد. صحیح درواقع، و حقیقی، باید i باشد،
مجزا ریشۀ ۵ حداقل ،t۴ − ١ چهارم؛ درجۀ چندجمله ای اکنون دارد. ۴ مرتبۀ از α مانند عضوی بنابراین

است. تناقض این که i؛ و ، α٣ ، α٢ ، α ، ١ دارد:
اول اند. Z[i] در q٢ و q١ آن در که p = q١q٢ داریم مذکور نرم بودن ضربی از ، N(p) = p٢ چون که

پس . q = a+ bi کنید فرض .q٢ = q١ داشت خواهیم است، حقیقی p چون
p = (a+ bi)(a− bi) = a٢ + b٢.
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و p چون ١±,i±اند. یکه ها ولی است، برقرار یکه ای تقریب با بالا رابطۀ بگوییم، دقیق بخواهیم اگر
می آید. دست به نتیجه مثبت اند، و حقیقی دو هر a٢ + b٢

،Z/p[t]/⟨t٢ + ١⟩ با است برابر Z[i]/p که کنیم استفاده هم نکته این از می توانستیم راه میانۀ در
استدلال این باشد. میدان نمی تواند خارج قسمت این پس است) آن ریشۀ α) است تحویل پذیر t٢ + ١ و

است. غیرمستقیم کمی ولی قشنگ تر ذره یک
آن از و است یک سوم ریشۀ ω آن در که داریم Z[ω] برای اثبات، همین با مشابه قشنگی، استدلال
هستند. ، a٢ + ٣b٢ یا و ، a٢ + b٢ − ab به صورتِ هم ۶k + ١ به صورتِ اول اعداد که می شود نتیجه

کنم جابه جا را زمین تا بده، من به تکیه گاهی
است. داشته تکیه گاهی قبل از او که است این من ادعای البته است. ارشمیدس معروف گفتۀ این
اینجا در ارشمیدس است. بوده همراه سهل انگاری با ارشمیدس طرف از ادعا این طرح می کنم تصور

است. نبوده حصول قابل او هدف فقط است؛ نکرده «خطایی»
١ شکل اساساً داشت ذهن در که چیزی و می دهد، جلوه بزرگ را اهرم ها قانون ارشمیدس اینجا در
به و باشد ثابت اتکاء نقطۀ که بود این دنبال بلکه نبود، مهم فضا در زمین مکان او برای می کنم فکر است.
او، داشت. جاذبه یکنواخت بودن به نیاز نجومی، واقعیت های برخلاف اهرم ها، قانون بردن کار به منظور
لختی دربارۀ بحث وارد نمی خواهم نیست. مهم داشت. صفر جرم با سخت کاملا اهرم یک به نیاز همچنین،

ارشمیدس اهرم .١ شکل

است: این من سؤال بپذیریم. فرض کرده ارشمیدس که را چیزی هر دهید اجازه شوم. دیگر مناقشه های و
می شود؟ جابه جا «چقدر» شود، بلند زمین اگر

کند. اعمال کیلوگرم، ١٠٠ مثلا وزن به خودش، کردن بلند برای کافی نیروی ارشمیدس کنیم فرض
قانون بنا به باشد، داشته فاصله زمین از متر یک اتکاء نقطۀ اگر است. کیلوگرم ۶×١٠٢۴ حدوداً زمین جرم
١+۶× ١٠٢٢ طولش باید اهرم بنابراین و است، ۶×١٠٢٢ برابر اتکاء نقطۀ تا ارشمیدس فاصلۀ اهرم ها،
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اندازۀ به زمین که می بینیم مثلث ها تشابه از دهد، حرکت متر یک را خودش طرف ارشمیدس اگر باشد.
.. . . است متر ١−١٠۵ پروتون قطر کرد. خواهد حرکت متر ١٫۶× ٢٣−١٠

می شود. «جا  به جا» بالاخره باشه!
ارشمیدس اگر غول پیکر، و غیرمحتمل ابزار این از استفاده جای به که کنید تصور اما است. درست
١٫۶×٢٣−١٠ اندازۀ به زمین او، پریدن متر هر به ازای می پرید»، پایین و «بالا و می ایستاد زمین سطح روی
اهرم یک که دارد را اثر همان عمل این اساساً، عکس العمل). و (عمل می کرد حرکت جهت خلاف در متر
کهکشان تا فاصله ٢/٣ حدود یا نوری، سال میلیون ١٫۶ حدود در طول این دارد؛ ١+ ۶× ١٠٢٢ طول به

است. امرأةالمسلسله

است ناشمارا حقیقی اعداد مجموعۀ
نامتناهی اعشارهای روی ظریف ترفندی به روش این اما دارم، دوست را حکم این «قطری» اثباتِ

دارد. نیاز
به صورت R به R از را g و f تابع های . R = {aj : j = ١, ٢, . . .} و باشد شمارا R کنید فرض

کنید: تعریف زیر
f(x) = ١ (x ∈ R)

g(x) =

١ |x− aj | ≤ ٢−j که باشد داشته وجود jای اگر
٠ در غیر این  صورت

اما .f(x) = g(x) داریم x ∈ R مقادیر همۀ برای به وضوح

.

∫ ∞

−∞
g ≤

∞∑
j=١

٢−j = ١ و
∫ ∞

−∞
f =∞

R روی لبگ اندازۀ به احتیاج لبگ، انتگرال برای و لبگ انتگرال به نیاز کار، این انجام برای البته
هر اندازۀ که است این اثبات دهیم انجام باید که کاری تنها چون که است. آماده ما دست پخت اکنون داریم.

است. صفر برابر R از شمارا زیرمجموعۀ
قبل، مفروضات با می آوریم. دارد، لازم کمتری مقدمات که توپولوژیکی، اثبات یک حالا خوب،
Aj+١ ⊆ Aj و aj /∈ Aj به طوری که کنید انتخاب ، Aj ⊆ [٠, ١] مانند ناتهی، بستۀ بازه های از دنباله ای
هیچ یک اما ([٠, ١] فشردگی (به دلیل است .∩A٢∩A١ناتهی . پس. است). آسان دنباله ای چنین (یافتن

ندارد. را ajها از
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مستطیل ها و مربع ها
[٧] کردن حل مسئله روش دربارۀ خود کتاب در تائو١ ترنس که است مسئله ای بعدی دست پخت
کار به دست با این حال، نیست، مناسب او کتاب خوانندگان برای من حل روش اگرچه است. کرده مطرح

می شویم.
که گرفته اند قرار به گونه ای هم کنار در که است یکسان مساحت های با مستطیل چهار دربارۀ مسئله
ایجاد هاشورخورده) (قسمت مستطیلی سوراخ یک ،٢ شکل مثل بزرگ تر مستطیل یک تشکیل حین
هم هاشورخورده سوراخ باشد، مربع واقعاً بیرونی مستطیل اگر کنیم ثابت که است این مسئله می شود.
طول جمع که کلیدی نکتۀ این به توجه با است، ١ برابر خارجی مربع طول اینکه فرض با تائو است. مربع
چگونه اما کند. کشف را قضیه راز که می شود آن بر باشد ١ باید کوچک تر، مستطیل های ، y و x عرض، و
دیگر مستطیل به مستطیل یک از اطلاعات انتقال و مساحت ها تساوی شرط تأثیر او می کند! ثابت را این
مستطیل به باید مرحله چهار از بعد مستطیل  ها از ما دانسته های که می کند اشاره آخر در و می کند بررسی را
سیستم های من تخصص اما درمی آید. x+ y = ١ یکدفعه و می دهد انجام محاسبات کمی برسد. اصلی

مربع چهار وضعیت .٢ شکل
در است. دینامیکی سیستم های مسئلۀ یک نظرم به عجیبی طرز به مسئله این بازهم و است دینامیکی
باید ما و دارد ۴ مرتبۀ از تناوبی نقطۀ یک می نگارد کناری مستطیل به را مستطیل هر که تابعی اینجا،
مستطیل ها، این چیدن هم کنار با که باشد قرار (اگر است. مذکور تابع ثابت نقطۀ نقطه، این که کنیم ثابت
معلوم تائو روش از صریحاً نکته این باشند؛ هم نهشت مستطیل چهار این همۀ باید شود، تشکیل مربع یک
این از وقتی هرحال، به است.) درست هرچند می  آید در کار از بی ربط نیز x + y = ١ شرط نمی شود.

رسیدم: زیر، به صورت ساده، دینامیکی سیستم چندتایی و مسلسل کسر یک به رفتم روش
١Terence Tao
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بگیرید، نظر در y٠ و x٠ را اول مستطیل اضلاع اندازۀ و باشد ١ بیرونی مربع ضلع طول کنید فرض
آن از یک هر مساحت کنید فرض است. گرفته قرار (٠, ١) نقطۀ در بدیهی، حالت از پرهیز برای که،
درغیراین صورت، ٢؛ شکل در ترسیم شده شکل پذیرفتن با البته ، ۴A < ١ پس باشد. A مستطیل چهار
بنابراین بود. خواهد صفر هاشورخورده ناحیۀ مساحت یا می گیرند قرار هم روی اطراف مستطیل های یا

.  A < ١۴
که می کنیم مشاهده تائو، مثل

(x١, y١) =
(

١− y٠,
A

١− y٠

)
، i = ٠, ١, ٢, ٣ هر برای کلی، حالت در و ، A = x٠y٠ آن در که

(xi+١, yi+١) =
(

١− yi, A

١− yi
)
,

R٢ روی گسسته دینامیکی سیستم یک ما اینجا تا است. پایدار مذکور نگاشت تحت مساحت چون که
به خوبی مستطیل ها درغیراین صورت، زیرا است، ۴ مرتبۀ از تناوبی نقطۀ یک (x٠, y٠) به علاوه، می بینیم.

نمی گیرند. قرار هم کنار
A = چون که فروکاهید، یک بعدی به آن را می توان است، دوبعدی دینامیکی سیستم یک این اگرچه
مختص مسیر که است ϕ(x) = ١− A

x تعریف با ϕ تابع اینها از مهم تر و yi = A/xi درنتیجه و xiyi
می کند. تعین را x

ببینیم که است طبیعی پس .ϕ۴(x٠) = x٠ که می گوید ما به است ۴ مرتبۀ از تناوبی x٠ اینکه
انجام «متمتیکا» نرم افزار با را محاسبات اشتباه، مستعد و هستم تنبل که آنجایی از می شود. چه ϕ۴(x)

می کنم: استفاده متمتیکا از که است همیشه مثل جواب ها و دادم

ϕ(x) = ١− A

x

ϕ٢(x) = ١− A

١− A
x

ϕ٣(x) = ١− A

١− A
١−A

x

ϕ۴(x) = ١ A

١− A
١− A

١−A
x
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مورد، این در کند. باز و ساده ما مثل را عبارت ها که کنم مشخص متمتیکا برای که می کنم فراموش همیشه
بود این قصدم است. کرده پیچیده بی جهت را عبارت ها و کرده جانشانی فقط تغییری، هیچ بدون متمتیکا،
به همین منظور، ببینم. را کار انجام وچگونگی مراحل درعین حال، و کنم حل را ϕ۴(x) = x معادلۀ که
کرده کار من انتظار خلاف به نوعی وقت هر هم آن که سپردم؛ متمتیکا برنامۀ به را مذکور عبارت ساده کردن

است. نداده من به مفیدی اطلاعات کار نتیجۀ درهرحال، است.
ساده درست کار، حین را عبارت ها اگر که است داده نشان من به چیزی متمتیکا که فهمیدم بعداً
که می رسیم مسلسلی کسر به داریم که بفهمیم تا نمی خواهد زیادی هوش نمی شدم. آن متوجه من می کرد
مسلسل کسر این حد اگر به علاوه، چگونه اند. ϕ بارست های که است معلوم .۴ نه است، یک آن دورۀ
بیشتر، جزئیات با است. ϕ ثابت نقطۀ یک z پس ،z = ١ − A/z داشت خواهیم به وضوح باشد، z

می کنیم. بیان زیر لم در را فوق مطالب

باشد. ثابت نقطۀ باید نقطه آن آنگاه باشد، همگرا تناوبی نقطۀ یک بارست های همۀ دنبالۀ اگر .٨ لم

اگر پس همگراست، ϕn(x) می دانیم باشد. p مرتبۀ از ϕ تابع تناوبی نقطۀ x٠ فرض اثبات.
با ثابت دنباله ای ،ϕnp(x٠) زیردنبالۀ اما .ϕ(ξ) = ξ داشت خواهیم ، limn→∞ ϕn(x٠) = ξ

□ است. ϕ ثابت نقطۀ x٠ و ξ = x٠ پس است، x٠ اعضای
تناوبی نقطۀ ،x اگر چون رسیده ایم. جواب به ما معمول، محاسبات بعضی از صرف نظر با این حساب،
هم نهشت اند مستطیل چهار هر بنابراین است. ϕ ثابت نقطۀ x و ،z = x آنگاه باشد، ϕ برای ۴ مرتبۀ از

است. مربع هاشورخورده قسمت بنابراین و دارد، π/٢ زاویۀ با مرکزی تقارن شکل کل درنتیجه، و
کسر این بود، ١ عدد مسلسل کسر در A جای به اگر باشیم. دقیق تر کمی همگرایی دربارۀ است لازم
ویژگی های از مطلب این همگراست. صورت همین به اکنون اما نباشد. همگرا بود ممکن و نمی شد منظم

می آید. دست به به راحتی است، شده داده نمایش ٣ شکل در که ، ϕ دینامیکی سیستم سادۀ
هستند: x٢ − x+A = ٠ دوم درجۀ معادلۀ جواب های ϕ ثابت نقاط

λ =
١√−١− ۴A

٢ , µ =
١ +√١− ۴A

٢
نامساوی های حقیقی اند. فوق جواب های بنابراین ، A < ١/۴ یا ۴A < ١ گفتیم که بیاورید خاطر به

می آیند: دست به به راحتی، زیر،
٠ < A < λM <

√
A < µ < ١.
بود. خواهد ٣ شکل شبیه [٠, ١] روی ϕ نمودار
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ϕ نمودار ثابت نقاط نمایش .٣ شکل

به هم جای به می توان را R٠ مستطیل y٠ و x٠ اضلاع دارد: وجود هندسی تقارن یک مسئله این در
خیلی استفادۀ آن از ما اما می شود. A/xنگاشته به x کار این با چون که است، غیرخطی تقارن این برد. کار
بزرگ تر ضلع را x٠ یعنی، x٠؛ >

√
A می کنیم فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون می کنیم: معمولی

آن گاه √A < x < µ اگر به علاوه، می دارد. نگه پایدار را خاصیت این ϕ نگاشت می گیریم. مستطیل
معلوم شکل روی از (این ها .µ < ϕ(x) < x آنگاه µ < x < ١ اگر همچنین، و ،x < ϕ(x) < µ

x ∈ (
√
A, ١) هر ازای به ϕn(x) دنباله، یکنوایی به توجه با بررسی اند.) قابل معمول محاسباتی با و

٨ لم با حال، باشد. µ باید مقدار این پس است ϕ ثابت نقطۀ یک دنباله، حد که آنجایی از همگراست.
می رسد. اتمام به کار

دیگری نکات اثبات، روش این با ندارد. نقشی هیچ x+ y = ١ رابطۀ روش این در که کنید توجه
شرط و کنیم شروع آغازی مستطیل به عنوان مستطیل ها از یکی با کنید فرض آورده ایم. دست به هم
کنیم. ایجاد جدیدی مستطیل های وسطی، مربع دور به آن چرخش با بعد، و بگیریم نظر در را x٠ >

√
A

، ١ مرتبۀ از درواقع ، ۴ مرتبۀ از تناوب با مستطیل یک به ندارد، ۴ مرتبۀ از تناوبی نقطۀ دنباله این اگرچه
می شود. همگرا

کورانت-رابینز قطار
آن و است پیچیده  آن ها بحث موضوع باشد. فوقِ فوقِ پخت وپز شاید حتی و فوقِ پخت وپز یکی این
کلی قضاوت یک مبتنی بر امر این ولی کرد، مرتفع آن را ناپختگی می توان نیست. واضح ناپخته جملۀ

نمی افتد. اتفاق هم مشابه خیلی مسائل در چیزی چنین و است شانسی بیشتر بلکه نیست
سعی وقت هر می گشاید. مهم و کلی موضوع یک برای را راه که می کنم ذکر دلیل این به را مورد این
یک با که می نویسد برایم گله گزاری با می شود پیدا نفر یک کجاست، مسئله این اشتباه بدهم توضیح کردم
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ضمن ،١٩٧۶ سال در [۴] پاستن این را (و است درست بله، است. برقرار مسئله حکم بیشتر، بررسی ذره
رابینز و کورانت که چیزی برعکس که، اینجاست اصلی نکتۀ اما است)، شده متذکر اشکال، این به اشاره
آن ها که بگویم باید بگذارم، مته به خشخاش بخواهم اگر دارد. نیاز بیشتری کار به مسئله این می گویند،
تصور چطور نیست معلوم کلا بنابراین، و نکرده اند بیان دارند نیاز استدلالشان در که را دقیقی مفروضات

است. درست استدلالشان که می کردند
می کنند: بیان این گونه را مسئله [١] رابینر و کورانت

Bمی رود. ایستگاه طرف به مستقیمی مسیر Aروی ایستگاه از قطاری کنید فرض
این بر فرض ولی . . . باشد یکنواخت شتاب یا سرعت نیست لازم حرکت این در
انتها یک از میله ای . . . کفِ روی است؛ معلوم قبل از قطار دقیق حرکت که است
وقتی تا برود عقب و جلو به اصطکاک بدون می تواند که گونه ای به است شده لولا
آن از می کنیم فرض یابد، تماس کف با میله اگر کند. پیدا تماس واگن کف با که
ممکن آیا نکند. جهش میله که است این فرض این لازمۀ می ماند؛ کف روی پس
و کنیم رها قطار حرکت شروع لحظۀ در را آن اگر که داد قرار طوری را میله است
مسیر تمام طی در کند، حرکت قطار حرکت و گرانش تأثیر تحت فقط که بگذاریم

نیفتد؟ کف روی B تا A
است: حرکت پیوستگی هم آن دلیل و مثبت می دهند، ما به که جوابی

سادۀ فرض فقط نیست. نیازی دینامیک قانون های دربارۀ مبسوط اطلاعات به
به پیوسته به طور میله حرکت شود: گرفته مسلم باید دارد فیزیکی ماهیت که زیر

دارد. بستگی اولیه اش موقعیت
حذف را چرخ ها و اضافه را متغیرها فقط آورده اند رابینز و کورانت که است تصویری همان ۴ شکل
باشد (π همین طور (یا صفر میله اولیۀ زاویۀ اگر که بگوییم باید مسئله این اثبات توضیح در کرده ایم.
تصویر، پس می شود، نگاشته [٠, π] بازۀ به پیوسته به طور [٠, π] بازۀ بنابراین می ماند. همانجا میله
این می گیریم مثال این از که مهمی درس درواقع، می شود. شامل را π تا ٠ بین ممکن زاویه های همۀ
مخدوش می گیریم، مفروض «شهوداً» که را، پیوستگی خواص است ممکن مسئله مرزی شرط های است
مدل های در اما نمی افتد. اتفاق مسئله این مدل ساده ترین برای امر این است معلوم همان طور که کنند.
که ساده «فرض بی تکلّفِ اشارۀ افتاد. خواهد اتفاق مشابه، خیلی مسئله های و واقعی تر، و پیچیده تر کمی
و است بی ضرر مذکور، فرض که می دهد سوق فکر این به را خواننده راحت خیلی دارد» فیزیکی ماهیت

نیست. این گونه اما ببرد؛ کار به مشابهی مسئلۀ هر در آن را می تواند
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کورانت-رابینز قطار .۴ شکل

میله» «حرکت می گویند اینکه از منظورشان است؟ موجه چقدر پیوستگی فرض این بااین حساب،
(پیوستگی مسیر تمام دارد: معنی سه دست کم گفته این چیست؟ است، اولیه اش موقعیت از پیوسته تابعی
و جذب، مرزی شرط های اعمال از قبل ثابت زمانی مدت گذشت از بعد موقعیتش تابعی)، فضای یک در
می توانند این ها، از هریک جذب. مرزی شرط های اعمال از بعد ثابت زمانی مدت گذشت از بعد موقعیتش

باشند. داشته متفاوتی پیوستگی خاصیت های
پیوستگی خاصیت نمی آید؛ پیش بزرگی مشکل بچرخد، دایره در زاویه ای هر با آزادانه بتواند میله اگر
تکینگی، نقاط است. برقرار زمانی، فاصلۀ کل در خوش رفتار جواب های با عادی دیفرانسیل معادلۀ هر برای
است، کرده اشاره [۴] پاستن همان طور که اما، نمی افتند. اتفاق حالت این در ولی می کنند بدوضع را مسئله
خیلی در می بینیم، بعداً همان طور که درواقع، مشکل سازترند. π و ٠ زاویه های در جذب» مرزی «شرط های

می کنند. مخدوش را پیوستگی فرض مرزی، شرط  های معمولی، دیفرانسیل معادله های از
یا و داده اند اشتباه جواب رابینر و کورانت که دلیل این به نه است؛ «ناپخته» قطار، مسئلۀ بنابراین
در مسئله، فیزیکی درک به استناد با تلاشی، هیچ که دلیل این به بلکه آورده  اند. نادرست دلیل اینکه حتی
همچنین و عادی دیفرانسیل معادله های که نکنید فراموش هرگز نمی کنند. می آورند که دلیلی بررسی جهت
بسیار جواب ها پیوستگی خواص روی شرط ها این است ممکن و دارند مرزی شرط های جزئی مشق های با

باشند. تأثیرگذار
که تعیین شده پیش از سرعت با بادی وزش فرض با ،مثلا را، مسئله رابینز، و کورانت که کنید فرض
(ادامۀ نباشد صاف قطار کف که می کردند فرض یا بودند. داده تغییر است، وابسته زمان به پیوسته به طور
است. معلوم آن ها ترسیمی تصویر از هرچند نکرده اند، تصریح را مورد این اتفاقاً، که، ببینید)، را مطلب
کاملا فرض این این بار اما می کردند، اتخاذ را فیزیکی» ماهیت با «فرض همان خوانندگان بیشتر احتمالا
کورانت- استدلال مصون  ماندن برای می تواند که راهی تنها که می کند اشاره پاستن بود. خواهد نادرست
فنر حذف مسیر، مسطح بودن کاملا ،مثلا است، مسئله به سفت وسخت تر شرایط کردن وارد کند پیدا رابینز
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پیش پاافتاده کاری این کارساز ند. شرط ها این چرا که داد توضیح باید با این حال، .. . . قطار، چرخ های از
است. مسئله فیزیکی ملاحظات مبتنی بر ساده خاصیتی که گفت نمی توان و نیست

یک روی ،  t ∈ R زمان به وابسته هموار، برداری میدان یک دارد. را بیشتر بررسی ارزش مسئله این
تمام برای دایره روی ψt مانند ١ هموارریختی یک ψ متناظر جریان دراین صورت، بگیرید. نظر در را دایره
طرف به A ایستگاه از رفتن زمان است. هموار ،t هر ازای به ،t زمان در شار پس می کند. معین tها
از مربوط نگاشت ،θ موقعیت در میله برای بنابراین، می شود. معین قطار، F ی (t) موقعیت تابع با ،B

است. هموار هموارریختی یک نهایی حالت تا آغازی حالت
شکلی هموار، معمولی دیفرانسیل معادلۀ یک برای که باشد، ۵ شکل به شبیه جریان کنید فرض حالا
بعد آغازی، شرط های همۀ که درمی یابیم کنیم، اعمال را جذب مرزی شرط های اگر است. طبیعی کاملا
می کند. برخورد قطار کف با میله یعنی، می رسند؛ θ = ٠, π حالت دو به محدودی، زمان گذشت از
امر این کلی حالت در بگویم اطمینان با که هستم این دنبال بیشتر من، کردم، اشاره هم قبلا همان طورکه

می کنند؟ مخدوش را پیوستگی جذب، مرزی شرط های چرا .۵ شکل

کند. تضمین آن را ندادن رخ که کنم وضع شرط هایی اینکه نه و می دهد رخ عادی دیفرانسیل معادله های در
دلیل بدهید اجازه نباشد. بدیهی هیچ وجه به دیگر پیوستگی، فرض که می شود باعث موضوع همین خود

شود. روشن است صحیح کورانت-رابینز پیوستگی فرض آن تحت که شرایطی همچنین تا بگویم آن را
نقطۀ با قطار خود کنم. ارائه بحث مورد قطار برای می توانم که است ممکن مدل ساده ترین ۴ شکل
θ زاویۀ با میله است. مبدأ به نسبت آن موقعیت x و می کند حرکت افقی خط روی که شده داده نشان A
ثابت های حذف برای است. شده متمرکز میله انتهای در m آن جرم می کنیم فرض و گرفته قرار زمین از
جاذبه شتاب و ،m = ١ آن جرم ،١ میله طول که می کنیم انتخاب طوری را اندازه گیری واحدهای مختلف،

باشد. g = ١ نیز
١diffeomorphism
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مشکلات از پرهیز برای که باشد F (t) معلوم پیش از تابع t زمان در قطار موقعیت کنید فرض
و متحرک مرجع چارچوب یک به نسبت را مختصات می گیریم. نظر در C٢ ردۀ از آن را غیرتحلیلی، توابع
و، می شود، کار وارد −F̈ (t) نام به فرضی» «نیروی یک کار این با بگیرید. نظر در A نقطۀ به چسبیده

معمولی دیفرانسیل معادلۀ در θ زاویه ای موقعیت هستیم. روبه رو ساده آونگ یک با آن سوای حالا،

θ̈ = F̈ (t) sin θ − cos θ

می بریم کار به را θ̇ = ٠ (شرط می کند. صدق t = ٠ زمان در θ̇ = ٠ و θ = θ٠ آغازی شرط های با
فرض جذب، مرزی شرط های نیست.) مهمی شرط کنیم»؛ «رها را میله می گویند رابینز و کورانت چون
و باشد θ = ٠ مرز بر مماس مسیر، باشد که موجود چنان θ٠ زاویۀ اگر می کنند مخدوش را پیوستگی
ترتیبی بتوانیم داریم انتظار حالا . ۶(b) شکل مانند ، θ ≥ ٠ باشیم داشته موضعاً، مسیر، روی درعین حال،
شکل های مانند شود، دور آن از کلا یا کند قطع اُریب به طور را مرز θ٠ به شدن نزدیک با F (t) که بدهیم
باشیم داشته موضعاً اگر می شود ایجاد ، θ = π یعنی دیگر، مرزی شرط در مشابه مشکل . ۶(a, c)
می آید. پیش θ ≤ π باشیم داشته موضعاً وقتی θ = π یعنی، دیگر، مرز در مشابهی مشکلات .θ ≤ π

θ(٠) = از عبارت اند به ترتیب، آغازی، شرط های مسیر. چهار نمایش .۶ شکل
٠٫ ٢, ١٫ ٠۶۶۴, ١٫ ١, ١٫ ٣
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θ(٠) = از عبارت اند به ترتیب، آغازی، شرط های مسیر. چهار نمایش .٧ شکل
٠٫ ٩, ٠٫ ٩۴٣٩٧۴, ١, ١٫ ١

معادلۀ از ، θ = ٠ که وقتی  اما .θ̇ = ٠ و θ = ٠ که می شود نتیجه صفر مرزِ در بودن مماس شرط از
داریم هم π مرز در به طور مشابه، .θ ≤ ٠ داریم موضعاً بنابراین و ،θ̈ = −١ که می شود نتیجه حرکت

شود. ایجاد نمی تواند «خراشان» مسیر از مشکل سازی نوع پس .θ̈ = ١
پیوسته تابعی نهایی موقعیت اینکه اثبات برقرارند، جذب مرزی شرط های که هم وضع این با حتی
ناپیوستگی برای هم دیگری منبع های است ممکن نیست. پیش پاافتاده ای تمرین است آغازی موقعیت از
که کرده اند درستی کار دقیقاً رابینز و کورانت اصولا پس نداریم. آن ها از خبر هیچ که باشد داشته وجود
نقض پیوستگی بدهیم، مسئله در بی ضرری به ظاهر تغییرات ما اگر اما کرده اند. تصریح را پیوستگی فرض

می شود.
اکثراً بازهم اما دهیم. قرار ٣π/۴ و π/۴ در را مرزها که است این تغییراتی چنین ساده ترین از یکی
داشت خواهیم بگیریم، نظر در را F (t) = t۴/١٢ تابع اگر ولی، می گیرند. نظر در را پیوستگی فرض
آغازی شرط های با خراشان مسیری عددی محاسبات طریق از و نکردیم، هوا آپولو البته که ،F̈ (t) = t٢ 
محاسبات شود. نقض پیوستگی فرض است ممکن بنابراین کرد. پیدا می توان θ٠ = ١/٠۶۶۴ به نزدیک
ایستاده حالت در میله آن در که میانی موقعیت هیچ درنتیجه، می شود. این گونه که می دهد نشان بیشتر

.(۶ (شکل ندارد وجود بماند



استیوارت یان استیوارت١٣٨ یان استیوارت١٣٨ یان ١٣٨

یک برای عددی شواهد مجدداً می دهیم. قرار ۴٩π/۵٠ و π/۵٠ در را مرزها بعدی، آزمایش در
در میله ثانیه ۶ از به  غیر آن در که ندارد وجود میانی موقعیت درنتیجه و می آوریم، دست به خراشان مسیر

.(٧ (شکل بماند باقی ایستاده حالت
در میله اگر افقی، و مسطح کاملا مسیر یک در دارد. مطابقت ما فیزیکی شهود با نتایج این البته
اما کند. جدا زمین از آن را نمی تواند شتابی هیچ باشد π یا ٠ زاویۀ با قطار کف روی خوابیده شروع، لحظۀ
علت همین به دقیقاً کند. بلند آن را می تواند مناسب شتاب یک باشد، افق سطح از بالاتر کمی میله اگر
رابینز و کورانت که است همان باشد، داشته را پیوستگی فرض می تواند که مرزی ای شرط های تنها که است

می شود. اثبات زیر قضیۀ ساده محاسبۀ چند با گرفته اند. نظر در

.F̈ (t) = t٢ کنید فرض همچنین باشند. π − α و α در مرز و ٠ < α < π کنید فرض .٩ قضیه
می کند. برخورد کف به T (α) متناهی زمان از پس میله در این صورت

معمولی دیفرانسیل معادلۀ دراین صورت باشد. زاویه ای سرعت v(t) = θ̇(t) کنید فرض اثبات.
می شود تبدیل زیر دستگاه به گفته شده

θ̇(t) = v(t), v̇(t) = t٢ sin θ(t)− cos θ(t).

آنگاه ، t > ٢ اگر
v̇(t) ≥ (٢٢ − ١) sinα = ٣ sinα

به شرطی که v(٢ + t) ≥ ١ بنابراین

V + ٣t sinα ≥ ١

باید پس . V = min {v(٢) : θ(٠) ∈ [α, π − α], v(٠) = ٠} آن در که

t ≥ ١− V
٣ sinα

مرزی مقدار به میله پس ، θ(t − π − ٢α) ≥ π − α آنگاه θ̇(t) ≥ ١ اگر اکنون، بگیریم. درنظر را
زمان گذشت از پس حداکثر میله بنابراین می رسد.

T (α) = π − ٢α+ ٢ +
١− V
٣ sinα

می رسد. مرزی مقدار به
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v̇(t) ≥ − cosα اما شود.) −∞ است ممکن (چون است. متناهی V کنیم ثابت باید فقط
می توان پس . V ≥ −٢ cosα بنابراین .v(٢) ≥ −٢ cosα و v(t) ≥ −t cosα پس

نوشت
T (α) = π − ٢α+ ٢ +

١ + ٢ cosα
٣ sinα

B = T ۴(α)/١٢ Aو = ٠ در را ایستگاه ها می توان گرفتیم، نظر در Fرا (t) = t٢/١٢ ما که آنجایی از
□ .T (α)→∞ داریم α→ ٠ وقتی که باشید داشته توجه داد. قرار
تضمین برای می توان که فیزیکی فرض تنها معمول، قوانین گرفتن نظر در «با می گوید: [۴] پاستن
کاملا و بدهد نشان واکنش دقیق بسیار قطار حرکت به نسبت لولا که است این گرفت نظر در میله نیفتادن
«کورانت می افزاید: او کند.)» جهش نباید هم قطار بلکه باشد، مسطح مسیر فقط نه (یعنی، باشد افقی هم
است کرده پیشرفت مدت، این در دینامیکی، سیستم های نظریۀ فقط نکرده اند، ابلهانه ای اشتباه رابینز و

است.» ابلهانه شود مرتکب را اشتباه این کسی اگر امروز . . .
چنبره شکل بطری یک با ریختن آب

که [۵] سارکاریا تأمل بر انگیز مقالۀ برای می شود را همین ها به شبیه مطالبی آیا که می پرسم خودم از
به که مواد، حرکت پیوستگی فرض دربارۀ مقاله آن در گفت؟ شد چاپ اینتلیجنسر مجلۀ در ٢٠٠١ سال در
پیوسته را حرکت هم و ماده هم نمی توان که می گیرد نتیجه و می کند بحث می گردد، باز آناکساگوراس١ زمان
طی سطل، یک در است آب از پر ماشین تایر تویی لاستیک «یک تخلیۀ می آورد که مثالی گرفت. نظر در
یک ایجاد برای را تایر در هوموتوپیکی نابدیهی طوقۀ یک که است صورت این به اثباتش محدود». زمان
بطری تخلیۀ راه سر مانعی π١ بنیادی گروه درنتیجه، می اندازد. جریان به سطل در هوموتوپیکی  بدیهی طوقۀ
کنند اشغال را یکسانی محل که باشند داشته اجازه سیالی متمایز ذرات اگر که می کند اشاره سارکاریا است.
این ذرات می کند بیان که سیالات، مکانیک در پذیرفته شده فرض شد. خواهد ایجاد مشابهی مشکل هم باز

حفظ کند. توپولوژیکی لحاظ از را خود نوع سیال، تودۀ هر شارش که می کند ایجاب ندارند، را رفتار
فضای اسم به دیگری توپولوژیک ناوردای از استفاده با هم را ساختگی، ولی زیبا، مسئلۀ این می توان
می آید: پیش ناجور، ولی معمولی، خیلی وضعیت یک دراین صورت پخت. نو از ،π٠ همبند، مؤلفه های
تعداد یا دو در را ساده شکلی با نوشابه بطری نتوان که می شود باعث پیوستگی فرض به دوباره تأسی
پیوسته ای نگاشت هیچ و می دهد تشکیل همبندی مولفۀ یک نوشابه آغاز، در کرد. خالی لیوان بیشتری

دهد. افزایش را مؤلفه ها تعداد نمی تواند
به مسلماً جواب است؟ موجه جریان، پیوستگی فرض آیا پرسید: باید دیگر بار یک با این همه،
تایرها مربوط. جزئی مشتق های با دیفرانسیل معادله های خود به فقط نه و دارد ربط مرزی شرط های
١Anaxagoras
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هم شاید یا می توانند، باشند، معقول فیزیکی لحاظ از که مرزی ای شرط های و دارند مرزهایی بطری ها و
مرز با مماس، به طور احتمالا مناسبی، طرز به سیال سطح که مادامی شوند سیال «انفصال» باعث باید،
به طور می تواند سیال شرط، این وجود با اما می بود، پیوسته شارش مرزی، شرط این بدون می یابد. تماس

شود. منشعب ناپیوسته
مسئله، این مختلف حالت های بررسی و تحلیل به که ندارم ناویه-استوکس١ معادلات از کافی سررشتۀ
در لحاظ شده فیزیکی مفروضات به آن جواب که می کنم تصور اما بپردازم؛ می شود، مربوط فن اهل به که

دارد. ربط مرزی شرط های و معادله آن
پایانی سخن

ندارم. آن در پیشگامی یا و اصالت ادعای و دارد گردآوری حالت نوشته این گفتم، ابتدا در همان طور که
این خواندن با که ندارم شک و می شوند، کشف بارها قضیه ها اثبات از مختلفی صورت های زمان، طی در
جبردان های را سوم درجۀ معادله های حل روش این که گفت خواهند من به ریاضی تاریخ متخصصان مقاله،
کشید خواهند کناری به را من اعداد نظریۀ متخصصان هم همین طور می دانستند، ١۵٧٣ سال در پرتغالی
پیدا معتقدم با این حال، بود. بلد ١٩۵٠ دهۀ سال های در سر٢ را مقاله این نکته های همۀ که کنند گوشزد تا
تبدیل کلاسیک اثبات های از بعضی است. سودمند کاری کلاسیک قضیه های برای دیگر اثبات های کردن
واضح تر و ساده تر بسیار را آن ها می توان که دارند قلمبه سلمبه چیزهای هم دیگر بعضی و شده اند کلیشه به
داشته را ارزشش شاید ببینم. را کلاسیک اثبات های پختِ از دیگری مثال های دارم دوست خیلی کرد. بیان

بیندازیم. راه ریاضی پخت وپز برای وبگاه یک که باشد
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