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و کروی، اقلیدسی، هندسه های در فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه صورتی
هذلولوی∗

فوت ال. رابرت
نامجو مهران و امینیان مهران ترجمۀ

S٢ واحد کرۀ روی مثلث این اگر بگیرید. نظر در را z وتر و y و x اضلاع با قائم الزاویه مثلث یک
می کند صدق به ترتیب، زیر، رابطه های در اضلاعش باشد، -١ ثابت خمیدگی H٢با هذلولوی صفحۀ در یا

cos z = cosx cos y یا cosh z = coshx cosh y. (١)

کمترند.) دایره محیط نصف از اضلاعش یعنی است، سره کره، روی بحث مورد مثلث که می گیریم (فرض
اقلیدسی هندسۀ در ،z٢ = x٢+y٢ آشنای رابطۀ به ربطی هیچ فیثاغورس قضیۀ برای رابطه ها این ظاهراً
(١) رابطۀ راست سمت در چرا هستند؟ کجا مساحت هایشان و منتظم) (چهارضلعی های مربع ها ندارند:

چی؟ یعنی طول کسینوس و جمع؟ نه و داریم ضرب
روابطی و داده اند بسط توانی سری های برحسب را (١) رابطۀ در موجود تابع های ([۶] ،مثلا) بعضی ها
عبارت های و حذف ثابت، عبارت های که ترتیب این به آورده اند. به دست فیثاغورس آشنای رابطۀ مشابه
این نظرم به می دهد. دست به را اقلیدسی رابطۀ همان دوم مرتبۀ عبارت های و می شوند صفر اول، مرتبۀ
شبیه بیشتر ندارند، کافی آشنایی توانی سری های با هنوز که دانشجویانی برای و نیست متقاعدکننده روشی
در و S٢ واحد کرۀ روی کوچک خیلی اضلاع با مثلث ها برای که است درست می آید. به نظر حقه یک
برای اما است، درست تقریباً اقلیدسی فرمول که می دهد نشان توانی سری های روش ،H٢ هذلولوی صفحۀ
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فوت ال. رابرت فوت١۴٢ ال. رابرت فوت١۴٢ ال. رابرت ١۴٢

دیگری هندسی دیدِ هیچ گونه و نیست روشن وجه هیچ به توانی سری های تعبیر بزرگ اضلاع با مثلث ها
کرد. تعبیر را بالاتر مرتبه های از حذف شده جمله های نمی توان و نمی شود حاصل

،S٢ ،R٢ هندسۀ سه هر در فیثاغورس قضیۀ برای مشترک فرمولی که است زیر قضیۀ اثبات ما هدف
می دهیم. نمایش M با را H٢ و ،S٢ ،R٢ فضاهای می دهد. دست به H٢ و

در z وتر و y و x اضلاع با M در قائم الزاویه مثلث هر فیثاغورس). قضیۀ یکپارچۀ (صورت ١ قضیه
رابطۀ

A(z) = A(x) +A(y)− K

٢πA(x)A(y) (٢)

است. ثابت عددی K و r شعاع به دایره مساحت A(r) آن در که می کند صدق

می شود، بیان نَتاری١ هندسۀ در برهانش و قضیه این می شویم. متذکر را مطالبی برهان، شروع از قبل
می کنیم توجه هندسه ها این تفاوت های به بیشتر ما است. مشترک H٢ و ،S٢ ،R٢ بین که هندسه ای
لازم ما اثبات برای مطلب این و هستند طول پایی آن ها همۀ در دوران ها مثلا دارند. زیادی اشتراکات ولی

است.
در مطلب این بررسی گرچه همچنین، است. M گاوسی خمیدگی همان K ثابت که می شود معلوم
دید. خواهیم را M در دایره ها هندسۀ روی آن علامت تأثیر و K قضیه، اثبات در نیست، ما نظر مد اینجا
هر می تواند K ،H٢ در .K = ٠ ،R٢ در و است کره شعاع R آن در که K = ١/R٢ داریم S٢ در
(برای می شود. Kتعریف = −١/R٢ رابطۀ با می شود نامیده شبه شعاع اغلب Rکه و باشد منفی مقدار

کنید.) مطالعه را [١۵ ،١۴] آن جزئیات برای و [١١] گاوسی، خمیدگی از غیرفنی شرحی
عجیبِ کمی عبارت باشد. داشته (١) به نسبت هندسی تری جلوۀ خواننده برای (٢) رابطۀ امیدوارم
داشته توجه کرد. خواهیم تعبیر چیزی مساحت به صورت ١ قضیۀ اثبات از بعد هم ٢π/KA(x)A(y)را
روی مربع های جای به دایره ها گرچه می شود، اقلیدسی حالت همان (٢) رابطۀ ،K = ٠ وقتی که باشید
است اقلیدسی شکل به تقریباً (٢) رابطۀ هستند، کوچک y و x Kو ̸= ٠ وقتی می نشینند. مثلث اضلاع
با می توانند مربع ها R٢ در البته، است. کوچک دیگر جملات با مقایسه A(x)A(y)در حاصل ضرب زیرا
است. خطی شان ابعاد مجذور با متناسب متشابه شکل های مساحتِ چون شوند، عوض دیگری شکل هر
قضیۀ از صورتی یافتن که می رسد نظر به نمی دهد. نتیجه را هم نهشتی تشابه، H٢ و S٢ در درحالی که،
[٨] (در است. نشده حل مسئله ای باشند دایره از غیر اضلاع روی شکل های که H٢ و S٢ در فیثاغورس

برده اند.) کار به مشابهی قضیۀ «یکپارچه سازی» برای را نیم مستطیل ها [٢٠٨ ص. ،٩] و
١neutral



١۴٣ فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۴٣صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۴٣صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه صورتی

است گرفته انجام هندسه سه هر برای یکپارچه فرمول های یافتن برای کارهایی هم بویوئی١ زمان از
صفحۀ به ویژه ،[٢] بیشتر جزئیات (برای است یافته سینوس ها قانون برای یکپارچه ای فرمول او خود و
گرفت. خواهیم نتیجه را (١) رابطه از یکپارچه ای صورت ،١ قضیۀ اثبات از بعد ببینید). را ١١۴ و ١٠٢
برای فرمول هایی و دیفرانسیل هندسۀ به مربوط نتیجه چند از عبارت اند مذکور قضیۀ از دیگر نتیجه های
از یکپارچه به صورتی (٢) رابطۀ چگونه داد خواهیم نشان درپایان و دایره ها. خمیدگی و مساحت، محیط،

می یابد. تعمیم کسینوس ها قانون
ص. ،٣] می دانست ١٨٠٠ سدۀ اول سال های در کروی مثلثات طالب هر را (١) رابطۀ فرمولِ اولین
سال های در هذلولوی هندسۀ دربارۀ آثارش در را (١) رابطۀ دوم فرمول از صورتی لباچفسکی٢ .[١۶۴
.[١٧۴ ص. ،٣] است نکرده بیان هذلولوی کسینوس برحسب آن را گرچه است، کرده اثبات ١٨٣٠-١٨٢٠
در آن نشاندن  به ،S٢ برای مثلا و است ذاتی است، شده گفته [١۴ ،٩] در که معنایی به ما، اثبات
رابطۀ برای غیرذاتی اثبات های دیدن برای نمی کنیم. استفاده مدلی هیچ از H٢ برای و نمی کنیم اتکا R٣

مدل های از استفاده با رابطه آن دوم فرمول برای و [٨۶ و ۵٠ صفحۀ ،١٧] برداری جبر از استفاده با (١)
ببینید. را [١٣ ،۶] R٢ و H٢

R٢ برای اثبات
شروع دورانی، «دوچرخۀ» اثبات به معروف ،R٢ در فیثاغورس قضیۀ برای زیر اثبات از ما کار
حول را مثلث اینک است، شده داده Z رأس در قائمه زاویه با XY Z مثلث کنید فرض .[١٢] می شود
πz٢ مساحت های به سطحی به ترتیب XZ و XY اضلاع .(١ (شکل دهید دوران X مرکز با دایره یک
مانند می توان را خط پاره این می کند. ایجاد را دایره ها میان طوق ،Y Z سوم، ضلع می روبد. را πy٢ و
است. گرفته قرار Z در عقب چرخ و Y در آن جلوی چرخ که گرفت نظر در x طول با متحرک دوچرخه ای

X

Y

Z

x

y

z

فیثاغورس قضیۀ برای دوران بر مبتنی اثباتِ .١ شکل
١Bolyai ٢Lobachevski



فوت ال. رابرت فوت١۴۴ ال. رابرت فوت١۴۴ ال. رابرت ١۴۴

محور دو بین فاصلۀ ℓ که است، ،ℓ ثابت طول با متحرک خطی پاره دوچرخه، برای ساده مدل یک
که می کند حرکت به طریقی دوچرخه) (بدنۀ پاره خط است. زمین) با چرخ ها تماس نقاط بین (فاصله چرخ
ds کوچکِ بی نهایت حرکت ببینید). را ٣ و ٢ (شکل های است R عقب چرخ مسیر بر مماس همواره
داده نشان ٢ شکل در گردش، زاویۀ یا جهت تغییر مقدار ،dθ و عقب، چرخ دورانی فاصلۀ دوچرخه، در
نیازی آن به ما ولی ،ds < ٠ این حالت در که کند حرکت به عقب است ممکن عقب (چرخ شده اند.

نداریم.)

ds
d dA

R

R

F

F

دوچرخه کوچک بی نهایت حرکت .٢ شکل

از خطی ترکیبی مساحت این بروبد. را dA مساحت به سطح ٢ شکل در دوچرخه بدنۀ کنید فرض
دراصل، .dA = mds+ ndθ یعنی است، dθ و ds

dA =
ℓ٢
٢ dθ, (٣)

،(m = ٠ (پس نمی روبند را سطحی هیچ (dθ = ٠ و ds ̸= ٠ که (وقتی دوچرخه به جلوی رو حرکت زیرا
یک هر در n = πℓ٢/٢π = ℓ٢/٢ آهنگ با را سطح (dθ ̸= ٠ و ds = ٠) آن دورانی حرکت ولی

می روبد. رادیان چرخش
F

R

است. πℓ٢ برابر R٢ در طوق این مساحت .٣ شکل



١۴۵ فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۴۵صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۴۵صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه صورتی

جهت تغییر ∆θ = ٢π اندازۀ به (٣ (شکل کند طی را محدب طوقۀ یک دوچرخه عقب چرخ وقتی
از Y Z پاره خط برای را کار همین اگر می روبد. را (ℓ٢/٢)∆θ = πℓ٢ ِ سطح ،(٣) بر بنا و می دهد،
اضلاع می روبد. را πx٢ مقدار به سطح ضلع، این که می کنیم مشاهده دهیم انجام دوران حال در مثلث
قضیۀ همان که ،πz٢ = πx٢ + πy٢ یعنی، می روبند، XY ضلع اندازۀ به سطحی باهم Y Z و XZ

است. R٢ در فیثاغورس
دوچرخه یک مانند (چه ثابت طول با متحرک پاره خط دربارۀ ساده ملاحظات و ترسیمات این سابقۀ
تاریخچه آن در که می رسد ١٨٩۴ سال به [١٠] مقاله ای به آن نتایج و مربوط مساحت و نه) یا کند حرکت
مفاهیم ببینید.) را [۴] بیشتر مراجع و جزئیات (برای است. کرده بیان زمان آن تا را پهنه  سنج ها نظریۀ و
۴(آ) شکل هستند. ایده ها همین تعمیم و گسترش [١] مماسی٢ خوشه های و مماسی١ پهنه  های متأخر بسیار
قرار طرز که می کند تصویر کوچکی بی نهایت مثلث های مماسی پهنۀ به صورت را ١ شکل طوقِ مساحت
به صورت مثلث ها آن در که است متناظر مماسی خوشۀ ۴(ب) شکل و است. کرده ایجاد دوچرخه گرفتن
دو هستند. یکسانی مساحت دارای قرص و طوق که می دهد نشان و شده اند چیده x شعاع به قرصی
در که برمی آید چنین دو این از می دهد. نشان را کره یک روی مماسی خوشۀ و پهنه ۴ شکل  دیگر قسمت
نظر به چنین همچنین، نمی سازد. کامل قرصی مماسی، خوشۀ زیرا بیفتد، اتفاق دیگری چیز شاید اینجا
بعدی بخش دو در را اختلاف این بسازد. R٢ در کامل قرص یک است ممکن مماسی خوشۀ که می  رسد

می کنیم. برطرف

دایره روی چرخیدن
مساحت نشان دهندۀ به ترتیب، ،C(ρ) و A(ρ) گیریم بگیرید. نظر در M در ρ شعاع به دایره ای
که ،c(ρ) = C(ρ)/٢π و a(ρ) = A(ρ)/٢π کنید تعریف کار راحتی برای باشند. آن محیط و
.(۵ (شکل می گیریم نظر در رادیان برحسب و ρ شعاع به دایره ای قطاع محیط و مساحت آن ها را به ترتیب
نیاز قضیه کلی اثبات برای آن ها به شده اند. آورده آخر بخش (١٣) فرمولِ در C(ρ) و A(ρ) فرمول های

هستند. ما قضیۀ اثبات از نتایجی فرمول ها این دراصل، نداریم؛
مشابه کرد. دقت باید آن از استفاده در اما است، کارساز نیز H٢ و S٢ برای قبل بخش استدلال

به صورت ٢ شکل در dA مساحت برای (٣) رابطۀ

dA = a(ℓ)dθ (۴)

است. پیچیده تر dθ چرخش زاویۀ فرمول اما است،
١tangent sweep ٢tangent cluster



فوت ال. رابرت فوت١۴۶ ال. رابرت فوت١۴۶ ال. رابرت ١۴۶

x

(c)
(d)

(ب)

x

(b)

(آ)

(

(د) (ج)

S٢ و R٢ در مماسی خوشه های و پهنه   .۴ شکل

A a

s c

c(ρ) و a(ρ) تعریف .۵ شکل

R٢ در آن تعریف برای متداول روش یک دارد. ژئودزیک خمیدگی با نزدیکی ارتباط چرخش زاویۀ
ژئودزیک خمیدگی و (۶ (شکل کنیم تعریف ثابت جهت یک با مماس خط θ ی زاویۀ برابر آن را این است که
H٢کارساز یا S٢ برای تعریف این متأسفانه، است. خم قوس طول s آن در که ،κ = dθ/ds بگیریم را



١۴٧ فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۴٧صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۴٧صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه صورتی

2

κ = dθ
ds :R٢ در ژئودزیک خمیدگی .۶ شکل

در (نقطه دارد وجود ثابت جهت ،H٢ در همچنین ندارد. وجود ثابت جهت یک مفهوم S٢ در نیست.
از  این رو، می شود. وابسته رفته کار به به جهت dθ/ds در این صورت اما می کند)، مشخص آن را بی نهایت
خواص از بعضی دانستن ١ قضیۀ اثبات برای می کنیم. موکول دایره ها هندسۀ بخش به را آن ها  دقیق تعریف

است. کافی آن ها شهودی

r

R

F

R

F

ds

d

d

است. برقرار R٢ در فقط dθ = dφ دایره: روی دوچرخه سواری .٧ شکل

M در مستدیر قوس است. منحنی جهت به وابسته منحنی، یک ژئودزیک خمیدگی و چرخش زاویۀ
توجه .(٨ و ٧ (شکل های dφ > ٠ یعنی می کنیم، جهت دار مرکزش، به نسبت پادساعت گرد، به صورت را
مشخص آن جهت و شعاع آن ها از یکی کردن مشخص با و است مرکز دو دارای S٢ در دایره یک که کنید

می شود.
با برابر کل چرخش زاویۀ که داریم انتظار (٧ (شکل می کنیم دوچرخه سواری دایره یک روی وقتی
که تساوی ای باشد. برقرار خمیده سطح هر روی تساوی این ندارد لزومی اما باشد، ∆θ = ∫ dθ = ٢π
اقلیدسی هندسۀ ویژگی از باشد، برقرار ٧ شکل در dφ مرکزی زاویۀ و dθ چرخش زاویۀ بین داریم انتظار
روی احتمالا که می دهد نشان اول تصویر بگیرید. نظر در را ٨ شکل مطلب این شدن روشن برای است.



فوت ال. رابرت فوت١۴٨ ال. رابرت فوت١۴٨ ال. رابرت ١۴٨

F

R

dϕ

(ب)

d

F

R
dϕ

(آ)

dθ ≡ ٠ (ب) ،dθ < dφ (آ) :S٢ در دایره ها روی دوچرخه سواری .٨ شکل

مستقیم بنابراین (و می دهد نشان عظیمه دایرۀ روی را دوچرخه یک دوم تصویر .dθ < dφ داریم S٢

و dθ بین درست رابطۀ .dθ ≡ ٠ این حالت در و راست) به نه و دارد چپ به چرخش نه می کند، حرکت
هستند. ١ قضیۀ کلی اثبات از نتایجی و است شده آورده (٩) معادلۀ در به طور کامل و (۵) معادلۀ در dφ

ترکیب با چون هستند هم نهشت r یکسان شعاع و s یکسان طول با M روی مستدیر قوس دو هر
و κ(r) یکسان خمیدگی ثابتِ دارای درنتیجه، نگاشت. به دیگری را یکی می توان انتقال ها و دوران ها

داریم r شعاع با دایره برای هستند. ∆θ = κ(r)s یکسان چرخش زاویۀ
dθ = κ(r)ds = c(r)κ(r)dφ و ∆θ(r) = C(r)κ(r) = ٢πc(r)κ(r), (۵)

این است. دایره، حول کل، چرخش زاویۀ ∆θ(r) و شده اند داده نشان ٧ شکل در dφ و ،ds ،dθ آن در که
،dθ < dφ داریم انتظار S٢ روی می کنند. روشن را ۴(د) شکل در کروی مماسی خوشۀ حدی تا فرمول ها
مماسی خوشۀ توسط که می دهد نشان را قرص از کسری ∆θ(r)/٢π = c(r)κ(r) این حالت در که

است. شده گرفته

نتیجه یک و کلی حالت اثبات
حول ١ شکل مثلثِ وقتی کنیم. اثبات هم زمان، به طور هندسه، سه هر در را ١ قضیۀ می توانیم اکنون
(۴) معادله های از می روبند. را A(y) و A(z) سطوح به ترتیب، ،XZ XYو اضلاع می کند Xدوران

با است برابر Y Z توسط روبیده شده طوق مساحت (۵) و

∆A = a(x)∆θ(y) = A(x)
∆θ(y)

٢π = A(x)c(y)κ(y).



١۴٩ فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۴٩صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۴٩صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه صورتی

پس می روبد، XY ضلع توسط روبیده شده مساحت برابر سطحی با هم Y Z و XZ اضلاع

A(z) = A(y) +A(x)
∆θ(y)

٢π = A(y) +A(x)c(y)κ(y),

می آوریم بدهیم، دست دوران Y ل حول X جای به اگر است. فیثاغورس قضیۀ نامتقارن نوع یک که
A(z) = A(x) +A(y)c(x)κ(x).

می شود نتیجه ٢π بر این ها کردن تقسیم با
a(z) = a(y) + a(x)c(y)κ(y) و a(z) = a(x) + a(y)c(x)κ(x). (۶)

داشت خواهیم متغیرها، کردن جدا و یکدیگر با (۶) معادله های دادن قرار مساوی با اینک
١− c(x)κ(x)

a(x)
=

١− c(y)κ(y)
a(y)

.

به  طوری که دارد وجود K مانند ثابتی یعنی است، ثابت بالا کمیت بنابراین هستند، مستقل y و x چون
١− c(r)κ(r) = Ka(r), (٧)

است. دایره شعاع که r > ٠ هر برای
(۶) از دوم معادلۀ در را c(x)κ(x) عبارت و می بریم کار به r = x برای را (٧) معادلۀ اکنون،

می گیریم نتیجه و حذف
a(z) = a(x) + a(y)−Ka(x)a(y),

می رسد. انجام به برهان و حاصل (٢) رابطۀ و می کنیم ضرب اخیر تساوی طرفین در را ٢π حالا
دوم معادلۀ در a(y) و ، a(x) ،a(z) حذف یعنی دیگر، جهتی در ،(٧) معادلۀ از استفاده با همچنین

شد. خواهد نتیجه زیر فرمول ،(۶)

می کند صدق زیر رابطۀ در z وتر و y و x اضلاع با M در قائم الزاویه مثلث یک .١ نتیجه
c(z)κ(z) = c(x)κ(x)c(y)κ(y). (٨)

فرمول K = ١ انتخاب با اخیر رابطۀ بگیریم، مفروض را (١٣) در κ(r) و c(r) فرمول های اگر
،(Rدر٢) K = ٠ وقتی می شود. تبدیل (١) در دوم فرمول به K = −١ انتخاب با و (١) در اول
در این چون می آید، در ١ = ١ · ١ بی حاصل رابطۀ به صورت حالت این در اما است برقرار (٨) رابطۀ



فوت ال. رابرت فوت١۵٠ ال. رابرت فوت١۵٠ ال. رابرت ١۵٠

برای صرفاً فیثاغورس قضیۀ یکپارچۀ صورت (٨) رابطۀ بنابراین، .κ(r) = ١/r و c(r) = r  حالت
.([١١۴ ص. ،٢] کنید (رجوع است نااقلیدسی هندسه های

زیر صورت به (۵) عبارت های (٧) از استفاده با اینکه اول می آید: به دست نتیجه دو بالا اثبات از
درمی آیند

dθ = (١−Ka(r))dφ و ∆θ(r) = ٢π(١−Ka(r)). (٩)

که است دایره ای مساحت و است K به علامت وابسته ٨ و ٧ شکل های در dφ و dθ نسبت بنابراین،
به نسبت ۴ شکل مماسی خوشه های دربارۀ بیشتری توضیح مطلب این می شود. ایجاد عقب چرخ توسط
۴(ب))، (شکل می کند پر را قرص کاملا خوشه ،K = ٠ وقتی واقع، در می دهد. دست به (۵) رابطۀ
خودش با خوشه ،K < ٠ وقتی همچنین ۴(د)). (شکل نمی کند پر را قرص تمام خوشه K > ٠ وقتی

می شود. قرص از بیش و دارد تداخل
داریم قضیه اثبات از اینکه، دوم

A(z) = A(y) +A(x)
∆θ(y)

٢π = A(y) +A(x)− K

٢πA(x)A(y).

با دایره مساحت از ١ شکل در z شعاع با دایره مساحت چگونه که می دهد نشان بالا رابطۀ اولِ تساوی
K = ٠ ،K > ٠ اگر که می دهد نشان ∆θ(y)/٢π عامل می آید. حاصل طوق مساحت و y شعاع
نشان دوم تساوی است. A(x) از بیشتر یا برابر کمتر، به ترتیب، طوق، مساحت آنگاه ،K < ٠ یا
K > ٠ وقتی و طوق، و x شعاع به دایره مساحت میان اختلاف برابر KA(x)A(y)/٢π که می دهد
مقدار ،K < ٠ وقتی است. ۴(د) شکل در کامل قرص و مماسی خوشۀ میان شکاف مساحت با برابر

می کند. تداخل خودش با مماسی خوشۀ که است ناحیه ای مساحت برابر |K|A(x)A(y)/٢π

دایره ها هندسۀ
بخش در رابطه ها این از می کنیم. ثابت Mرا در دایره ها هندسۀ دربارۀ اساسی رابطۀ دو در این بخش
،κ(r) و ،C(r) ،A(r) برای فرمول هایی جمله از ،١ قضیۀ از دیگر نتیجه های آوردن دست به برای آخر
هستند اقلیدسی تقریباً H٢ و S٢ در کوچک ناحیه های اینکه از رابطه ها این دوی هر در می کنیم. استفاده
کوچک ناحیۀ یک به محصور موجود یک که است معنی این به امر این شهودی، لحاظ از می بریم. بهره

دهد. تشخیص دارد قرار آن روی که را سطحی نوع تجربی به طور نمی تواند

.A′(r) = C(r) آنگاه باشد، M در دایره ای شعاع r اگر .١ گزاره



١۵١ فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۵١صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۵١صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه صورتی

است زیر به صورت M در r شعاع به دایره ای کل چرخش زاویۀ و ژئودزیک خمیدگی .٢ گزاره

κ(r) =
C ′(r)

C(r)
=
c′(r)

c(r)
و ∆θ(r) = C ′(r)

r

r

r

2 n

∆A = C(r̃)∆r :١ گزارۀ برهان .٩ شکل

به مثبتِ صحیح عدد n آن در (که ٩ شکل در سایه دار ناحیۀ که ملاحظه کنید ،١ گزارۀ اثبات برای
بین r̃ آن در و است C(r̃)

n ∆r برابر مساحتش و است شکل مستطیلی تقریباً است)، بزرگ کافی اندازۀ
حاصل نتیجه و است ∆A = C(r̃)∆r برابر شکل آن در طوق مساحت بنابراین، است. r+∆r و r

می شود.
داریم. نیاز چرخش زاویۀ و ژئودزیک خمیدگی به تعریف دایره ها، برای حداقل ،٢ گزارۀ اثبات برای
در که S ⊂ Rn رویۀ یک در خم  ها برای آن تعریف با می شود ارائه اینجا در که ژئودزیک خمیدگی (تعریف
مرتبط ذاتی به هندسۀ چرخش زاویۀ دارد. فرق دارد، وجود ،[١۵ ،١۴] مثلا مقدماتی، دیفرانسیل هندسۀ

دارد.) نیاز بیشتری اطلاعات و می شود، نشانده Rn در S که است به روشی وابسته یعنی است،
چرخ دار صندلی یک چرخ های ارتباط نحوه باشد کارساز هندسه سه هر برای که تعریفی توجیه برای
خمیدگی مقدار است نشسته چرخ دار صندلی روی که شخصی بیاورید. نظر در را صندلی مسیر شکل با
مستقیم مسیر بگردند، میزان یک با چرخ ها اگر می کند. مشخص چرخ ها نسبی سرعت کنترل با را مسیر
گردیدن روی از می شود را چرخش میزان و مقدار بنابراین، می شود. پیچ دار مسیر صورت این غیر در و
اما داد. انجام ثابت جهت وجود بدون و کوچک ناحیۀ یک در می توان را کار این کرد. اندازه گیری چرخ ها

کنیم. بیان ارقام و اعداد برحسب را مطلب این است لازم



فوت ال. رابرت فوت١۵٢ ال. رابرت فوت١۵٢ ال. رابرت ١۵٢

SR

SL

κ ≈ ∆sR−∆sL
λ∆s :M در ژئودزیک خمیدگی .١٠ شکل

نسبتی با چرخ ها در این حالت، کند. حرکت دایره وار یا مستقیم طور به چرخ دار صندلی که کنید فرض
و دو زمین یک در هم مجاور خطوط شبیه حاصل، «موازیِ» مسیرهای و می چرخند به هم نسبت ثابت
بخشی طی در چپ و راست چرخ های که باشند فاصله هایی ∆sL و ∆sR بگیرید فرض است. میدانی
به سادگی باشد. آن ها میان محور طول λ همچنین و ،(١٠ شکل در نقطه چین (خم های پیموده اند خم از
و ،∆s = (∆sR + ∆sL)/٢ برابر صندلی مرکز توسط طی شده فاصلۀ که داد نشان R٢ در می توان
یا خط مسیر، اینکه (با است. ∆s = (∆sR −∆sL)/λ برابر جهت) تغییر (مقدار آن چرخش زاویۀ

می شود زیر مقدار برابر مسیر خمیدگی پس معتبرند.) فرمول ها این نیست دایره
κ =

dθ

ds
=
∆θ

∆s
=

∆sR −∆sL
λ∆s

.

است. خط ،κ = ٠ وقتی و ١/|κ| شعاع به دایره ای مسیر ،κ ̸= ٠ اگر که می شود دیده به آسانی همچنین
یا شما، مستدیر قطاع های و مثلث ها که کنید پیدا اطمینان اول کنید بررسی را مطالب این خواستید اگر

باشد. ٧ شکل مشابه dθ و dφ تعیین

طول و خمیدگی یک با کاغذی نوارهای .١١ شکل

به شکل و بریده را باریک کاغذی نوار یک است، شکل چه H٢به و S٢ در موضوع ببینید اینکه برای
سطح یک از و بریده شده نوار می دهد. نشان را چرخ ها مسیر نوار، لبه های درآورید. مستدیر قوس یک
روی را مسیرها این که افرادی .(١١ (شکل چسباند زینی رویۀ یک یا کره یک به آسانی به می توان را صاف



١۵٣ فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۵٣صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۵٣صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه صورتی

یکسان خمیدگی و چرخش زاویۀ دارای مسیرهایشان که داشت خواهند قبول بپیمایند مختلف رویه های
یا خمیدگی، مرکز شعاع، دانستن به نیاز بدون امر این می چرخد. ثابتی نسبت با چرخ هایشان زیرا است

است. اثبات قابل است، دایره از بخشی مسیر اینکه حتی
دقیق برای هستند. تقریبی H٢ و S٢ در و بوده λ به وابسته κ و ،∆θ ،∆s برای بالا رابطه های
داریم به وضوح می گیریم. نظر در کوچک بی نهایت را چرخ دار صندلی اندازۀ λ→ ٠ فرض با آن ها، کردن
همچنین و خم از قوس یک طول در چرخش زاویۀ اینکه مهم تر .∆s = lim

λ→٠(∆sR + ∆sL)/٢
می کنیم تعریف زیر به صورت را خمیدگی

∆θ = lim
λ→٠

∆sR −∆sL
λ

و κ =
dθ

ds
=

∆θ

∆s
= lim

λ→٠
∆sR −∆sL

λ∆s
(١٠)

داریم مستدیر مسیر روی حرکت با است. آسان ٢ گزارۀ اثبات تعریف ها این داشتن اختیار در با

∆sL = C

(
r − λ

٢
)
, ∆sR = C

(
r +

λ

٢
)
, ∆s = C(r).

می گیریم نتیجه (١٠) فرمول های از

∆θ(r) = lim
λ→٠

C (r + λ/٢)− C (r − λ/٢)
λ

= C ′(r),

.κ(r) = ∆θ/∆s = C ′(r)/C(r) درنتیجه و
S٢ در هموار) رویۀ هر برای (دراصل، دیگر منحنی های برای (١٠) تعریف های اصلاحات، اندکی با
(برای است متداول هندسه دان ها بین در ژئودزیک خمیدگی از ذاتی و ساده برداشت این معتبرند. H٢ و
متون در می رسد نظر به اما کنید)، مطالعه را [٧] اول بخش های بالاتر، بعدهای برای البته زیبا، شرحی

نمی شود. ارائه به خوبی کارشناسی دورۀ

قضیه دیگر نتیجه های
حالت (در هستند مهم دیفرانسیل  هندسه لحاظ از که نتایجی بعضی که می دهیم نشان بخش این در
دست به مستقیماً فیثاغورس قضیۀ اثبات از κ(r) و ،A(r) ،C(r) فرمول های و دایره ها) برای خاص،
که می دهیم نشان همچنین یافت) خواهد مراجع در کلی تری نتیجه های علاقه مند، (خوانندگان می آیند.

می یابد. تعمیم کسینو س ها قانون به (٢) رابطۀ چگونه
نوشت زیر به  صورت می توان را (٩) از دوم فرمول

∆θ(r) +KA(r) = ٢π,



فوت ال. رابرت فوت١۵۴ ال. رابرت فوت١۵۴ ال. رابرت ١۵۴

یک با همسان ریخت D ناحیۀ یک برای کلی (قضیۀ است. قرص یک برای گاوس-بونه قضیۀ همان که
شامل ∆θ چرخش زاویۀ اینجا در است. ∆θ + ∫∫

D

KdA = ٢π به صورت رویه یک در بسته قرص
خمیدگی κ باشند؛ داشته وجود ∂D رأس هر در است ممکن که است بیرونی ای زاویه های و ∫

∂D

κds جملۀ
که دوچرخه سواری ببینید.) را [١۴] مطلب این از جالب توضیحی برای می دهد. نشان را ∂D ژئودزیک
دوچرخه سواری از طرف دیگر، .K = ٠ که بگیرد نتیجه می تواند است ٢π برابر استθ∆همیشه خاطر جمع
با متناهی قسمت دو به را محوطه اش دایره این و ∆θ = ٠ آن برای که است موجود دایره ای می داند که
آن در که ،K = ۴π/A٠ که بگیرد نتیجه می تواند می کند، تقسیم ٨(ب)) (شکل مساوی مساحت های

است. محوطه کل مساحت A٠
می آوریم به دست ٢ گزارۀ و (٧) معادلۀ ترکیب از ،r > ٠ برای
c′(r) = ١−Ka(r). (١١)

می شود نتیجه ١ گزارۀ از استفاده و ۴πC(r) در بالا رابطۀ ضرب با
٢C(r)C ′(r) = ۴πA′(r)− ٢KA(r)A′(r).

داشت خواهیم انتگرال گیری با
C(r)٢ = ۴πA(r)−KA(r)٢,

و A مساحت با M در ناحیه ای R اگر کلی، (به طور است. برابر محیطی نابرابری در تساوی حالت که
قرص R اگر تنها و اگر است برقرار تساوی همچنین ،C٢ ≥ ۴πA − KA٢ آنگاه باشد، C محیط

(.[١۶] باشد مستدیری
می شود نتیجه ١ گزارۀ از استفاده و (١١) از مشتق گیری با
c′′(r) = −Kc(r). (١٢)

مجاور ژئودزیک های پیشرفت میزان بر حاکم قانون که است، ژاکوبی١ معادلۀ از خاصی حالت معادله، این
می کنند. پیشرفت R٢ از سریع تر می شوند آغاز نقطه یک از که ژئودزیک دو H٢ در کنید توجه است. هم
می کنند. قطع را همدیگر دوباره و می شوند نزدیک تر سپس می کنند، پیشرفت کندتر آن ها S٢ در همچنین
گرفتن نظر در با کنید.) مطالعه رویه یک روی کلی ژاکوبی معادلۀ دربارۀ بیشتر اطلاعات برای را [١۵])
(r → ٠+ وقتی (١١) در حدی (مقدار c′(٠) = ١ و c(٠) = ٠ اولیۀ شرایط با (١٢) دیفرانسیل معادلۀ
١Jacobi



١۵۵ فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۵۵صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه ١۵۵صورتی فیثاغورس قضیۀ از یکپارچه صورتی

١ گزاره های از κ(r) و A(r) فرمول های می شود. Kنتیجه برحسب علامت C(r) برای زیر فرمول های
می آیند. به دست ٢ و

S٢(K > ٠) R٢(K = ٠) H٢(K < ٠)

C(r) ٢π sin(
√
Kr)√
K

٢πr ٢π sinh(
√
|K|r)√
|K|

A(r) ٢π ١− cos(
√
Kr)

K
πr٢ ٢π ١− cosh(

√
|K|r)

K
(١٣)

K(r)
√
K cot(

√
Kr)

١
r

√
|K| coth(

√
|K|r)

که وقتی R = ١/√K شعاع با کره برای و ،K = ٠ که حالتی در R٢ برای آشنا فرمول های به
با هذلولوی صفحۀ برای را مربوط فرمول هم هذلولوی هندسۀ به آشنا خوانندۀ باشید. داشته Kتوجه > ٠

.[١۶ ،۶] می بیند اینجا در K < ٠ که حالتی در R = ١/√|K| شبه شعاع
می کنیم. بیان (٢) به شبیه صورتی با را کسینوس ها قانون درپایان،

با (S٢ در بودن سره فرض (با M در دلخواه مثلث یک کسینوس ها). قانون یکپارچۀ (صورت ٢ قضیه
می کند صدق زیر رابطۀ در z و ، y ،x اضلاع طول

A(z) = A(x) +A(y)− K

٢πA(x)A(y)−
١

٢πC(x)C(y) cos γ,

است. z طول با ضلع روبه روی زاویۀ γ آن در که

هندسه سه هر برای کلی اثبات می کنیم. واگذار خواننده به تمرین به عنوان را قضیه این مشابه اثبات
برای می دهد. ما به کسینوس ها قانون از جدیدی دید و است آسان تر R٢ در اثبات این است؛ چالش برانگیز
ناهمساز نسبت دربارۀ یکپارچه فرمولی اثبات در آن کاربرد همچنین و (١٣) فرمول های بر مبتنی اثباتی
[١٧] در را H٢ و S٢ در کسینوس ها قانون استانداردِ فرمول های کنید. مطالعه را [۵] هندسه ها این در

ببینید.
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