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می پردازیم. ابرپالایه توصیف به تابعی آنالیز به ویژه

مقدمه ۱

مختلف کاربردهای کرد. معرفی اصولی به طور را ابرپالایه۲ و پالایه۱ مفاهیم [۳] در کارتان نخستین بار

برخی فنی بررسی به داریم قصد و دارد وجود جبر و ریاضی، آنالیز توپولوژی، منطق، در مفهوم این

اگر و ضروری اند ابرپالایه عمیق تر فهم در که می کنیم بیان را برهان هایی ادامه، در بپردازیم. آن ها از

استفاده ابرپالایه ها ابزار از کارآمد به طور و به زیبایی می تواند یابد، دست درک این به پژوهشگری

کند.

در آن کاربردهای می پردازیم. ابرپالایه ها مقدماتی ویژگی های بیان به ابتدا مقاله، این در

قضیۀ آن کمک به و می کنیم بررسی را فشرده، مجموعه های در ابرپالایه ای حد به ویژه توپولوژی،

می کنیم توصیف را ابرپالایه ها بزرگ مجموعه های کمک به کرد. خواهیم اثبات به آسانی را تیخونوف

معرفی اندازه نظریۀ و توپولوژی، مجموعه ها، نظریۀ در را بزرگ مجموعه های با متناظر ابرپالایه  های و

دوم دوگان ۇآش، قضیۀ باناخ، فضاهای ابرحاصل ضرب موضعی، بازتابی اصل ابرپالایه، کلیدی: کلمات و عبارات
۱۳۹۸/۵/۲ پذیرش: تاریخ ۱۳۹۷/۱۱/۹؛ دریافت: تاریخ مروری؛ مقاله: نوع
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می کنیم.

یک به RN = {(an)n∈N : an ∈ R, n ∈ N} مجموعۀ تجهیز حین در ابرپالایه مفهوم
ۇآش۱ قضیۀ این باره در و می شود ظاهر طبیعی به طور ضرب و جمع جبری اعمال و ترتیب رابطۀ

ساختارهای طریق از می توان ابرپالایه ها کمک به چگونه که گفت خواهیم به ویژه، می کنیم. مطرح را

پرداخت. پیچیده یا نامتناهی، سراسری، ساختارهای توصیف به کم پیچیدگی با یا متناهی، موضعی،

و می گیریم درنظر ZF دستگاه از مستقل موضوع اصل یک به صورت را ابرپالایه وجود پایان، در

هستند، ZF دستگاه از مستقل که دیگری اصول و هان‑باناخ، قضیۀ انتخاب، اصل با آن را ارتباط

می کنیم. بررسی

ابرپالایه و پالایه ۲

یک را X ناتهی زیرمجموعه های از F ناتهی خانوادۀ باشد. ناتهی مجموعه ای X کنید فرض

به طوری که باشد داشته وجود H ∈ F عضو ،F,G ∈ F هر برای هرگاه می نامیم پالایه۲ پایۀ

هرگاه گوییم پالایه یک را F همچنین، .H ⊆ F ∩G

X؛ ∈ F .۱

G؛ ∈ F در این صورت F ⊆ G و F ∈ F اگر .۲

.F ∩G ∈ F آنگاه باشد، F به متعلق G و F اگر .۳

چنین اند: آن ها از برخی دارد. وجود پالایه و پالایه پایۀ از فراوانی مثال های

است. N روی پالایه یک {S ⊆ N : است متناهی N− S} مجموعۀ .۱ .۱ .۲ مثال

است. C روی پالایه یک {S ⊆ C : است فشرده C− S} مجموعۀ .۲

x حول همسایگی های همه مجموعۀ آنگاه ،x ∈ X و باشد توپولوژیک فضای یک X اگر .۳

است. X روی پالایه پایۀ یک

نامتناهی مجموعۀ روی پالایه یک {S ⊆ X : است ناتهی و متناهی X − S} مجموعۀ .۴

می نامند. فرشه۳ پالایۀ را پالایه هایی چنین است. X

مرتب جزئاً مجموعۀ یک ⊆ رابطۀ با X روی پالایه ها) پایۀ حتی (یا پالایه ها همۀ مجموعۀ

پالایه های که دید خواهیم ادامه در بود. ماکسیمال پالایه های جستجوی در می توان بنابراین است،
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می کنند. بی نیاز خود درون پالایه های بررسی از را ما درواقع، دارند؛ جالبی ویژگی های ماکسیمال

شناخت به نوعی پالایه، ماکسیمال بودن که دید خواهیم باشیم، ابرپالایه فلسفی شناخت به دنبال اگر

می بخشد. تمامیت شده است بنا آن بر ابرپالایه که فضایی از را ما

باشیم داشته U ⊆ F شرط با F پالایۀ هر برای هرگاه می نامیم ابرپالایه یک را U پالایۀ

ابرپالایه است؛ ابرپالایه یک Ux = {S ⊆ X : x ∈ S} مجموعۀ ،x ∈ X هر برای .U = F

U ابرپالایۀ گوییم نباشد. ثابت هرگاه گوییم آزاد را ابرپالایه می نامیم. ثابت ابرپالایۀ را ساختار این با

به طوری که باشد، داشته وجود {Ik : k ≥ ۱} مانند U در دنباله ای هرگاه است شمارا ناکامل۱

I۱ ⊇ I۲ ⊇ · · · ,
∞∩
k=۱

Ik = ∅.

مجموعۀ در این  صورت باشد، پالایه یک F کنیم فرض

A = {G : است F شامل پالایه ای G}

دارای (Gα)α∈Λ مانند صعودی زنجبر هر پس است. ناتهی و مرتب جزئاً مجموعه ای ⊆ رابطۀ با

U مانند ابرپالایه ای که می دهد نتیجه تسورن۲ لم اینک است. A در ∪α∈ΛGα مانند بالایی کران

هم ارز انتخاب اصل با درنتیجه و تسورن لم با حکم، این داد نشان می توان دارد. وجود F شامل

می گیرد. قرار ZFC و ZF موضوعی اصل دستگاه بینابین اخیر حکم درواقع، .[۱۴] نیست

توپولوژیک فضای ،۱ .۲ مثال سوم قسمت در است: چنین شمارا ناکامل ابرپالایه یک از نمونه ای

کنید تعریف k ∈ N هر برای و بگیرید درنظر اقلیدسی توپولوژی به مجهز R − {۰} را X

هر برای آنگاه باشد، F شامل ابرپالایۀ U اگر دراین صورت، .Ik = (−۱/k, ۱/k) − {۰}

.∩∞
k=۱Ik = ∅ و دارد قرار پالایه این در Ik مجموعه k ∈ N

می کنیم. بررسی را ابرپالایه ها از بیشتری ویژگی های ادامه در

هر برای اگر فقط و اگر است ابرپالایه U دراین صورت باشد. پالایه U کنید فرض .۲ .۲ گزاره

.Ac ∈ U یا A ∈ U باشیم داشته X از A زیرمجموعۀ

توجه نباشند. U در Ac و A دارد که وجود A مانند مجموعه ای کنیم فرض خلف، برهان به اثبات.

چنین اگر زیرا است. ناتهی U ∈ U هر با Ac اشتراک یا U ∈ U هر با A اشتراک یا که می کنیم

1countably incomplete 2Zorn
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تناقض که ،Ac ∩ U۲ = ∅ و A ∩ U۱ = ∅ به طوری که دارند وجود U در U۲ ای و U۱ نباشد،

می شود. نتیجه U۱ ∩ U۲ = ∅

می کنیم تعریف باشد. برقرار اول حالت می کنیم فرض لذا

Ũ = U ∪ {A ∩ U : U ∈ U} ∪A.

درون سره به طور U به علاوه، است. پالایه یک و است ناتهی مجموعه های از خانواده ای Ũ می دانیم

است. U بودن ابرپالایه با متناقض این که است، واقع Ũ

وجود V ابرپالایه آنگاه نباشد، ابرپالایه و باشد گفته شده ویژگی دارای U پالایۀ اگر برعکس،

Ac و A یعنی Ac؛ ∈ U ⊆ V دراین صورت A ∈ V \ U کنیم فرض .U ⊆ V به طوری که دارد

است. تناقض که Vاند در

به ابرپالایه دو V و U کنید فرض می آوریم. را ابرپالایه دو حاصل ضرب بخش، این پایان در

نشان W = U × V با را I × J روی V و U حاصل ضربی ابرپالایۀ باشند. J و I روی ترتیب

است: زیر قرار به W ابرپالایۀ ساختار می دهند.

.{j : {i : (i, j) ∈ A} ∈ U} ∈ V اگر فقط و اگر A ∈ W

است. آمده [۱۵] در بیشتر جزئیات

ابرپالایه ها برحسب فشردگی و حد ۳

مانند عضوی α, β ∈ I عضو دو هر برای هرگاه گوییم جهت دار را (I,≤) مرتب جزئاً مجموعۀ

به ناتهی مجموعه های همۀ خانوادۀ اکنون .β ≤ γ و α ≤ γ به طوری که باشد داشته وجود γ ∈ I

صورت

Iγ = {λ ∈ I : λ ≥ γ}

است. ترتیبی۱ پالایۀ به موسوم پالایه یک

فضای در حد تعریف با را آن سپس و تعریف را ابرپالایه یک روی حد می خواهیم اکنون

فضای (X, τ) و جهت دار مجموعه ای (I,≤) اگر که بیاورید یاد به کنیم. مقایسه توپولوژیک
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هرگاه همگراست x به (xi)i∈I تور گوییم و می نامیم تور را x : I → X تابع هر باشد، توپولوژیک

باشیم داشته i ≥ i۰ برای به طوری که باشد داشته وجود i۰ ∈ I عضو ،x از V همسایگی هر برای

،limU xi = x می نویسیم و همگراست x به U ابرپالایه روی (xi)i∈I تور گوییم .xi ∈ V

هر چون باشد. U به متعلق {i ∈ I : xi ∈ V } مجموعۀ ،x از V همسایگی هر برای هرگاه

رابطۀ با ابرپالایه

G ⊆ F اگر فقط و اگر F ≤ G

به U ابرپالایۀ روی (xi)i∈I تور که دید می توان ساده بررسی یک با است، جهت دار مجموعۀ یک

باشد داشته وجود F۰ ∈ U مجموعۀ ،x از V همسایگی هر برای اگر فقط و اگر همگراست x

فضای روی ابرپالایه حد به علاوه، .{xi : i ∈ F} ⊆ V باشیم داشته F۰ ≤ F هر برای به طوری که

آنگاه ،limU xi = y و limU xi = x اگر زیرا، یکتاست. وجود صورت در (X, τ) هاسدورف

در این صورت .U ∩ V = ∅ به گونه ای که دارند وجود y حول V همسایگی و x حول U همسایگی

است. نشدنی که مجزایند و U به متعلق دو هر {i : xi ∈ V } و {i : xi ∈ U}

استثنایی ویژگی یک ابرپالایه حد مشابه اند، بسیار ابرپالایه حد و معمولی حد ویژگی های اگرچه

مجموعه آن در نقطه ای به همگرا زیرتوری دارای فشرده مجموعۀ یک در تور هر که می دانیم دارد.

دارد: متفاوتی ویژگی فشرده مجموعۀ یک روی ابرپالایه حد اما است.

K در توری (xi)i∈I و باشد هاسدورف و فشرده توپولوژیک فضای یک K گیریم .۱ .۳ قضیه

دارد. وجود K در limU xi دراین صورت باشد.

دارد وجود Vx باز مجموعۀ x ∈ {xi : i ∈ I} هر برای کنیم فرض خلف، برهان به اثبات.

بسته زیرمجموعه ای {xi : i ∈ I} چون نباشد. U به متعلق {i ∈ I : xi ∈ Vx} به طوری که

،{xi : i ∈ I} ⊆
∪

x∈{xi:i∈I} Vx ازآنجاکه است. فشرده پس است، X فشرده مجموعۀ از

به گونه ای که دارند وجود Vxn ،. . . ،Vx۱ مجموعه های که می دهد نتیجه {xi : i ∈ I} فشرده بودن

{xi : i ∈ I} ⊆
n∪

i=۱

Vxi .

لذا I ∈ U چون اما، .I =
∪n

i=۱ IVxi
آنگاه ،IVx = {i ∈ I : xi ∈ Vx} کنیم تعریف اگر

دارد. تناقض فرض با این و است U به متعلق IVxj
به طوری که دارد وجود j ای
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دارد. کاربرد تیخونوف قضیۀ از ساده ای اثبات برای قضیه این حکم

حاصل ضربی توپولوژی با فشرده، فضاهای از دلخواه حاصل ضرب تیخونوف). (قضیۀ ۲ .۳ قضیه

است. فشرده

دلخواه توری {(xαi )i∈I}α∈Λ و فشرده مجموعه های از دلخواه خانواده ای {Xi} کنیم فرض اثبات.

بنابراین است. Xi فشرده فضای در تور یک {xαi }α∈Λ ثابتی، i برای است.
∏

i∈I Xi در

حاصل ترتیبی پالایه شامل ابرپالایۀ U آن در که ،limU xαi = xi به طوری که دارد وجود xi ∈ Xi

که دارد وجود {(xαi )i∈I}α∈Λ از زیرتوری می دهیم، نشان است. (I,≤) مرتب جزئاً مجموعۀ ∏از
i∈I Ui به شکل (xi)i∈I حول همسایگی ای W می کنیم فرض به این منظور، همگراست. (xi) به

به طوری که باشد،

Ui = Xi, i /∈ {i۱, . . . , in}.

می توان را α۰ پس است، برقرار limU xαij = xij رابطۀ ،j ∈ {۱, . . . , n} هر برای چون

،α ≥ α۰ برای تا کرد انتخاب بزرگ به اندازۀ کافی

xαij ∈ Uij , j ∈ {۱, . . . , n}.

دارد. قرار W در (xαi ) ،α ≥ α۰ برای از این رو،

بزرگ مجموعه های و ابرپالایه ۴

یک کنیم. درک را آن تعبیرهای از یکی می توانیم شدیم، آشنا ابرپالایه ویژگی های برخی با که اینک

می توان ابرپالایه از استفاده با می کند؟ آشکار ما برای خود زمینۀ فضای از ویژگی ای چه ابرپالایه

ابرپالایه تعریف به نگاه این با دهید اجازه داد. تشخیص را مختلف) تعبیرهای (به بزرگ مجموعه های

بازگردیم.

است. بزرگ مجموعۀ یک X یعنی ،«X ∈ F» رابطۀ .۱

بزرگ، مجموعۀ یک شامل مجموعۀ هر یعنی ،«G ∈ F آنگاه F ⊆ G و F ∈ F «اگر .۲

است. بزرگ

بزرگ، مجموعۀ دو اشتراک یعنی ،«F ∩G ∈ F آنگاه باشند، F به متعلق G و F «اگر .۳

است. بزرگ مجموعه ای هم باز
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مورد در دیگر جالب نکتۀ است. بزرگ مجموعه های تمام شامل که است پالایه ای ابرپالایه اینکه، و

بزرگ اند. Ac یا A مجموعۀ دو از یکی ،A مجموعۀ هر برای که است این ابرپالایه

ناصفر اندازۀ یک با اندازه پذیر فضای یک مثال، برای یافت. به وفور می توان تعبیرها نوع این از

نظریۀ دید از بزرگ مجموعه های برای طبیعی انتخاب یک می گیریم. درنظر را (X,Σ, µ) مانند

دید می توان به راحتی .µ(Ac) = ۰ که است A مانند مجموعه ای اندازه

F = {A ∈ Σ : µ(Ac) = ۰}

ابرپالایه یک پس ساخت. ابرپالایه یک آن بر می توان ادامه در که می دهد پالایه پایۀ یک تشکیل

(۱ .۳) قضیۀ به اگر اکنون کند. شناسایی را معنایی) (به مهم یا بزرگ مجموعه های می تواند خاص

داشتن با می توان فشرده فضای یک در درواقع، شد. خواهیم ابرپالایه اهمیت متوجه کنیم، مراجعه

است. خاص» یا «مهم تعبیری به که رسید عضوی به توری

مشخص هستند بزرگ توپولوژیکی تعبیر به که را مجموعه هایی می توانیم دیگر، مثالی به عنوان

توپولوژیکی معنای به بزرگ مجموعۀ برای انتخاب اولین ،(X, τ) توپولوژیک فضای یک در کنیم.

بنابراین تهی اند، اشتراک دارای اما چگال، دو هر Qc و Q می دانیم اما چگال اند. مجموعه های

همواره بگیریم، درنظر را چگال و باز مجموعۀ دو اگر اما گیرند. قرار ابرپالایه یک قالب در نمی توانند

F = {U ∈ τ : است چگال U} که است بررسی قابل به سادگی چگال اند. و باز اشتراک دارای

است. پالایه پایۀ یک

زیرمجموعه هایی اند بزرگ، زیرمجموعه های برای دیگری مناسب تعبیر X دلخواه مجموعۀ برای

که مطلب این X اند. روی فرشه پالایۀ زیرمجموعه ها این که است روشن دارند. متناهی متمم که

متمم دارای که مجموعه هایی که معناست این به می گیرد قرار X روی ابرپالایه هر درون فرشه پالایۀ

بزرگ اند. معیاری هر با متناهی اند

ابرپالایه ها با RN رام کردن ۵

می توانند باهم آن در عضو دو هر که است میدان جبری معمول اعمال و ≤ ترتیب رابطۀ با R مجموعۀ

مجموعۀ می توان حد چه تا مقایسه شوند.

RN = {(an)n∈N : an ∈ R, n ∈ N}
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ضرب و جمع RN روی ضرب و جمع برای انتخاب طبیعی ترین کرد؟ مجهز R به شبیه خواصی به را

طبیعی ترین و ،۰ = (۰, ۰, . . .) عضو فضا این در صفر عضو برای انتخاب طبیعی ترین مؤلفه ای،

به صورت ≤ ترتیب رابطۀ برای انتخاب

(x۱, x۲, . . .) ≤ (y۱, y۲, . . .) ⇐⇒ xn ≤ yn (n ∈ N)

x۰ = ناصفر عضو دو حاصل ضرب ،مثلا همراه اند. مشکلاتی با انتخاب ها این اما است.

که رابطه ای با y۰ و x۰ همچنین است. صفر y۰ = (۰, ۱, ۰, ۱, . . .) و (۱, ۰, ۱, ۰, . . .)

برسیم. دلخواه شرایط به RN در تغییراتی با می خواهیم نیستند. مقایسه پذیر شد، معرفی بالا در

اندیس که می کنیم توجه مؤلفه هایی به کنیم، معطوف مؤلفه ها تمام به را خود توجه اینکه به جای

اینکه به جای به بیان دقیق تر، است. واقع N از ویژه  زیرمجموعه  ای در آن ها

x = (x۱, x۲, . . .) = ۰ ⇐⇒ xn = ۰ ( n ∈ N)

باشد. صفر N از ویژه ای زیرمجموعه های روی x هرگاه x = (x۱, x۲, . . .) = ۰ می کنیم تعریف

درحقیقت، می نامیم. U را ویژه زیرمجموعه های این همۀ مجموعۀ

x = ۰ ⇐⇒ K(x) = {i : xi = ۰} ∈ U .

می دهد. U به ویژگی هایی چه ما نظر مورد شرایط ببینیم، دهید اجازه

پس باشد. صفر برابر x باشد، صفر x = (x۱, x۲, . . .) مؤلفه های همۀ اگر می خواهیم .۱

.N ∈ U

اما .K(xy) ∈ U یعنی ،xy = ۰ دیگر y هر برای آنگاه ،x = ۰ اگر می خواهیم .۲

تولید را K(x) شامل مجموعه های تمام K(xy)ها yها، تغییر با که دید می توان به سادگی

باشد. U در K(x) شامل مجموعۀ هر که است لازم بنابراین می کنند.

می سازیم به گونه ای را ỹ و x̃ عناصر باشد. صفر هم x+y باشند، صفر y و x اگر می خواهیم .۳

دراین صورت باشند. یک تماماً آن از خارج و صفر K(y) و K(x) روی ترتیب به که

باشد. واقع U در K(x̃+ ỹ) = K(x)∩K(y) باید ،x̃+ ỹ = ۰ اگر .x̃ = ۰ = ỹ

یک باشد. صفر y و x از یکی حداقل شد، صفر برابر xy حاصل ضرب اگر می خواهیم .۴

روی که می گیریم درنظر به گونه ای را x می گیریم. درنظر N درون را A مانند دلخواه مجموعۀ
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روشن می گیریم. درنظر صفر Ac روی و یک A روی هم را y باشد. یک Ac روی و صفر A

دست کم باید باشند، صفر y و x از یکی حداقل بخواهیم اگر بنابراین .xy = ۰ که است

باشند. U یا Ac و A

نسبت RN قسمت خارج باشد. ابرپالایه یک U که می کنند ایجاب بالا ویژگی های درحقیقت،

هم ارزی رابطۀ به

x ∼= y ⇐⇒ x− y = ۰

رابطۀ می دهیم. نمایش RU علامت با را آن که است میدان یک

x ≤U y ⇐⇒ ∃A ∈ U(xi ≤ yi, i ∈ A)

مجموعه های از یکی دست کم زیرا است RU برای مناسب ترتیبی

{i : xi ≤ yi}, {i : yi ≤ xi}

کرد. مقایسه باهم بتوان را عضو دو هر که می شود موجب این و می گیرند قرار U ابرپالایه درون

ببینید. را [۱۲] بیشتر اطلاعات برای می نامند. نااستاندارد حقیقی اعداد را RU مجموعۀ

منطق در ابرپالایه ها ۶

دستگاه برای تعبیر یک از منظور می دهد. نشان را ابرپالایه ها قابلیت های از دیگری جنبۀ ۇاش قضیۀ

زیر: خواص با تناظرهایی و I مانند مجموعه ای از است عبارت F مانند منطقی ای

شود؛ نظیر I در cI عنصر یک به منطقی دستگاه در c ثابت نماد هر .۱

شود؛ نظیر fI : In → I تابع به منطقی دستگاه در آرایه n با f تابعی نماد هر .۲

شود. نظیر RI ⊆ Im زیرمجموعه به آرایه m با R رابطۀ هر .۳

می نامند. نیز منطقی دستگاه برای I‑ساختار یک را تعبیر این

از مجموعه ای T نظریۀ کرد. ترجمه I زبان به را گزاره ها سایر و موضوعه اصول می توان اکنون

برای مدل یک را I باشند، قضیه T نظریۀ گزاره های تمام I ‑ساختار در اگر است. F گزاره های

مدل در اول) (مرتبۀ قضیه ها تمام اگر که می کند بیان مسامحه، با ۇاش، قضیۀ می نامند. T نظریۀ

است. T (R) نظریۀ برای مدلی RU دراین صورت دهیم، قرار T (R) مجموعۀ در را R استاندارد

گزارۀ مثال، برای

∀x ∀z ∃y (x+ y = z)
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که است این ۇاش قضیۀ دربارۀ جالب نکتۀ است. قضیه نیز RU مدل در است، قضیه R مدل در که

اشاره اشیاء از مجموعه ای به نه و شیء به فقط وجودی و عمومی سورهای اول، مرتبۀ گزاره های در

مجموعه. نه و باشند عدد می توانند فقط بالا گزارۀ در z و ،y ،x متغیرهای R مدل در ،مثلا می کنند.

جستجو مجموعه اند . نوعی z و y ،x متغیرهای کنیم، ترجمه RU مدل در را گزاره همین وقتی اما

روی توابع همچنین است. R روی توابع و R زیرمجموعه های جستجوی درحقیقت ،RU نقاط در

حقیقی اعداد ،RU برای آن ها به مربوط احکام و حقیقی، توابع روی مشتق انتگرال، حقیقی، اعداد

[۱۳ ،۴] به ۇاش قضیۀ و مطرح شده مفاهیم با عمیق تر آشنایی برای است. بیان قابل نااستاندارد،

کنید. مراجعه

مفهوم ریشۀ وجود از امر این دارد. کاربرد نیز گودل۱ فشردگی قضیۀ اثبات در ابرپالایه مفهوم

مفهوم از نیز گودل۲ هستی شناسی برهان در حتی دارد. حکایت مدل سازی و منطق عمق تا ابرپالایه

را T نظریۀ کنیم. مرور را گودل فشردگی قضیۀ مقدمات دهید اجازه است. شده استفاده ابرپالایه

قضیۀ باشند. قضیه I در T گزاره های تمام که باشد داشته وجود I مانند مدلی هرگاه گوییم تحقق پذیر

T از متناهی زیرمجموعۀ هر اگر فقط و اگر است تحقق پذیر T نظریۀ که می کند بیان گودل فشردگی

با بیشتر آشنایی برای است. ابرپالایه مفهوم از مستقیمی کاربرد قضیه، این برهان باشد. تحقق پذیر

کنید. مراجعه [۲۹] به گودل فشردگی قضیۀ دربارۀ دیگر مطالب و برهان

پیکان ترسیم محال بودن ۷

انتخاباتی نامزدهای از متناهی مجموعه ای C و رأی دهندگان از متناهی مجموعۀ V کنید فرض

باشیم داشته اگر نمونه، برای می کند. رتبه بندی خاصی ترتیب به را نامزدها رأی دهنده، هر باشد.

رأی آن هاست. از رتبه بندی یک A < B < C < D < E آنگاه ،C = {A,B,C,D,E}

هر می تواند یعنی است؛ آزاد کاملا خود انتخاب در رأی دهنده هر و است خوش ترتیب رأی دهنده  هر

بین که می کند بیان پیکان۳ ترسیم محال بودن قضیۀ کند. انتخاب را دلخواهی خوش ترتیب رتبه بندی

صدق زیر شرط پنج در که ندارد وجود عادلانه ای رای گیری سامانۀ هیچ انتخاباتی نامزد سه از بیش

:[۲] کند

ترجیح دهد؛ B به را A رأی گیری سامانۀ دهد، ترجیح B به را A نامزد رأی دهنده، هر اگر .۱

تغییر B و A بین رای گیری سامانۀ ترجیح نکند، تغییر B و A بین رأی دهنده هر ترجیح اگر .۲

1Gödel’s compactness theorem 2Gödel’s ontological proof 3arrow’s impossibility theorem
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نکند؛

رای گیری سامانۀ ترجیح نتواند نفر یک که معنا این به نباشد، نداشته وجود دیکتاتوری هیچ .۳

کند؛ عوض را

باشند؛ یکسان رای گیری سامانۀ برای نامزدها تمام .۴

باشد. خوش ترتیب مجموعۀ یک رای گیری سامانۀ خروجی .۵

است. زیر شرح به می کند ایجاد مشکل رای گیری سامانۀ این در که حالاتی از یکی نمونه، برای

مجموعه V = {V۱, V۲, V۳, V۴, V۵} و نامزدها مجموعۀ C = {A,B,C,D,E} کنید فرض

باشد: زیر به صورت رأی ها و رأی دهندگان

V۱ : A > B > C > D > E,

V۲ : B > C > D > E > A,

V۳ : C > D > E > A > B,

V۴ : D > E > A > B > C,

V۵ : E > A > B > C > D.

رای گیری سامانۀ ندارد، وجود دیکتاتوری چون داده اند، ترجیح B نامزد به را A نامزد رأی دهنده، چهار

و ، E به را D ،D به را C ،C به را B رای گیری سامانۀ مشابه دلایل با می دهد. ترجیح B به را A

خوش ترتیبی با متناقض که ،A > B > C > D > E > A یعنی می دهد. ترجیح A به را E

است. رای گیری سامانۀ خروجی

محال بودن قضیۀ که می شود ثابت ابرپالایه ها کمک به باشد نامتناهی رأی دهنده ها تعداد اگر اما

از برخی دارد. وجود بالا در ذکر شده شرایط با عادلانه ای رأی گیری و نیست صادق پیکان ترسیم

می کند هدایت را رای گیری سامانۀ پنهان دیکتاتور یک نامتناهی حالت در که معتقدند پژوهشگران

.[۲۰]

استون‑چخ فشرده سازی و ابرپالایه ۸

βX اسم به فشرده سازی یک (X, τ) هاسدورف توپولوژیک فضای برای استون‑چخ۱ فشرده سازی

به به طوریکتا است، فشرده K آن در که ،f : X → K پیوستۀ نگاشت هر به طوری که است X از
1Stone-Čech compactification
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عناصر زیرا است، دشوار آن عناصر و βX فضای با کار یابد. گسترش βf : βX → K نگاشت

فشرده سازی می توان X روی ابرپالایه ها توسط اما نیستند. دست کاری و قابل ساختن به راحتی آن

کرد. کار βX اعضای با راحت تر این بار و کرد شفاف تر را استون‑چخ

می کنیم. تعریف ،X روی ابرپالایه ها همۀ مجموعۀ ،U(X) روی توپولوژی یک برای این منظور

آن در که ، {ρ(A)}A⊆X خانوادۀ

ρ(A) = {U ∈ U(X) : A ∈ U},

(U(X), τU ) که دید می توان به سادگی است. U(X) روی τU مانند توپولوژی ای برای پایه یک

x ∈ X 7→ Ux ∈ U(X) با X توپولوژیک فضای همچنین و است هاسدروف و فشرده فضای

U(X) یعنی این و است چگال U(X) در X نشاندن این با به ویژه، می شود. نشانده U(X) در

است. X از فشرده سازی ای

تعریف را ابرپالایه یک همگرایی است لازم است، یکسان βX با U(X) آیا اینکه بررسی برای

درون x همسایگی هر هرگاه همگراست، x به (X, τ) توپولوژیک فضای روی U ابرپالایه کنیم.

یکتاست. هاسدورف فضای یک روی ابرپالایه هر حد که دید می توان به سادگی باشد. ابرپالایه

فضای روی ابرپالایه یک U اگر زیرا، همگراست. فشرده فضای یک روی ابرپالایه هر به علاوه،

حول Ux همسایگی x ∈ X هر برای آنگاه نباشد، همگرا نقطه ای هیچ به که باشد (X, τ) فشرده

نقاطی برای لذا است فشرده X و X ⊆ ∪x∈XUx چون .Ux /∈ U به طوری که دارد وجود x

U در Uxiها و است ابرپالایه U ازآنجاکه .X ⊆ ∪n
i=۱Uxi داشت خواهیم xn ،. . . ،x۱ مانند

دارند، قرار U در آن ها اشتراک درنتیجه و Uها c
xi

پس ندارند، قرار

∅ = Xc = (∪n
i=۱Uxi)

c = ∩n
i=۱U

c
xi

∈ U

است. تناقض که

تابعی f : X → K و فشرده فضایی K کنیم فرض .βX ∼= U(X) می دهیم نشان اکنون

یکتا پیوستۀ توسیع f̃(U) = limUf ضابطۀ با f̃ : U(X) → K دراین صورت باشد. پیوسته

هاسدورف و فشرده فضایی U(X) بنابراین .Uf = {f(A) : A ∈ U} آن در که است، f از

برای .βX ∼= U(X) بنابراین می کند. صدق استون‑چخ فشرده سازی جهانی ویژگی در که است

کنید. مراجعه [۱۶] به ابرپالایه ها دیدگاه از βX ساختار مورد در مطالعه
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باناخ فضاهای ابرحاصل ضرب ۹

که است باناخ فضاهای ابرحاصل ضرب۱ ساختن در ابرپالایه ها توانمندی جلوگاه های بهترین از یکی

باناخ فضاهای از خانواده ای (Xi)i∈I کنید فرض می گیرد. قرار استفاده مورد بسیار تابعی آنالیز در

برداری فضای باشد.

l∞(I,Xi) =
{
(xi)i∈I : xi ∈ Xi, ||(xi)i∈I || = sup

i∈I
||xi|| < ∞

}
مجموعۀ باشد. I روی ابرپالایه ای U کنیم فرض است. باناخ فضایی

NU = {(xi)i∈I ∈ l∞(I,Xi) : lim
U

||xi|| = ۰}

فضاهای از (Xi)i∈I خانوادۀ از (Xi)U ابرحاصل ضرب است. l∞(I,Xi) از بسته زیرفضایی

در است. خارج قسمتی طبیعی نرم با l∞(I,Xi)
NU

خارج قسمتی فضای ،U ابرپالایه به نسبت باناخ

گفته X باناخ فضای ابرتوان۲ ابرحاصل ضرب، به ،Xi = X ،i ∈ I هر برای که خاص حالت

به جای ||(xi)U || با اخیر تعریف در را خارج قسمتی نرم می شود. داده نمایش XU نماد با و

می شود محاسبه ||(xi)U || = limU ||xi|| به صورت که می دهیم نمایش ||(xi)i∈I + NU ||

.[۱۵ ،۸]

در iⅾ (x) = (x)U ضابطه با iⅾ : X → XU طبیعی طولپای نگاشت با را X می توان

و آزاد ابرپالایه یک U اگر درواقع، پوشاست؛ خاص بسیار شرایطی در نگاشت این نشاند. XU

ساده ترین در یعنی .[۱۰ ،۸] باشد متناهی بعد از X اگر فقط و اگر X = XU باشد، شمارا  ناکامل

دارند. هم با زیادی تفاوت XU و X هم حالت

دراین صورت .supi∈I ||Ti|| < ∞ و Ti ∈ B(Xi, Yi) ،i ∈ I هر برای کنیم فرض

(Ti)i∈I خانوادۀ از (Ti)U : (Xi)U → (Yi)U ابرحاصل ضرب داریم، انتظار همان طور که

خوش تعریف (Ti)U ابرحاصل ضرب است. (Ti)U ((xi)U ) = (Tixi)U ضابطۀ با عملگری

.limU ||Ti|| = ||(Ti)U || و است

||T || ≤ ۱+ ε و باشد یکریختی T اگر گویند +۱)‑یکریختی ε) را T : X → Y عملگر

تعریف، این کمک به گویند. ۱)‑یکریخت + ε) را Y و X دراین حالت .||T−۱|| ≤ ۱ + ε و

می شود. ظاهر تابعی آنالیز در که می رسیم ابرپالایه از تازه ای معنای به رفته رفته

1ultraproduct 2ultrapower
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از متناهی  بعد زیرفضایی M باناخ، فضاهای از خانواده ای (Xi)∈I کنید فرض .۱ .۹ قضیه

Mi ⊆ Xi زیرفضاهای و I۰ ∈ U مجموعۀ دراین صورت باشد. دلخواه ε > ۰ و ، (Xi)U

است. +۱)−یکریخت ε) ،M با Mi ،i ∈ I۰ هر برای به طوری که دارد وجود i ∈ I۰ هر ازای به

نمایش k = ۱, . . . , n برای باشد. M برای پایه ای x۱, . . . , xn ∈ M کنیم فرض اثبات.

Ti : M → عملگر .Mi = span(xki )
n
k=۱ می کنیم تعریف و می گیریم درنظر را xk = (xki )U

ضابطه با را Mi

Ti(x
k) = xki (k = ۱, . . . , n)

دراین صورت ،x =
∑n

k=۱ αkx
k کنیم فرض می کنیم. تعریف

lim
U

||Tix|| = lim
U

||
n∑

k=۱

αkx
k
i || = ||

n∑
k=۱

α(xki )U || = ||x||.

به طوری که دارد وجود Ix ∈ U مجموعۀ بنابراین

(۱ +
ε

۲
)−۱||x|| ≤ ||Tix|| ≤ (۱ +

ε

۲
)||x|| (i ∈ Ix).

وجود nδ طبیعی عدد ،δ > ۰ هر برای لذا و است فشرده Ball(M) است، متناهی بعد M چون

هر برای ،δ کردن انتخاب کوچک با اکنون .Ball(M) ⊆
∪nδ

m=۱ Bδ(em) به گونه ای که دارد

است. ۱)‑یکریختی + ε) نگاشتی Ti که کرد دید می توان i ∈ Iδ۰

قضیۀ دراین حالت، .Xi = X باشیم داشته i هر برای کنیم فرض قضیه، این معنای درک برای

هستند، X متناهی بعد زیرفضاهای شبیه بسیار XU متناهی بعد زیرفضاهای که می کند بیان بالا

به بیان دقیق تر، دارند. فراوانی تفاوت های هم با خاص، شرایط در به جز ، XU و X دیدیم هرچند

،i هر به ازای آن در که گرفت یکی (Mi)U با می توان را M ⊆ XU متناهی بعد زیرفضای

.εi → ۰ و است ۱)−یکریخت + εi) M با Mi ⊆ X

آن متناهی ساختارهای وسیلۀ به نامتناهی ساختار یک توصیف ۱۰

مفهوم وسیله این به تا می گیریم، وام تائو۱ ترنس نوشتۀ [۲۸] از را بخش این مقدمۀ  از قسمت هایی

آنالیز عمدۀ گونۀ دو به می تواند ریاضی آنالیز نادقیق، بیانی به کنیم. بیان روشن تر را نظرمان مورد

1Terence Tao
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اما است، دشوار اندکی آنالیز از گونه دو این بین تمایز بیان شود. تقسیم بندی نرم۲ آنالیز و سخت۱

کرد. اشاره آن ها کلیدی تمایزهای به می توان

تعیین پایین، و بالا کران تعیین تقریب، مانند تأثیرگذار ویژگی های یا کمیت ها روی سخت آنالیز

مانند ویژگی هایی یا کیفیت ها روی نرم آنالیز درحالی که دارد، تمرکز رشد درجۀ و همگرایی، مرتبۀ

اشیای روی سخت آنالیز همبندی. و فشردگی، اندازه پذیری، مشتق پذیری، پیوستگی، یکتایی، وجود،

متناهی ترکیب  تولیدشده، متناهیاً گروه های متناهی، مجموعه های مانند گسسته یا متناهی بعد متناهی،

متناهی دامنۀ با توابع و چندجمله ای ها مانند متناهی پیچیدگی با توابع جعبه ها، و گوی ها از بولی

مجموعه ها مانند نامتناهی بعد یا نامتناهی پیوسته، اشیای روی نرم آنالیز درحالی که است، متمرکز

پارامترهای دارد تمایل سخت آنالیز است. متمرکز فشرده موضعاً گروه های یا اندازه پذیر توابع و

مانند خواصی روی نرم آنالیز درحالی که گیرد، به کار دقیق به طور را N و ،δ ،ε مانند متعددی

پارامترها از مجموعه ای توسط ضمنی به طور که است، متمرکز فشردگی و مشتق پذیری، پیوستگی،

نمی شوند. ظاهر استدلال در پارامترهایشان اما شده اند، تعریف دقیق به طور

که دارد، وجود آن ها بین مهمی تناظرهای آنالیز، از گونه دو این بین سطحی تمایزهای وجود با

کمی کران یک اگر نمونه، برای می کند. آشکار ما برای را بررسی مورد اشیای اساسی ویژگی های

کیفی کران یک دقیق استدلال یک با می توان باشد، دست در متناهی اشیای ارتباط دربارۀ یکنواخت

داشته نامتناهی اشیای روی کیفی کران یک اگر برعکس، کرد. بیان نامتناهی اشیای ارتباط دربارۀ

اشیای روی یکنواخت کمی کران یک می توان تناقض۳ و فشردگی استدلال از استفاده با باشیم،

آنالیز کیفی برهان های اقتباس از نرم آنالیز و سخت آنالیز بین دیگر تناظر یک آورد. به دست متناهی

معروف برهان۴ استخراج به که می آید، پدید سخت آنالیز در کمی برهان های به آن ها ترجمه و نرم

کنید. مراجعه [۲۸] به زمینه این در مبسوط مطالعۀ برای است.

کنید فرض باشد. باناخ فضاهای از خانواده ای B و باناخ فضای F کنید فرض .۱ .۱۰ قضیه

داشته وجود B خانواده از E باناخ فضای F از M متناهی بعد زیرفضای هر و ε > ۰ هر برای

روی U ابرپالایۀ دراین صورت باشد. ۱)−یکریخت + ε) ،E از زیرفضایی با M به طوری که باشد

می کند) نظیر Ei ∈ B به را i ∈ I هر (که دارد وجود U به I از نگاشتی و I اندیس گذار مجموعۀ

است. یکریخت طولپا به طور (Ei)U از زیرمجموعه ای با F به طوری که

1hard analysis 2soft analysis 3compactness and contradiction arguments 4proof mining
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زیرفضاهای شناخت طریق از چطور اینکه می کند؛ نمایان را ابرپالایه از تازه ای جنبۀ ۱ .۱۰ قضیۀ

از چطور اینکه این، از فراتر حتی برسیم. فضا آن کل از توصیفی به باناخی فضای متناهی بعد

اشیای شناخت با چطور ببریم؟ پی آن سراسری ویژگی های به عنصری یا فضا موضعی ویژگی های

به کارگیری برای کنیم؟ پیدا دست پیچیده یا نامتناهی اشیای شناخت به کمتر پیچیدگی با یا متناهی

مراجعه [۱۵] به می توان آن مشاهدۀ برای که است ضروری ۱ .۱۰ قضیۀ برهان عمیق درک ابرپالایه ها

کرد.

که می کند بیان قضیه این است. معروف موضعی۱ بازتابی اصل به زیر شگفت انگیز قضیۀ

از پیچیده تر بسیار غالباً X∗∗ اگرچه است، مشابه بسیار X∗∗ و X متناهی بعد زیرفضاهای ساختار

دیدگاهی موضعی بازتابی اصل می دهد. شرح زیبایی به نیز را شباهت این چگونگی به ویژه است؛ X

برهان دیدن برای می دهد. قرار ما اختیار در را باناخ فضاهای دوم دوگان شناخت دربارۀ اساسی

کرد. مراجعه [۲۵] به می توان قضیه این

مجموعۀ هر ،M ⊆ X∗∗ متناهی بعد زیرفضای هر برای موضعی). بازتابی (اصل ۲ .۱۰ قضیه

به طوری که دارد وجود X به توی M از T عملگر ε > ۰ هر و ، X∗ در {f۱, . . . , fn} متناهی

به علاوه و است ۱)−یکریختی + ε) خود برد به روی

T؛ |M∩X = idM∩X .۱

.k = ۱, . . . , n و u ∈ M هر برای 〈Tu, fk〉 = 〈u, fk〉 .۲

است. X از ابرتوانی در نشاندن قابل X∗∗ که است این موضعی بازتابی اصل نتایج از یکی

X∗∗ ویژگی های و زیرفضاها بررسی است، X∗∗ به نسبت ملموس تری باناخ فضای XU ازآنجاکه

دوگان مطالعۀ در و می دهد به دست را X∗∗ از متفاوت و عمیق دیدی نتیجه این لذا و می شود ساده تر

است. کارآمد بسیار دوم

از J مانند طولپا نشاننده ای و U مثل ابرپالایه ای X باناخ فضای هر برای [۱۵] .۳ .۱۰ قضیه

است. XU در X طبیعی نشانندۀ همان X به J تحدید به طوری که دارد وجود XU به توی X∗∗

دارد. وجود نیز J(X∗∗) به روی ۱ نرم با تصویری نگاشتی به علاوه،

پیچیده، نامتناهی، ساختارهای می توانند ابرپالایه ها که ادعاست این بر دیگر تأییدی ۳ .۱۰ قضیۀ

موضعی ویژگی های با یا و کمتر، پیچیدگی با متناهی، ساختارهای به وسیلۀ را سراسری ویژگی یک یا و
1principal of local reflexivity
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همچنین است؛ X∗∗ فضای پیچیده شیء یا نامتناهی ساختار این ۳ .۱۰ قضیۀ (در کنند توصیف

میان پلی ابرپالایه ها دیگر، به عبارت باشد). X∗∗ روی ویژگی ای می توانید نیز سراسری ویژگی یک

در کنید. رجوع [۱۰] به ادعا این بر دیگر شاهدی دیدن برای هستند. نرم آنالیز و سخت آنالیز

سراسری و نامتناهی ساختار یک ابرپالایه ها کمک به و (متناهی) موضعی ساختارهای توسط آنجا

است. شده توصیف

این کارایی درک برای می شود، حاصل ابرپالایه ها مفهوم توسط که نتایجی از دیگر نمونۀ چند ذکر

و □ ضرب های به روش دو به A روی ضرب باشد. باناخی جبر A کنیم فرض است. مفید دیدگاه

اول ضرب معروف اند. آرنز دوم و اول ضرب  های به به ترتیب که است، گسترش قابل A∗∗ روی ♢
هرگاه گویند آرنز منظم را A جبر ∗w‑پیوسته اند. دوم مؤلفۀ و اول مؤلفۀ روی به ترتیب آرنز دوم و

QU : AU → A∗∗ نگاشت باشد. ابرپالایه U کنیم فرض .[۵ ،۱] باشند برابر هم با ضرب دو این

که باشد به گونه ای U کنید فرض می گیریم. درنظر QU (ai)U = w∗ − limU ai ضابطۀ با را

ضرب بنابراین باشد. داشته وجود QUJU = idA∗∗ ویژگی با JU : A∗∗ → AU پیوسته عملگر

می شود تعریف زیر به صورت A∗∗ روی نیز دیگری

m ?U n = QU (JU (m)JU (n)), (m,n ∈ A∗∗).

وجود Q : AU → A∗∗ و J : A∗∗ → AU تصویری نگاشت ،U ابرپالایۀ ۳ .۱۰ قضیۀ بنابر

می دهیم. نمایش ? با را ۳ .۱۰ قضیۀ توسط تعریف شده ضرب .QJ = idA∗∗ به طوری که دارد

نیز (A∗∗, ?) باشد، ∗C‑جبر یک A درحالتی که و [۱۷] است ∗w‑پیوسته مجزا به طور ? ضرب

نیز باشد آرنز منظم باناخ جبر A هنگامی که .[۱۱] ? = □ = ♢ به علاوه و [۱۸] است ∗C‑جبر

کمک به و مشابه فرآیندی با .[۶] ?U = □ = ♢ به گونه ای که یافت U مانند ابرپالایه ای می توان

به وسیلۀ را (A, {·, ·, ·}) مانند سه تایی ∗JB‑دستگاه یک دوم دوگان می توان ۳ .۱۰ قضیۀ

{m,n, p} = Q({J(m), J(n), J(p)}), (m,n, p ∈ A∗∗)

.[۲۱ ،۷] کرد بدل (A∗∗, {·, ·, ·}) سه تایی ∗JB‑دستگاه به
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ابرپالایه ها دیدگاه از ریاضیات ۱۱

تابعک و باشد ‖(an)‖ = supn |an| نرم با همگرا دنباله های همۀ باناخ فضای c کنیم فرض

تابعک باشد. N روی دلخواه ابرپالایه ای U و ببرد آن حد به را دنباله هر c روی f : c → C

fU : `∞ → C, fU (xi)i∈N = lim
U

f(xi)

می دهد نتیجه دارد، قرار N روی آزاد ابرپالایه هر درون فرشه پالایۀ که مطلب این می گیریم. درنظر را

است. معمولی حد از پیوسته توسیعی ابرپالایه حد لذا و است f از پیوسته توسیعی fU که

اصل از (که ابرپالایه ها وجود بین ارتباطی آیا می آورد. ذهن به هم را دیگری موضوع دیدگاه، این

نتیجه را هان‑باناخ قضیۀ انتخاب، اصل دارد؟ وجود هان‑باناخ قضیۀ و می شود) نتیجه انتخاب

هان‑باناخ قضیۀ به عبارت دیگر، نمی دهد. نتیجه را انتخاب اصل هان‑باناخ، قضیۀ اما می دهد،

قرار ابرپالایه یک درون پالایه «هر گزارۀ برای مشابه شرایطی است. انتخاب اصل از ضعیف تر

انتخاب اصل اما نمی دهد، نتیجه را انتخاب اصل گزاره این که معنی این به دارد، وجود می گیرد»،

و هان‑باناخ قضیۀ بین ارتباطی انتخاب، اصل گرفتن درنظر بدون می توان آیا می دهد. نتیجه را آن

یافت؟ می گیرد» قرار ابرپالایه یک درون پالایه «هر گزارۀ

اصل کنیم. یادآوری می شوند نتیجه انتخاب اصل از که را مهم گزاره های از برخی دهید اجازه

−C∗ روی محض۲ حالت هر که را گزاره این ،KM با را کرین‑میلمن۱ قضیۀ ،AC با را انتخاب

باناخ‑ پارادوکس ،HB با را هان‑باناخ قضیۀ ،PSE با است A به گسترش قابل A از B زیرجبر

گزاره این ،UT با است ابرپالایه یک در مشمول پالایه هر که را گزاره این ،BTP با را تارسکی۳

واحد گوی که را گزاره این ،BPI با است اول ایده آل یک در مشمول بولی جبر در ایده آل هر که را

قضیۀ و TC با را تیخونوف قضیۀ ،EE با است فرین نقطه یک حداقل دارای باناخ فضای هر دوگان

می دهیم. نشان BA با را باناخ‑آلاغلو۴

از برداری زیرفضای Y ⊆ X کنیم فرض زیرا می دهد. نتیجه را هان‑باناخ قضیۀ UT گزارۀ

مجموعۀ باشد. ۱ نرم با تابعکی f : Y → C و X نرمدار فضای

I = {M : است متناهی بعد زیرفضایی M ⊆ X}

1Krein-Milman theorem 2pure state 3Banach-Tarski theorem 4Banach-Alaoglu theorem
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ترتیب رابطۀ به مجهز

M۱ ≤ M۲ ⇐⇒ M۱ ⊆ M۲,

UT گزارۀ باشد. (I,≥) جهت دار مجموعۀ روی فرشه پالایۀ F کنیم فرض می گیریم. درنظر را

عملگر توسط X به طوری که می کنند تضمین را F شامل U مثل ابرپالایه ای وجود ۱ .۱۰ قضیۀ و

که هان‑باناخ قضیۀ ابتدایی مراحل است. (M)U در نشاندن قابل θ : X ↪→ (M)U طولپای

fM : M → C گسترش ،M ∈ I هر برای که می دهد نتیجه نیست، دخیل آن در انتخاب اصل

نگاشت است کافی اینک .‖fM‖ = ‖f‖ و fM |M∩Y = f |M∩Y به گونه ای که دارد وجود

۱ .۱۰ قضیۀ طریق از که θ نگاشت ویژگی های بگیریم. درنظر را X θ−→ (M)U
(fM )U−−−−→ C

باشد. X به f مطلوب توسیع (fM )U ◦ θ که می کند ایجاب می شود، ساخته

محدب موضعاً توپولوژیک برداری فضای یک برای را هان‑باناخ قضیۀ می توان به همین ترتیب

.[۲۳] کرد اثبات UT از استفاده با

زیر گزاره های که داد نشان می توان دادیم، انجام تیخونوف قضیۀ اثبات در که آنچه با مشابه

هم ارزند:

UT ⇐⇒ BPI ⇐⇒ BA ⇐⇒ TC

هم ارزند: زیر گزاره های به ویژه، .[۲] است هم ارز EE با انتخاب اصل

AC ⇐⇒ UT+KM ⇐⇒ HB+KM ⇐⇒ EE

هیچ یک به تنهایی هان‑باناخ قضیۀ اما می شود، اثبات KM یا UT برقراری با هان‑باناخ قضیۀ

هان‑باناخ قضیۀ آن در که است شده ساخته مدلی [۲۶] در واقع، در نمی دهد. نتیجه را احکام دیگر از

تا را انتخاب اصل اگر که است این جالب نکتۀ نیستند. برقرار KM و UT درحالی که است، برقرار

اطلاعات است. اثبات قابل باناخ‑تارسکی پارادوکس هم باز کنیم، ضعیف هان‑باناخ قضیۀ حد

:[۲۷ ،۲۶ ،۲۴ ،۲۳ ،۲۲ ،۱۹ ،۱۴] کرد خلاصه زیر به صورت می توان را اخیر

AC =⇒ UT,BIP,BA,TC,KM =⇒ HB =⇒ BTP

درنظر را UT ،AC به جای اگر نمونه، برای دارد، زیادی تبعات انتخاب اصل تضعیف اما

اینکه، یا است، شمارا زیرمجموعۀ یک شامل نامتناهی مجموعۀ هر که داد نشان نمی توان بگیریم،
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است این گونه هم اجتماعشان باشند، card(R) از کمتر اکیداً اصلی ای عدد دارای Y و X اگر

.[۱۹]

و یکدار جابه جایی ∗C‑جبر یک X کنیم فرض زیرا می دهد. نتیجه را UT گزارۀ PSE گزارۀ

بستۀ ایده آل بر `∞(I,X) خارج قسمت را XF باشد. I مجموعۀ روی پالایه یک F

NF = {(xi)i∈I : lim
F

‖xi‖ = ۰}

باشد. ناصفر و ضربی تابعکی f کنیم فرض است. ∗C‑جبر یک نیز XF بنابراین می گیریم. درنظر

می کنیم تعریف

Xf
F = {(xi)F : باشد داشته وجود lim

F
f(xi)}

fF : Xf
F → C, (f)F (xi)F = lim

F
f(xi)

پیوستۀ توسیع بنابراین و است کراندار ضربی تابعک Xf
F ∗‑زیرجبر روی fF دراین صورت

بنابراین و است ∗C‑جبر یک روی ضربی تابعکی درواقع توسیع این دارد. وجود fF : Xf
F → C

به صورت را U دهیم. گسترش h : XF → C ضربی تابعک به را آن می توانیم

A ⊆ I, A ∈ U ⇐⇒ h(۱A) = ۱

روی و ۱ برابر i ∈ A اندیس های روی که است XF از عضوی ۱A آن در که می کنیم تعریف

دراین صورت A ∈ F هرگاه زیرا ،F ⊆ U که کنید توجه است. ۰ برابر i ∈ Ac اندیس های

h(۱A) = fF (۱A) = ۱.

صفر مقادیر از یکی h(۱A) است، ضربی h و خودتوان عضور یک ۱A ،A هر برای چون همچنین

است. واقع U در Ac یا A مجموعه های از یکی A ⊆ I هر برای لذا می کند. اختیار را یک و

است. F شامل ابرپالایه یک U بنابراین می شود. نتیجه به راحتی نیز U بودن پالایه

کرد: اشاره زیر موارد به می توان بالا مشاهدات از نتایجی به عنوان

.PSE =⇒ UT =⇒ HB .۱

.KM+HB =⇒ PSE =⇒ UT .۲

.KM+HB ⇐⇒ PSE +KM ⇐⇒ UT+KM ⇐⇒ AC .۳
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،مثلا اگر، زیرا باشند، صادق نمی توانند هیچ کدام KM =⇒ UT و UT =⇒ KM به علاوه،

از ضعیف تر اکیداً UT اما است، درست نیز UT =⇒ AC آنگاه باشد، برقرار UT =⇒ KM

.[۱۴] است AC

به پرداخت؛ بزرگ بسیار مجموعه های جستجوی به می توان ابرپالایه تعریف در اندکی تغییر با

کنیم شرط باشد، U در دوباره U اعضای از متناهی اشتراک که شرط این به جای که ترتیب این

چنین اگر می نامند. CIP به اختصار را ویژگی این باشند. U در U اعضای از شمارا تعداد اشتراک

در دوباره U در مجموعه λ < κ هر اشتراک باشد، داشته وجود κ اصلی عدد با X روی ابرپالایه ای

ابرپالایه ای وجود می رسد. به نظر دشوار بسیار بزرگ، بسیار مجموعه های جستجوی می گیرد. قرار U

وجود با ZFC سازگاری حتی نیست، اثبات قابل ZFC موضوعۀ اصول دستگاه در CIP ویژگی با

است. نامشخص نیز CIP ویژگی با ابرپالایه یک
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