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هندسۀ در حل نشده مسائل زیباترین از یکی که است محاطی مربع مسئلۀ دربارۀ مقاله این چکیده.
خم هر روی که است آن از حاکی است مشهور نیز توپلیتس حدس به که مسئله این است. مسطحه
خم های برای توپلیتس حدس مربع اند. یک رئوس که دارد وجود نقطه چهار صفحه، در بسته سادۀ
حل مسئلۀ هنوز اصلی حالت اما است، شده ثابت خم ها از بزرگ تری دسته های و هموار و محدب

است. نشده ای

مقدمه ۱

شد مشاهده ۱۹۱۱ سال به کنفرانسی گزارش در اولین بار توپلیتس۱ حدس یا محاطی مربع مسئلۀ

مسائل برخی «دربارۀ آن دوم قسمت عنوان که کرد ایراد سخنرانی ای توپلیتس کنفرانس آن در .[۲۲]

مطرح زیر صورت به را سوم مسئلۀ آن ها، حل با همراه مسئله دو ارائۀ از پس او بود. توپولوژی» در

مربع اند. یک رئوس که دارد وجود نقطه چهار صفحه، در بسته سادۀ خم هر روی کرد:

یک به یکی پیوستۀ نگاشت توسط که می نامند نیز ژوردان۲ خم یک را صفحه در بسته سادۀ خم هر

توپولوژیک نشانندۀ یک معادل را آن می توان همچنین می شود. داده نشان γ : S۱ −→ R۲ مانند

مربع کامل قرارگیری به لزومی توپلیتس مسئلۀ در که کنید توجه گرفت. نظر در نیز S۱ ↪→ R۲ مانند

مناسب تر «میخ کوب کردن۳» «محاط»، واژۀ به جای شاید از این رو، است. نشده قید خم داخل در

باشد.

محدب خم یکنوا، موضعاً خم توپلیتس، حدس محاطی، مربع مسئلۀ بسته، سادۀ خم کلیدی: کلمات و عبارات
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آرنولد ۱۹۱۳ سال در است. نداده انتشار مسئله این از اثباتی هیچ گاه توپلیتس که می رسد به نظر

دیگری برهان بعد، سال دو .[۳] کرد ارائه هموار» «به اندازۀکافی محدب خم های برای برهانی امچ۱

خاص حالت که بود نکرده توجه او باوجوداین، کرد. ضعیف تر را همواری شرط آن در که کرد ارائه

.[۴] می کند ایجاب محدب خم های همۀ برای را مسئله درستی حدی، استدلال یک با هموار، خم های

شکستگی نقطۀ متناهی تعدادی فقط که تکه ای تحلیلی، خم های همۀ برای را مسئله  سومی مقالۀ در او

.[۵] کرد اثبات دارند،

مسئله و نبوده گاه آ شاگردانش و توپلیتس تحقیقات از که بود کرده اذعان مقاله اش دومین در امچ

در را پسادکترا دورۀ یک توپلیتس ۱۹۱۳ تا ۱۹۰۶ سال های بین کرده است. پیشنهاد او به کمپنر۲ را

سرپرستی تحت گوتینگن در را خود دکترای که بود انگلیسی ریاضیدانی کمپنر و نمود سپری گوتینگن

را محاطی مربع مسئلۀ اول بار آن ها از کدام یک این که بود. کرده اخذ ۱۹۱۱ سال در لانداو۳ ادموند

است این می شود دیده ریاضی کتاب های در امروز که آنچه اما نیست؛ مشخص است گذرانده نظر از

است. توپلیتس» «حدس محاطی مربع مسئلۀ دیگر نام که

دهند؟ مربعی تشکیل که است نقطه چهار دارای صفحه در بسته سادۀ خم هر آیا .۱ .۱ مسئله

محدب خم های دستۀ برای مثلا خاص، حالت هایی در مسئله این برای جالب راه حل هایی چند هر

این دربارۀ ما دانش کمی می شود، اثبات آن ها در محاطی مربع وجود که است شده ارائه هموار، یا

به مربوط مسائل و مسئله این دربارۀ که ارزشمندی تحقیقات تمام وجود با است. حیرت آور مسئله،

حالت های از هریک توصیف برای کافی دانش هنوز است، گرفته انجام سده یک از بیش طول در آن

نداریم: مسئله برای را زیر ممکن

دارای کند، تقسیم بخش یک از بیش به را آن که صفحه در کران دار و بسته مجموعۀ هر :۱ امکان

ژوردان، خم قضیۀ بنابر که است اهمیت حائز نکته این به توجه اینجا در است. مربع یک رأس چهار

این چنانچه بنابراین، می کند. تقسیم بیرون و درون بخش دو به را آن صفحه، در بسته سادۀ خم هر

می شود. حل نیز محاطی مربع مسئله ٔ باشد، برقرار حالت

می توان کلی به طور نیستند. محاطی مربع دارای صفحه، در بسته سادۀ خم های بیشتر :۲ امکان

انتخاب صفحه در بسته سادۀ خم های همۀ میان از تصادفی به صورت را بسته ای سادۀ خم اگر که گفت

است. صفر محاطی اند مربعی دارای که باشد خم هایی از دسته آن جزء خم این اینکه احتمال کنیم،
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این از اندازه ای چه تا تاکنون ناشناختگی، از طیف سر دو این بین که است این مهم سؤال حال

دهیم؟ پاسخ توانسته ایم را مسئله

محدب، خم های جمله از گوناگونی رده های برای بسیاری ریاضی دانان را محاطی مربع مسئلۀ

مربع وجود که بسته سادۀ خم های از رده مهم ترین کرده اند. ثابت تکه ای تحلیلی خم های و هموار، خم های
استروم کوئیست۱ والتر توسط که است یکنوا موضعاً خم های ردۀ است، شده ثابت آن ها برای محاطی

پیوسته خم های ردۀ به مربوط که اصلی مسئلۀ باوجوداین، است. رسیده اثبات به ۱۹۸۹ سال در

پژوهش های در است. نشده ارائه آن برای ردیه ای یا اثبات تاکنون و است مانده باقی حل بدون است

برای مسئله پویایی نشان دهندۀ که است شده اثبات و بررسی حدس این از تعمیم هایی اخیر، سال ده

خواهیم که همچنان اما است، ویژه ای چهارضلعی مربع هندسی، دیدگاه از است. ریاضی علاقه مندان

و مستطیل نظیر چهارضلعی ها، دیگر مورد در را توپلیتس حدس درستی بسیاری، پژوهشگران دید،

به دست کاملی نسبتاً نتایج هم مثلث ها مورد در همچنین نموده اند. بررسی متساوی الساقین ذوزنقۀ

است. آمده

مسئله اثبات های اولین ۲

مقدم تعدادی است، شده ارائه خاص حالت هایی در مسئله این برای که راه حل هایی تمام میان از

و شده اند ارائه خم ها از خاص دسته ای برای اول بار که مهمی اند قضیه های یا به گونه ای که بقیه اند بر

جملۀ از بوده اند. بعدی تعمیم های و تحقیقات رهگشای خود زمانۀ در آن ها ترفندهای و ایده ها یا

اشاره توپلیتس توسط مسئله طرح و معرفی از پس دستاوردها و اثبات نخستین به می توان این ها،

نقاط تعداد با تنها تکه ای تحلیلی، ژوردان خم های برای ،۱۹۱۶ سال در [۵] امچ توسط که کرد

مربع مسئلۀ که ،۱۹۲۹ سال در [۱۹] اشنیرلمان۲ اثبات همچنین و شد ارائه متناهی شکستگی

اشنیرلمان اثبات هرچند کرد. ثابت C۲ از بزرگ تر اندکی ژوردان خم های دستۀ برای را محاطی

تحقیقات در او روش شد، رفع [۶] گوگنهایمر۳ و او خود توسط بعداً که بود کوچکی خطاهای دارای

اولیه برهان دو این از چکیده ای اینجا در گرفت. قرار توجه مورد مسئله این برای ریاضی دانان بعدی

می آوریم. را

امچ برهان از طرحی

همۀ مجموعۀ می گیریم. درنظر صفحه در را ` خط و تکه ای تحلیلی را γ : S۱ ↪→ R۲ ژوردان خم
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که کرد ثابت امچ کلی، مفروضات تحت می نامیم. Mℓ را ` با موازی γ وترهای وسط در نقاط

نقاط از فردی تعداد در را یکدیگر Mℓ⊥ و ،Mℓ مجموعۀ دو ،`⊥ و ` برهم عمود خطوط برای

بیانگر برخورد نقاط این کرد. بیان نیز همولوژیکی به شکل می توان را گزاره این امروزه می کنند. قطع

لوزی ها این از هرکدام قطرهای متناظر، متقاطر برهم عمود وتر دو که γاند در محاط لوزی های

برخورد مجموعۀ نقاط درنتیجۀ و می دهیم دوران درجه ۹۰ پیوسته به طور را ` خط اینک هستند.

مسیر، این در متناهی بار دفعات به به گونه ای که می کنند حرکت پیوسته صفحه در نیز Mℓ ∩Mℓ⊥

جدید برخورد نقطۀ دو یا و شوند ناپدید و گیرند قرار روی هم است ممکن مجموعه این از نقطه  دو

برخورد، نقاط از یک بعدی خانوادۀ است ممکن بچرخد درجه ۹۰ اندازۀ به ` وقتی شود. ظاهر

Mℓ ∩Mℓ⊥ مجموعۀ اعضای تعداد از آنجا که دهند. تشکیل تبهگن دایره ای مؤلفه های از اجتماعی

اگر بدین  معنی که باشند، ‑ناوردا Z
۴Z باید مؤلفه ها این از فردی تعداد که کرد استدلال امچ است، فرد

قرار مؤلفه همان در باید نیز R۲R۳R۴R۱ باشد، مؤلفه ها این از یکی در لوزی ای R۱R۲R۳R۴

به R۱R۲R۳R۴ از پیوسته به طور هنگامی که میانی، مقدار قضیۀ از استفاده با اینک باشد. داشته

طول باید قطرها نقطه ای، در حرکت کنیم، محاطی لوزی های از مؤلفه ای طول در R۲R۳R۴R۱

می دهد نتیجه همچنین استدلال این می آید. به دست محاطی مربعی در نتیجه و باشند داشته یکسانی

است. فرد (به طورکلی) امچ خم های ردۀ برای محاطی مربع های تعداد که

اشنیرلمان برهان از طرحی

درنظر γ : S۱ → R۲ خم در محاط چهارضلعی های همۀ پارامتری نمایش فضای را (S۱)۴ فضای

اقطار و اضلاع طول اندازۀ ۶ تا با می توان را صفحه در چهارضلعی هر اینکه به توجه با می گیریم.

نقاط از (x۱, x۲, x۳, x۴) چهارتایی هر که را fγ : (S۱)۴ −→ R۶ نگاشت کرد، مشخص

،γ(x۳) ،γ(x۲) ،γ(x۱) یعنی ،R۲ در نقاط این تصویر دو به دوی فواصل طول به را دایره روی

همۀ با متناظر R۶ از دو بعدی و خطی زیرفضایی V گیریم می گیریم. درنظر می نگارد γ(x۴) و

(a, a, a, a, b, b) ۶تایی های همۀ به عنوان برابر اقطار طول و اضلاع طول با R۲ در چهارضلعی ها

مؤلفه تعدادی با همراه γ در محاط مربع های تمام مجموعۀ ،f−۱
γ (V ) اینک .a, b ∈ R که باشد

و x۱ = x۳ که هستند چهارتایی هایی به طورکلی، تبهگن، مربع های می کند. پارامتری را تبهگن

محاط را مربع یک تنها بیضی، می دانیم می کند: استدلال چنین اشنیرلمان ادامه، در .x۲ = x۴

خم های از دسته ای طریق از تا می دهیم شکل تغییر را e بیضی هموار، و پیوسته به طور حال می کند.
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این همواری به دلیل برسیم. γ = γ۱ مطلوب خم به ،e = γ۰ و t ∈ [۰, ۱] شرط با γt ژوردان

نخواهند تبهگن خم ها، از دسته این در محاطی مربع های از دنباله ای که داد نشان می توان انتقال،

خمینه های می کند، تغییر ۱ تا ۰ از پیوسته به طور t وقتی ،f−۱
γt (V ) ناتبهگن  بخش بنابراین شد.

۱‑خمینه ها چون اینک می کند. متصل e بیضی به را γ جواب مجموعۀ که می دهد تشکیل یک بعدی

یکی e بیضی با γ محاطی مربع های تعداد زوجیت نتیجه در دارند، مرزی نقاط زوجی تعداد همیشه

می کند. محاط را مربع فردی تعداد به طور کلی γ بنابراین و شد خواهد

قوی تر اندکی همواری شرط با اشنیرلمان اثبات در γ خم که است اهمیت حائز نکته این اینجا در

بعدی ریاضی دانان اثبات، این در او روش از یاری با اما است، شده گرفته درنظر C۲ همواری از

کردند. اثبات γ هموار خم های برای را مسئله

ژوردان خم های کلی حالت حل برای مشابه روش های و روش این از استفاده اینکه، سرانجام

کاری f−۱(V ) در ما موردنظر مربع های و تبهگن چهارضلعی های تشخیص زیرا نیست، کارگر

مسئله حل در به کار رفته روش های بیشتر راه سر بر موجود مانع بزرگ ترین درواقع، است. دشوار

که حدی خم های از مجموعه ای روی گرفته شده به کار حدی استدلال های که است این کلی، حالت در

ما نظر مورد خم روی حدی مربع ناتبهگنی از تضمینی نمی توانند نهایت در محاطی اند، مربع دارای

است. نشده شناخته مشکل این حل برای راه کاری هیچ تاکنون دهند. دست به

محدب خم های برای برهان ها زیباترین ۳

.[۲۵] کرد ارائه ۱۹۲۱ سال در تسیندلر۱ را محدب خم های برای محاطی مربع مسئلۀ برهان نخستین

قضیه ای فن۳ راجر ۱۹۷۰ سال در .[۲] کرد منتشر کریستنسن۲ ۱۹۵۰ سال در را دیگری برهان

نتایج از یکی محدب، خم های حالت در محاطی مربع مسئلۀ که کرد ثابت میز۴ قضیۀ به موسوم کلی 

خم های حالت در محاطی مربع مسئلۀ برای برهان ها زیباترین از یکی قضیه این برهان است. آن

است. محدب

همچنین باشد. R۲ صفحۀ در S مرز با فشرده محدب Dقرص کنید فرض میز). (قضیۀ ۱ .۳ قضیه

عددی d > ۰ اگر است. صفر D از خارج که باشد نامنفی و پیوسته تابعی f : R۲ −→ R

D در مرکز و d ضلع طول با مربع ای تشکیل که دارند وجود R۲ در نقطه چهار آنگاه باشد، حقیقی

است. برابر نقطه چهار این در f مقدار به طوری که می دهند
1Konrad Zindler 2Carl M. Christensen 3Roger Fenn 4table theorem
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ثابت پس این از و پادساعت گرد) یا (ساعت گرد دلخواه جهت یک میز. قضیۀ برهان از خلاصه ای

R۲ نقاط از (a۱, a۲, a۳, a۴) مرتب چهارتایی d > ۰ مثبت عدد برای می گیریم. درنظر R۲ برای

مرکز با و d ضلع طول با مربع ای رئوس متوالی، نقطۀ چهار این اگر می نامیم (d,D)‑مربع یک را

D × S۱ توپر چنبرۀ با (d,D)‑مربع ها همۀ مجموعۀ دید، خواهیم همچنان که باشند. D در واقع

(۰, ۰, ۰) نقطۀ که می گیریم درنظر چنان را R۳ = R۲ × R دکارتی مختصات است. متناظر

باشد، x مرکز با (d,D)‑مربع یک (a۱, a۲, a۳, a۴) کنید فرض باشد. D از درونی نقطه ای

می گیریم چنان را α ∈ S۱ نقطۀ آنگاه باشد، R۲ در یکه دایرۀ نشان دهندۀ S۱ اگر .x ∈ D یعنی

همۀ مجموعۀ بین یک به یک تناظری در این صورت، باشد. −−→a۱a۲ بردار با هم   جهت −→oα بردار که

R۳ = R۲×R در را f نمودار اکنون دارد. وجود D× S۱ در (x, α) نقاط و (d,D)‑مربع ها

می دهد نتیجه R۳ در Qi = (ai, f(ai)) به صورت نقطه چهار (d,D)‑مربع، هر بگیرید. درنظر

می کنند. مشخص R۳ در را π(x, α) صفحۀ یک Q۳ و ، Q۲ ،Q۱ نقاط .i = ۱, ۲, ۳, ۴ که

برداری می نامیم. p = p(x, α) را R۲ بر عمود و a۴ از گذرنده خط و صفحه این تلاقی محل

،ϕ(x, α) کنید فرض است. موازی zها محور با و می کند وصل p به را Q۴ که بگیرید درنظر را

تعریف با ϕ : D × S۱ −→ R حقیقی مقدار نگاشت در این صورت، باشد. بردار این سوم مؤلفۀ

می کنیم تعریف می آید. به دست (x, α) 7−→ ϕ(x, α)

A = {(x, α) ∈ D × S۱ : ϕ(x, α) = ۰}

سه که می شود نتیجه فوق تعریف از باشد. π/۲ اندازۀ به S۱ مثبت دوران g : S۱ −→ S۱ گیریم

که کنید توجه معادل اند. ،(x, α) ∈ A (۳) ,ϕ(x؛ g(α)) = ۰ (۲) ,ϕ(x؛ α) = ۰ (۱) گزارۀ

دارند. مختلف علامت ϕ(x, g(x)) و ϕ(x, α) آنگاه نباشد، برقرار شرایط این از یکی اگر

π(n, α) صفحۀ بر یکه نرمالِ بردار بیانگر n(x, α) کنید فرض ،(x, α) ∈ D × S۱ برای

صفحۀ بر n(x, α) بردار تصویر ψ(x, α) کنید فرض همچنین است. مثبت آن سوم مؤلفۀ که باشد

مجموعۀ را B است. پیوسته نگاشتی ψ : D × S۱ −→ R۲ نگاشت این صورت در باشد. R۲

یعنی می گیریم، درنظر ψ صفر

B = {(x, α) ∈ D × S۱ : ψ(x, α) = ۰}

،α ∈ S۱ هر و است) D مرز S) x ∈ S هر به ازای .A ∩ B 6= ∅ دهیم نشان است کافی
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به وسیلۀ که باشند مربع یک رأس های آن مؤلفه های که دارد وجود (a۱, a۲, a۳, a۴) چهارتایی

است. تمام اثبات شود، صفر نقطه چهار هر در f اگر می شود. مشخص (x, α)

آنگاه باشد، A از نقطه یک (x, α) اگر باشد. مثبت نقاط این از یکی حداقل در f کنید فرض

نقطه، دو حداقل در f که می شود نتیجه دارند، قرار صفحه یک در Q۴ و Q۳ ،Q۲ ،Q۱ نقاط چون

صفر a۴ و a۳ یعنی دیگر، نقطۀ دو در f لذا و است محدب D اما است. مثبت a۲ و a۱ مثلا

آن جهت و است ناصفر ψ(x, α) بردار ،x ∈ S هر و (x, α) ∈ A هر برای به این ترتیب، است.

است. D خارج سمت به

(x, α) ∼ (x, g(α)) یکسان سازی تحت D× S۱ از به دست  آمده توپر چنبرۀ T کنید فرض

لایه چهار پوششی نگاشت r در این صورت، باشد. یکسان سازی نگاشت r : D × S۱ −→ T و

می کنیم تعریف زیر به صورت را ψ′ : T −→ R۲ نگاشت است. T برای

ψ′(r(x, α)) =
۱
۴

۳∑
i=۰

ψ(x, gi(α))

که کنید توجه می گیریم. ψ′ صفر مجموعۀ را B′ و A′ = r(A) می نویسیم

r(A ∩B) = A′ ∩B′

دقیق تفسیر کار، جای بدین تا بود. خواهد چنین نیز A∩B آنگاه باشد، ناتهی A′ ∩B′ اگر لذا و

اثبات برای تلاش برهان، ادامۀ در که است واضح گردید. بیان آن معادل و قضیه حکم از هندسی

صفر A′ از نقطه ای در ψ′ که مطلب این اثبات معادل، به طور یا و بود خواهد A ∩B بودن ناتهی

جمله از جبری توپولوژی ترفند چندین از توپولوژیکی صرفاً رویکردی با فن منظور، این برای می شود.

می برد. پایان به زیبایی به را اثبات و می کند استفاده لفشتس۲ دوگان سازی و نسبی۱ همولوژی

می رسیم. محدب، خم های مورد در محاطی مربع مسئلۀ حل یعنی اصلی، هدف به حال

یک رأس های که دارد وجود نقطه چهار صفحه، در محدب بستۀ سادۀ خم هر روی .۲ .۳ قضیه

مربع اند.

را R۲ در مختصات دستگاه می توان باشد. صفحه در محدبی بستۀ سادۀ خم S کنیم فرض اثبات.

می گیریم. درنظر S درون نقاط و S اجتماع را D باشد. S درون نقطه ای o مبدأ که گرفت چنان

هر به ازای و ، f(o) = ۱ صفر، R۲ −D در که می کنیم تعریف چنان را f : R۲ −→ R تابع
1relative homology 2Lefschetz duality
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،p ∈ D ناصفر عضو

f(p) =
‖
−→
pp′‖
‖
−→
op′‖

D − S در که است پیوسته تابعی f در این صورت است. S و −→op نیم خط تلاقی محل p′ آن در که

میز قضیۀ شرایط به این ترتیب است. صفر ،D از خارج و S روی نقاط یعنی نقاط، بقیۀ در و مثبت

S درون کامل به طور میز، قضیۀ در به دست آمده مربع تا می گیریم کوچک چنان را d است. برقرار

چون گیرد. قرار S روی مربع رأس های از یکی تا می کنیم بزرگ پیوسته به طور را d مقدار گیرد. قرار

طول به مربعی رأس های و می گیرند قرار S روی نیز دیگر رأس سه می شود، صفر S نقاط در f

می باشند. S در محاط و d ضلع

یکنوا موضعاً خم های ردۀ ۴

که کرد اثبات محاطی مربع مسئلۀ  به مربوط مهم قضیۀ سه [۲۰] استرام کوئیست ولتر ۱۹۸۹ سال در

ارزشمند حکمی اصلی قضیۀ اصلی اند. قضیۀ در لازم شرط توسیع دیگر دوتای و اصلی آن ها از یکی

حالت در که می کند ارائه Rn در C۱ هموار بسته  سادۀ خم های در محاطی مربع گون۱ وجود دربارۀ

منظور بخش این سرتاسر (در است هموار ژوردان خم های برای محاطی مربع مسئلۀ  همان n = ۲

وجود معنی به که است مشتق پذیری یک بار به عبارت دیگر، یا C۱ همواری شرط با خمی هموار خم از

می آوریم. را مربع گون مفهوم ابتدا اصلی قضیۀ بیان برای است). خم از نقطه هر بر مماس خط

کردن وصل از به طوری که باشد Rn از نقطه چهار D و ، C ،B ،A کنید فرض .۱ .۴ تعریف

حاصل شکل در این صورت آید. به وجود بسته ای سادۀ خم راست، خطوط از استفاده با آن ها متوالی

و باشند داشته یکسانی طول DA و ، CD ،BC ،AB پاره خط های هرگاه نامیم مربع گون را

باشند. انطباق قابل BD و AC پاره خط های

است. معمولی مربع همان مربع گون بگیریم، درنظر صفحه در را نقطه چهار اگر که کنید توجه

می کند. محاط را مربع گونی Rn در هموار بسته سادۀ خم هر .([۲۰] اصلی (قضیۀ ۲ .۴ قضیه

که است ω : R −→ Rn چون پیوسته ای نگاشت Rn در بسته سادۀ خم از منظور اینجا در

x− y که است برقرار صورتی در ω(x) = ω(y) تساوی و است همسانریخت دایره با آن نگارۀ

باشد. صحیح عددی
1square like
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زیباترین جزء می توان را کارآمد و مفید قضیۀ این برای استرام کوئیت اثبات ایدۀ و روش

می گیرد. بهره جبری توپولوژی از ظریف و هنرمندانه بسیار زیرا آورد به حساب توپولوژیکی اثبات های

نیست. لطف از خالی قضیه این اثبات ایده های کلیدی ترین از یکی ذکر

قابل مجموعه یک از عضو متناهی تعداد برای تنها زوجیت مفهوم است ممکن بسیاری، دید از

با طوری که نامید فرد یا و زوج را عضو نامتناهی تعداد با مجموعه ای می توان آیا اما باشد، درک

تعجب آور باشد؟ آن از تعمیمی به نوعی و نباشد ناسازگار متناهی مجموعه های زوجیت از ما درک

و نیست جدیدی چیز ترفند، این به کارگیری اولیۀ ایدۀ و است مثبت سؤال این جواب که است

کتاب در اشپرنر۱ لم یا و [۲۳] مقالۀ در و میلادی چهل دهۀ تحقیقات در می توان را آن ردپای

به خودش اثبات در نیز استرام کوئیست یافت. [۱۱۹ −۱۱۷ صص. ،۱۲] توپولوژی بر مقدمه ای

چهاربعدی سادکی از بسته و باز زیرمجموعه ای به مربوط همولوژی ردۀ برای درجه تعریف با و زیبایی

را مجموعه آن زوجیت است، قضیه در مفروض خم روی پارامتری شدۀ چهارضلعی های نمایانگر که

و می سازد مشخص Z۲ میدان در همولوژی گروه های میان همریختی یک تصویر از عضوی به عنوان

می برد. بهره بسیار اثبات طی در آن از

قضیۀ خم های روی همواری از ضعیف تر هندسی شرطی استرام کوئیست قضیۀ دومین بیان برای

است. برقرار اول قضیۀ حکم همچنان آن وجود با که می شود گذاشته اصلی

Rn در خم روی بر ω(x) حول بازی همسایگی ،ω خم از ω(x) نقطۀ هر برای :A شرط

وتر از (منظور نیستند. عمود هم بر همسایگی این در خم از وتری دو هیچ به طوری که دارد وجود

می کند). وصل هم به را ω خم از نقطه دو که است پاره خطی

را مربع گونی کند صدق A شرط در که Rn در ω بستۀ سادۀ خم هر .([۲۰] دوم (قضیۀ ۳ .۴ قضیه

می کند. محاط

با که ممکن، شرط ضعیف ترین با حکمی و می کنیم استفاده گزاره این از بعدی، مهم قضیۀ در

آید. دست به R۲ صفحۀ در بسته سادۀ خم های برای است، دست یافتنی استرام کوئیست اثبات روش

بهترین ریاضی دانان، از بسیاری دید از امروز به تا می شود، نامیده خم یکنوایی۲ موضعاً که شرط این

جمله از خم ها از فراوانی رده های زیرا است، شده ثابت محاطی مربع مسئلۀ که آن تحت است شرطی

در C۱ تکه ای هموار خم های بیشتر همچنین و چندضلعی ها، محدب، خم های هموار، خم های همۀ

می کند. اثبات را آن ها در محاطی مربع وجود و می گیرد بر در را صفحه
1Sperner’s lemma 2locally monotone
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خم، روی ω(x) نقطۀ هر برای هرگاه گوییم یکنوا موضعاً را ω : R −→ R۲ خم .۴ .۴ تعریف

وجود صفحه  در ω(x) نقطۀ از گذرنده `(x) مانند خطی و x حول (a, b) مانند بازی همسایگی

نباشد. موازی `(x) خط با ω|(a,b) از وتری هیچ به طوری که باشد داشته

فضای به تنها زیرا است R۲ صفحۀ در ω خم از هندسی کاملا خاصیتی یکنوایی، موضعاً ویژگی

شرط این هندسی ماهیت ۴ .۴ تعریف خم. پارامتری کردن نحوۀ به نه و است مربوط ω تابع تصویر

دارد. سروکار R۲ صفحۀ در موازی بودن با صرفاً چون که می کند آشکار به خوبی را

را مربعی باشد، یکنوا موضعاً که R۲ صفحۀ در بسته سادۀ خم هر .([۲۰] سوم (قضیۀ ۵ .۴ قضیه

می کند. محاط

استدلال از و خود اصلی قضیۀ از محاطی مربع قضیۀ از صورت این اثبات در استرام کوئیست

ثابت اند اندازه ای از بزرگ تر محاطی مربع دارای که خاص هموار خم های از مجموعه ای دربارۀ حدی

می گیرد. بهره می کنند، میل قضیه مفروض یکنوای موضعاً خم به و

قوی، آن قدر صفجه، در یکنوایی موضعاً ویژگی با خم ها مورد در استرام کوئیست قضیۀ این

عرفاً جوابی را آن برخی حتی که می شود گرفته نظر در مسئله کلی حالت به نزدیک و پراهمیت،

با بتوان که بسته ای خم هر برای یکنوایی موضعاً شرط زیرا می دانند، توپلیتس حدس برای درست

تیزبین دیدگاه از البته است. محاطی مربعی دارای درنتیجه و است برقرار کشید، صفحه روی بر مداد

است خم هایی از فراتر و مجردتر بسیار مسئله، رسمی صورت در تعریف شده خم ریاضی دانان، دقیق و

بسته خم های اکثر می دانیم همچنین کنیم. رسم کاغذ روی بر مداد با عملی به صورت می توانیم ما که

کرد. رسم را آن ها نمی توان مداد با و دارند فرکتالی شکل هایی صفحه در

مسئله از تعمیم هایی ۵

از ما منظور قسمت این در داد. تعمیم را محاطی مربع مسئلۀ می توان متعددی به روش های

در P با متشابه چند ضلعی یک محاط شدن ژوردان، خم یک در P ضلعی چند قابل محاط بودن

می  شود. محاط نظر مورد خم در متشابه بودن تقریب با P می  گوییم حالت این در است. مذکور خم

مثلث ها

است شده ارائه صفحه در ژوردان خم هر در محاطی مثلث های برای تاکنون که قضیه ای کامل ترین

.[۱۶] است منسوب نیلسن۱ به
1Mark J. Nielsen
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بی نهایت تعداد J آنگاه باشد، دلخواه مثلثی T و صفحه در بسته ای سادۀ خم J اگر .۱ .۵ قضیه

است. چگال J روی مثلث ها این رأس های نقاط مجموعۀ و می کند محاط را T با متشابه مثلث

مقدماتی توپولوژی و ریاضی آنالیز با که است پیچیده نسبتاً و زیبا، خلاقانه، اثباتی نیلسن اثبات

می دهد. به دست ژوردان خم هر در محاطی مثلث های مورد در شگفت انگیزی نتیجۀ و است فهم قابل

خم هر در محاط متساوی الاضلاع مثلث های دربارۀ جالبی قضایای میِرسون۱ مارک نیلسن، از پیش

کرده اثبات دیگر شکل های و ،Rn در همبند دوبعدی حداقل خمینۀ هر در یا صفحه، در واقع ژوردان

.[۱۵] بود

چهارضلعی ها

انتگرال ها، کاربرد مبتنی بر و متفاوت رویکردی با مشهور، ریاضی دان تائو۲، ترِنس ۲۰۱۷ سال در

این مهم ترین کرد. ارائه محاطی مربع مسئلۀ دربارۀ حدس هایی و قضیه ها شامل طولانی مقاله ای

خم های از خاصی ردۀ برای را محاطی مربع وجود که است زیر قضیۀ هندسه دانان، دید از قضیه ها،

.[۲۱] می کند اثبات نیست استرام کوئیست یکنوای موضعاً ژوردان خم های ردۀ جزء که ژوردان

نقطۀ دو در تنها که باشند −۱)−لیپ شیتسی۳ ε) تابع دو f, g : [۰, ۱] → R۲اگر .۲ .۵ قضیه

می کند. محاط را مربعی تابع، دو این نمودار از حاصل ژوردان خم آنگاه می کنند، برخورد ۱ و ۰

بر انجام شده مطالعات تمام زیرا است قضیه این از فراتر مقاله این اهمیت که است ذکر شایان

بیشتر کاراسف۴ ، رومن تحلیلی و هندسی تحقیقات بجز این، از پیش تا محاطی مربع مسئله روی

پژوهشگران روی پیش نوین مسیری تائو انتگرالی رویکرد و می کردند دنبال را توپولوژیکی رویکرد

داد. قرار

می کند. محاط را مستطیلی صفحه، در بسته سادۀ خم هر .۳ .۵ قضیه

مستطیل یک حداقل به وجود تنها و شد ثابت [۲۴] وون توسط ۱۹۷۷ سال در که بالا، مهم قضیۀ

زیبا، توپولوژیکی اثبات می کند، اشاره صفحه در ژوردان خم هر در محاط نامشخص اضلاع نسبت با

تشکیل ژوردان، خم روی نقاط جفت یکسان سازی از حاصل موبیوس نوار از که دارد مقدماتی و کوتاه،

از استفاده همچنین و واحد، قرص با آن اجتماع توسط دو بعدی) حقیقی تصویری (فضای RP ۲

می برد. بهره نشاند خود با برخورد بدون R۳ فضای در نمی توان را RP ۲ که مطلب این
1Mark D. Meyerson 2Terence Tao 3Rudolf Lipschitz 4Roman Karasev
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و پیشرفته مطالب و ترفندها از استفاده با وون، ایدۀ ادامه در را زیر قضیه های هوگلمیِر اخیراً

نوار نشاندن از دوم قضیۀ اثبات در او .[۷] است کرده اثبات گره ها، نظریۀ و توپولوژی در نوین

۳۶۰ چرخش و موبیوس نوار یک نگه داشتن ثابت با که مطلب این و چهاربعدی فضای در موبیوس

چرخش ها این ۱/۳ در تنها چهار بعدی، فضای در و خاص شرایطی تحت آن از دیگری نسخه درجۀ

در محاطی مستطیل های در مستطیل ها نسبت ۱/۳ درنتیحه و می گیرد صورت برخورد نوار ها میان

می کند. استفاده می شوند، یافت هموار ژوردان خم هر

عدد ،n ≥ ۲ طبیعی عدد هر برای آنگاه باشد، C∞ ژوردان خم γ اگر .([۷]) ۴ .۵ قضیه

اضلاع نسبت با مستطیلی γ خم به گونه ای که دارد وجود k ∈ {۱, ۲, . . . , n − ۱} طبیعی

می کند. محاط را tan(πk/(۲n))

می کند. محاط را r =
√

۳ اضلاع نسبت با مستطیلی ،C∞ ژوردان خم هر .۵ .۵ نتیجه

باشد ۰ ≤ r ≤ ۱ حقیقی اعداد مجموعۀ X و C∞ ژوردان خم γ کنید فرض .([۸]) ۶ .۵ قضیه

لبگ اندازۀ این صورت در محاط کند. را tan(rπ/۴) اضلاع نسبت با مستطیلی γ به گونه ای که

است. ۱/۳ حداقل X مجموعۀ

همۀ مجموعۀ محاط شدن امکان از دارد، ضعیف تری صورت ۱۹ .۵ حدس به نسبت که قضیه ای

است)، دوری چهارضلعی های همۀ مجموعه ی از زیرمجموعه ای (که اضلاع نسبت هر با مستطیل ها

برای مستطیل میخ کوب کردن قضیۀ به که مهم، قضیۀ این دارد. حکایت C∞ ژوردان خم های در

سال در [۹] لوب و گرین را بود، مانده باقی حدس به صورت سال ها و است مشهور هموار خم های
همتافته۱ هندسۀ چارچوب از بهره گیری با و هوگلمیر اثبات ادامۀ در نفر دو این کردند. اثبات ۲۰۲۰

در خود با برخورد بدون نمی توان را لاگرانژی۲ کلاین بطری هیچ که [۱۰] شفچیشین از قضیه این و

کل ۱/۳ فقط نه که دادند نشان نشاند، هموار به صورت همتافته هندسۀ ساختار با چهار بعدی فضای

محاط هموار بسته سادۀ خم هر در می توان را اضلاع)، نسبت هر (با آن ها همۀ بلکه مستطیل ها،

کرد.

r > ۰ تعیین شدۀ پیش از اضلاع نسبت با مستطیلی صفحه، در C∞ ژوردان خم هر .۷ .۵ قضیه

می کند. محاط را

مستطیل های برای را سه گانه۳ دسته بندی یک [۱۸] شوارتس ،۲۰۲۰ سال در اخیراً همچنین،
1symplectic geometry 2Lagrangian Klein bottle 3trichotomy
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به نظر محاطی مربع مسئلۀ حل در بلندپروازانه گامی که است کرده ارائه ژوردان خم های در محاط

مطرح حالت های می برد. بهره چندضلعی ها از مناسبی حد اتخاذ از خود قضیۀ اثبات در او می رسد.

مجموعۀ بر هم و خم بر محاطی مستطیل های رأس های مجموعۀ بر هم متمایز کننده۱ امکان هایی او

قابل دسته ها از یکی به را خود تثلیث او می دهد. ارائه اضلاع نسبت حیث از محاطی مستطیل های

می کند. بیان را زیر جاه طلبانۀ حدس و می داند تقلیل

به علاوه، می کند. محاط را اضلاع نسبت هر با مستطیل هر صفحه، در ژوردان خم هر .۸ .۵ حدس

محاطی اند. مستطیل های رأس های نقطه، چهار حداکثر به جز خم نقاط همۀ

در حتی اما است محاطی مربع مسئلۀ از کلی تر و قوی تر بسیار بالا، حدس که است بدیهی

است. حدس حد در هم هموار خم های و چندضلعی ها خاص حالت های

با ژوردان خم هر در محاط اضلاع نسبت هر با مستطیل هایی وجود نیلسن از زیر قضیۀ دو

.[۱۷] می کند بیان را تقارن سراسری شرط های

است، متقارن Z چون نقطه ای به نسبت که باشد صفحه در بسته ای سادۀ خم J اگر .۹ .۵ قضیه

است. متشابه Q با که دارد وجود Z مرکز با J در محاط مستطیلی Q مستطیل هر برای آنگاه

است، متقارن L چون خطی به نسبت که باشد صفحه در بسته ای سادۀ خم J اگر .۱۰ .۵ قضیه

مستطیل وانگهی، دارد. وجود Q با متشابه و J در محاطی مستطیلی Q مستطیل هر برای آنگاه

باشد. منطبق L خط بر تقارنش محورهای از هریک که شود انتخاب به گونه ای می تواند محاطی

دارای دوری چهارضلعی می شود. نامیده دوری چهارضلعی یک دایره در محاط چهارضلعی هر

قضیۀ آواکوموف و کوپیان آ ۲۰۱۸ سال در یکدیگرند. مکمل روبرویش زوایای که است ویژگی این

.[۱] کردند اثبات را زیر جالب

،C۱ محدب بستۀ خم هر در بودن، متشابه تقریب با توان می  را دوری چهارضلعی هر .۱۱ .۵ قضیه

کرد. محاط

و π/۲ زوایای با کایت یک Q اگر مثال، برای است. لازم بودن C۱ شرط فوق قضیۀ در

محاط ۴π/۵ و π/۱۰ زوایای با متساوی الساقین مثلث یک در را Q نمی توان آنگاه باشد، ۲π/۳

به عبارت دیگر کرد. حذف می توان را همواری شرط آنگاه باشد، مستطیلی Q اگر باوجوداین، نمود.

:[۱]
1sharp
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کرد. محاط محدب، بستۀ خم هر در بودن، متشابه تقریب با می توان را مستطیل هر .۱۲ .۵ قضیه

با که است غیر توپولوژیکی کاملا رویکردی براساس بالا قضیۀ دو برهان که است ذکر شایان

که حدی استدلال هایی و کاراسف از هندسی کاملا لمی و ،ایده آنالیز از سارد۱ قضیۀ از استفاده

که آن به ε‑نزدیک دوری چهارضلعی های با Q مفروض دوری چهارضلعی تقریب با زیبا به نحوی

می آیند. به دست می شوند، محاط γ محدب C۱ خم به میل کننده C∞ محدب اکیداً خم های در

قضیۀ دو از گسترده ای تعمیم های که کرد ارائه جالب قضیۀ چند ۲۰۱۸ سال در ماچکه بنژامن

.[۱۴] فوق اند

محاط بودن متشابه تقریب با را متساوی الساقین ذوزنقۀ هر محدب، ژوردان خم هر .۱۳ .۵ قضیه

از زیرمجموعه  بزرگ ترین متساوی الساقین، ذوزنقه های تمام از متشکل مجموعۀ علاوه برآن، می کند.

است. ویژگی این دارای آن عضو هر که است چهارضلعی هایی همۀ مجموعۀ

ژوردان خم آنگاه باشد، متساوی الساقین ذوزنقۀ از به غیر چهارضلعی ای Q اگر به عبارت دیگر،

مستطیل هر از آنجا که کرد. محاط آن در بودن متشابه تقریب با را Q نمی توان که دارد وجود محدبی

از خاصی حالت مستطیل ها دربارۀ ۱۲ .۵ قضیۀ که است بدیهی است، متساوی الساقین ذوزنقۀ یک

.[۱۴] است ۱۳ .۵ قضیۀ

به علاوه، می کند. محاط را دوری چهارضلعی  هر C۱هموار و محدب ژوردان خم هر .۱۴ .۵ قضیه

است. ویژگی این دارای آن عضو هر که است چهارضلعی هایی از زیرمجموعه بزرگ ترین مجموعه، این

که دارد وجود همواری محدب ژوردان خم آنگاه باشد، غیردوری چهارضلعی ای Q اگر یعنی

کرد. محاط آن در بودن متشابه تقریب با را Q نمی توان

نسخه ای تکه ای خطی ژوردان خم هر آنگاه باشد، متساوی الساقین ذوزنقه ای T اگر .۱۵ .۵ حدس

می کند. محاط را T با متشابه

(محدب چندضلعی هر در متساوی الساقین ذوزنقۀ هر محاط شدنِ امکان مورد در بالا حدس

ذوزنقه های همۀ محاط شدن مورد در ۱۳ .۵ قوی قضیۀ وجود با است. صفحه در واقع مقعر) و

با مستطیل ها همۀ محاط شدن امکان مورد در حتی محدب، بسته  سادۀ خم هر در متساوی الساقین

چندضلعی ای در است)، متساوی الساقین ذوزنقه های همۀ از زیرمجموعه ای (که اضلاع نسبت هر

چهارضلعی هر برای که می شود ارائه کلی تر حکمی بعدی، قضیۀ در نیست. دست در اطلاعی دلخواه
1Sard theorem
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.[۱۴] می کنند محاط را آن که می کند مشخص را محدب ژوردان خم های از رده ای مفروض، دوری

،B ،A ساعت گرد به ترتیب آن رأس های که باشد دوری چهارضلعی ای Q کنید فرض .۱۶ .۵ قضیه

(
←→
CD,

←→
AB) خط های برخورد از حاصل حادۀ زوایای به ترتیب β و α زاویۀ دو و باشند، D و C

آن داخلی زوایای تمام که باشد محدبی ژوردان خم γ اگر در این صورت، باشند. (
←→
BC,

←→
AD) و

می کند. محاط بودن، متشابه تقریب با را Q ،γ آنگاه باشد، min{α, β} از بزرگ تر

مورد در زیرا استنتاج اند، قابل ۱۶ .۵ قضیۀ از بی درنگ ،۱۴ .۵ و ۱۳ .۵ قضیۀ دو کنید که توجه

بنابراین باشند. π آن داخلی زوایای تمام اگر فقط و اگر است هموار γ خم که می دانیم ۱۴ .۵ قضیۀ

min{α, β} < رابطۀ دوری، چهارضلعی هر برای زیرا می شود، محاط γ در دوری چهارضلعی هر

دوری از باشد، داشته موازی ضلع دو ۱۶ .۵ قضیۀ در Q اگر همچنین است. برقرار همواره π

درنتیجه و می شود صفر min{α, β} و است متساوی الساقین ذوزنقه ای که می شود نتیجه آن بودن

دوزنقۀ هر γ محدب ژوردان خم هر بنابراین و می شود برداشته γ داخلی زوایای محدود کنندۀ شرط

ادامۀ در را بالا قضیۀ سه که ماچکه که اینجاست جالب می کند. محاط را Q چون متساوی الساقین

است، کرده ثابت بالایی مهارت و چیره دستی با تا  ئو انتگرالی رویکرد و کاراسف تحلیلی و هندسی ایده

.[۱۴] می گیرد نتیجه ۱۶ .۵ قضیۀ با معادل را زیر عجیب قضیۀ

در که را، متساوی الساقین ذوزنقه های تمام مجموعۀ C۱تکه ای هموار ژوردان خم هر .۱۷ .۵ قضیه

کند. محاط را QIsTr ،C∞ ژوردان خم هر فقط اگر و اگر می کند محاط QIsTrمی نامیم، اینجا

چهارضلعی های محاط شدنِ برای محدب ژوردان خم های روی کافی شرطی که ، ۱۶ .۵ قضیۀ

است. باره این در قضیه مهم ترین امروز تا می دهد، ارائه دوری

خم های در دوری چهارضلعی های محاط شدن امکان مورد در که است کاراسف از بعدی قضیۀ

می دهد. ارائه جالب گزاره ای هموار

با دوری چهارضلعی ای Q و باشد صفحه در هموار ژوردان خم یک γ اگر .([۱۱]) ۱۸ .۵ قضیه

برقرار همیشه زیر حالت دو از یکی آنگاه باشد، D و ، C ،B ،A ساعت گردِ ترتیب به رأس های

است:

محاط γ در آن تحت Q تصویر که دارد وجود صفحه در جهت حافظ تشابهی تبدیل یک الف)

می شود.

γ خم روی ، A′′B′′C ′′ و A′B′C ′ مانند ،ABC مثلث با متشابه و متمایز مثلث دو ب)
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متشابه چهارضلعی های آن ها به D′′ و D′ نقاط کردن اضافه با اگر به طوری که دارد وجود

منطبق اند. هم بر D′′ و D′ آنگاه آیند، به دست Q با

بیشتر که است این محاطی مربع مسئلۀ به مربوط حل نشده مسائل مورد در توجه قابل نکتۀ

پررنگ حضوری جبری توپولوژی موارد از بسیاری در گرچه توپولوژیکی. تا هندسی اند مسائلی آن ها

اعمال مسئله توپولوژیکی ماهیت بر که هندسی محدودیت های از همچنان دارد، مذکور مسائل در

ارائه ۱۸ .۵ قضیۀ برای کاراسف آنچه همانند جدید، هندسی ایده های به نیاز ناآگاهیم. می شود،

از ما انتظار سرحد نمایانگر که زیر حدس می شود. احساس مسائل این حل برای بیش از پیش کرد،

برای خاص حالت در ۲۰۲۰ سال در هرچند است، حل نشده همچنان است دوری چهارضلعی های

است. شده اثبات ۷ .۵ در مستطیل ها

متشابه نسخه ای صفحه، در C∞ ژوردان خم هر آنگاه باشد، دوری Qچهارضلعی اگر .۱۹ .۵ حدس

می کند. محاط را Q با هم جهت و

هر بتواند که نداریم اطمینان هم، C∞ خم  های مورد در حتی هنوز، که می دهد نشان بالا حدس

بنابراین، شد. اشاره ۱۸ .۵ قضیۀ در که C۱ خم های ردۀ به رسد چه بکند محاط را دوری چهارضلعی

دوری اند. چهارضلعی های مورد در قضیه ها مهم ترین ۱۸ .۵ و ۱۶ .۵ قضیۀ دو امروز به تا

است. مطرح همچنان زیر حل نشدۀ سؤال چهارضلعی ها، مورد در سرانجام

هیچ که دارد وجود صفحه در ژوردانی خم ،Q چون چهارضلعی هر برای آیا .۲۰ .۵ مسئله
نکند؟ محاط را Q با متشابه چهارضلعی ای

بالاتر ابعاد و متری فضاهای

نظیر دیگر، شکل های به مربع تعمیم نیز و متری فضاهای به محاطی مربع مسئلۀ تعمیم مورد در

نسبتاً گزارش یک است. آمده به دست گسترده ای نتایج آن، مانند و منتظم هشت وجهی و مکعب

آن به را علاقه مند خوانندۀ که است شده گردآوری [۱۳] در مربوط نتایج و پژوهش ها این از کامل

می دهیم. ارجاع

آخر سخن ۶

ریاضی دانان برای دارد، مقدماتی و ساده صورتی مسئله این رسد به نظر است ممکن اول نگاه در گرچه

تاکنون است. سرگردان توپولوژی و هندسه مهم شاخۀ دو میان و است حل نشده و پیچیده معمایی هنوز



۱۲۹ (۱۴۰۱ تابستان و (بهار ۷۰ شمارۀ ،۴۱ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

از گوناگونی رده های دهند نشان تا شده اند گرفته خدمت به توپولوژیکی متعدد ترفند های و روش ها

هندسۀ از ناآگاه آن ها همۀ ولی می شوند شامل را مربع یک حداقل درنتیجه و فرد تعداد خم ها این

به موفق می شود، اعمال خم ها این بر که پس زمینه) فضای (به منزلۀ R۲ اقلیدسی صفحۀ بر حاکم

می رسد به نظر نشده اند. پیوسته، صرفاً بسته سادۀ خم های مورد در مسئله کلی حالت از راز گشایی

نهایت در کند، برقرار توپولوژی و هندسه میان عمیق پیوندی بتواند که جدید نظریه ای گسترش و طرح

بیابد. ساله صد معمای این درخور جوابی

محاطی مربع مسئلۀ دربارۀ مطلبی هیچ فارسی نوشته های بین در مقاله، این نگارش زمان تا چون

با خواننده ای شاید تا بود حل نشده مسئلۀ این به کامل، امکان حد تا نگاهی، ما هدف نشد، یافت

آید! نائل آن کامل حل به زیبا مسئلۀ این با بیشتر آشنایی

قدردانی و تشکر

قالب در اثر این از مالی حمایت برای کاشان دانشگاه از را خود تشکر مراتب مقاله نویسندگان

می دارند. ابراز ۹۸۵۹۸۷/۱ شماره به پژوهانه
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The Inscribed Square: A Beautiful Problem in Geometry and
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Abstract. The inscribed square problem, also known as the square peg problem or the
Toeplitz’ conjecture, is an unsolved question in geometry: Does every plane simple
closed curve contain all four vertices of some square? This is true if the curve is convex
or piecewise smooth and in other special cases. The problem was proposed by Otto
Toeplitz in 1911. Some early positive results were obtained by Arnold Emch and Lev
Schnirelmann. As of 2022, the general case remains open. In this paper we give a brief
survey of most important results in this respect.
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