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در را آن گاوس که است اعداد نظریۀ قضیه های مهم ترین از یکی گاوسی مربعی تقابل قانون چکیده.
می کنیم ثابت متناهی آبلی گروه های سرشت دربارۀ مطالبی ابتدا مقاله، این در کرد. ثابت سالگی نوزده

می کنیم. عرضه گاوس مربعی تقابل قانون برای اثباتی آن ها از استفاده با سپس و

مقدمه ۱

یک ماندۀ a گوییم .(a, p) = ۱ که باشد چنان a ∈ Z و باشد فرد اول عدد یک p کنید فرض

درغیراین صورت باشد، جواب دارای x۲ ≡ a (mod p) هم نهشتی اگر است p پیمانۀ به درجۀ دوم

دادن نشان برای ،(ap ) یعنی ژاندر۱، ل نماد از نیست. p پیمانۀ به درجۀ دوم یک ماندۀ a می شود گفته

به درجۀ دوم a ماندۀ اگر (ap ) = ۱ می نویسیم می شود: استفاده نه یا است درجۀ دوم a ماندۀ اینکه

.(ap ) = −۱ درغیراین صورت و باشد p پیمانۀ

آنگاه باشند متمایز فرد اول اعداد q و p اگر که می دارد بیان گاوس۲ مربعی تقابل قانون

(
p

q
)(
q

p
) = (−۱)

(p−۱)(q−۱)
۴ .

را تساوی این کرد ادعا و داد قرار بحث مورد را آن لژاندر سپس و کرد بیان اویلر ابتدا را تساوی این

سال نوزده فقط که حالی در کرد ارائه [۴] در گاوس را قانون این اثبات اولین اما است. کرده ثابت
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متفاوت اثبات شش زندگی اش طول در که گردید علاقه مند نتیجه این به آن چنان گاوس اما داشت.

است. رسیده چاپ به [۵] در که کرد پیدا قضیه این برای

از بیش به تعدادشان که است شده پیدا مربعی تقابل قانون برای متعددی اثبات های تاکنون

هم با اشتراکاتی آن ها از برخی ولی نمی رسند به نظر بدیهی هیچ یک و می رسد عدد یک صدوپنجاه

اثبات های [۲] در است. موجود [۳ ،۷] مقاله های و [۸ ،۶] کتاب های در مقدماتی اثبات های دارند.

مقاله این در است. شده گردآوری گاوس، خود اثبات های جمله از گاوس، مربعی تقابل قانون متعدد

می دهیم. ارائه متناهی آبلی گروه های سرشت نظریۀ از استفاده با را قضیه این از دیگری اثبات

متناهی آبلی گروه سرشت های ۲

می کنیم. آغاز را بخش این زیر تعریف با

عبارت F میدان روی A سرشت یک باشد. متناهی آبلی گروه یک A کنید فرض .۱ .۲ تعریف

است. F میدان ضربی گروه F× آن در که χ : A −→ F× هم ریختی از  است

و جمعی را A در ترکیب قانون +χ(a ؛ b) = χ(a)χ(b) داریم a, b ∈ A هر برای بنابراین

.χ(−a) = χ(a)−۱ و χ(۰) = ۱ داشت خواهیم به این ترتیب می گیریم. درنظر ۰ را خنثی عضو

.a ∈ A هر برای χ(a) = ۱ ضابطۀ با است χ : A −→ F× هم ریختی A بدیهی سرشت

،char(F ) | |A| در حالتی که و می نامیم A گروه معمولی سرشت یک را χ ،F = C در حالتی که

است. F میدان مشخصۀ char(F ) آن در که می نامیم پیمانه ای را χ سرشت

A از سرشتی χ اگر پس .na = ۰ داریم a ∈ A هر برای آنگاه شود فرض |A| = n اگر

داریم باشد،

χ(na) = χ(a)n = χ(a) = ۱

ریشه های شامل F میدان می کنیم فرض χ تعریف در بنابراین، است. واحد nام ریشۀ χ(a) یعنی

،χ(a) = χ(−a) ضابطه با χ : A −→ F× آنگاه باشد A از سرشتی χ اگر است. واحد nام

است. A از سرشت یک نیز ،a ∈ A هر برای

دراین صورت باشند. آن از سرشت هایی φ و χ و متناهی آبلی گروه یک A کنید فرض .۲ .۲ گزاره
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∑(الف)
x∈A

χ(x)φ(x) =

{
|A| χ = φ
۰ χ ̸= φ

∑(ب)
x∈A

χ(x) =

{
|A| باشد بدیهی χسرشت اگر
۰ درغیراین صورت

x ∈ A هر به ازای آنگاه χ = φ اگر که کنید توجه ابتدا (الف)، اول قسمت اثبات برای اثبات.

و χ ̸= φ فرض کنیم اگر همچنین است. برقرار χ(x)φ(x) = χ(x)χ(−x) = ۱ برابری

در این صورت ،χ(y)φ(−y) ̸= ۱ که باشد عضوی y ∈ A

χ(y)φ(−y)
∑
x∈A

χ(x)φ(−x) =
∑
x∈A

χ(xy)φ(−xy) =
∑
x∈A

χ(x)φ(−x),

درنتیجه

(χ(y)φ(−y)− ۱)
∑
x∈A

χ(x)φ(−x) = ۰

می شود. ثابت (الف) به این ترتیب و می گردد حاصل
∑

x∈A χ(x)φ(−x) = ۰ آن از که

استفاده (الف) از و بگیریم درنظر بدیهی سرشت را φ است کافی (ب) قسمت اثبات برای

کنیم.

گروه از سرشتی χ : Zp −→ F× میدان، یک F فرد، اول عدد یک p کنید فرض .۳ .۲ تعریف

عبارت در این صورت باشد. Z×
p ضربی گروه از سرشتی φ : Z×

p −→ F× و ،Zp جمعی

G = G(χ, φ) =
∑
x∈Z×

p

χ(x)φ(x)

می نامند. Zp به وابسته گاوسی مجموع یک را

عددی G آن وقت ،F = C حالتی که در و است F میدان از عضوی G که می کنیم مشاهده

کرد تعریف می توان G تعریف به توجه با همچنین است. مختلط

G =
∑
x∈Z×

p

χ(−x)φ(x−۱).
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.G �G = p آنگاه باشند نابدیهی سرشت های φ و χ اگر .۴ .۲ گزاره

نوشت می توان φ و χ تعریف به باتوجه اثبات.

G �G =
∑

u,t∈Z×
p

χ(t)χ(−u)φ(t)φ(u−۱)

=
∑

u,t∈Z×
p

χ(t− u)φ(tu−۱) =
∑
x ̸=۰

φ(x)
∑
u ̸=۰

χ(u(x− ۱)).

درنتیجه .
∑

y ̸=۰,۱ φ(y) = −۱ و
∑

x ̸=۰ χ(x) = −۱ داریم ۲ .۲ گزارۀ از استفاده با

G �G = p− ۱ +
∑
x ̸=۰,۱

φ(x)
∑
u ̸=۰

χ(u(x− ۱)) = p− ۱ −
∑
x ̸=۰,۱

φ(x) = p.

ریشه های شامل ولی نیست p آن مشخصۀ که باشد میدانی F و فرد اول عدد یک p کنید فرض

یک ،a ∈ Z×
p هر به  ازای χ(a) = (ap ) ضابطۀ با χ : Z×

p −→ F× تابع است. واحد pام

داریم لژاندر نماد مقدماتی خواص بنابه زیرا است، Z×
p سرشت

(
ab

p
) = (

a

p
)(
b

p
).

،φ(a) = ξa ضابطۀ با φ : Zp −→ F× تابع باشد، F در واحد اولیۀ pام ریشۀ یک ξ اگر

داریم ، φ و χ به نسبت بنابراین، است. Zp جمعی گروه برای سرشت یک ،a ∈ Zp

G(χ, φ) =
∑
a∈Z×

p

(
a

p
)ξa.

می شود تعریف چنین و است مختلط عددی F = C در حالتی که کلاسیک گاوسی مجموع

Gp =

p−۱∑
a=۱

(
a

p
)ξa.

مقدماتی جبر از باشد. C در واحد اولیۀ pام ریشۀ یک ξ و فرد اول عدد یک p کنید فرض

و xp−۱
x−۱ = xp−۱ + xp−۲ + · · · + x + ۱ از عبارت است ξ مینیمال چندجمله ای می دانیم
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درنتیجه

ξp−۱ + ξp−۲ + · · ·+ ξ + ۱ = ۰.

کنیم تعریف اگر

Z[ξ] =

{
p−۲∑
i=۰

aiξ
i : ai ∈ Z

}
کنید توجه است. حلقه ساختار دارای لذا و است بسته ضرب و جمع تحت Z[ξ] که می شود دیده آنگاه

ضرایب با {۱, ξ, . . . , ξp−۲} مجموعۀ عناصر ترکیبات برحسب می توان را ξk توان های تمام که

نوشت. Z در

.Z[ξ] ∩Q = Z .۵ .۲ گزاره

α = آنگاه α ∈ Z[ξ] ∩ Q کنید فرض اکنون .Z ⊆ Z[ξ] ∩ Q که است روشن اثبات.

و
∑p−۲

i=۰ aiξ
i − α = ۰ پس .۱ ≤ i ≤ p − ۲ به ازای ai ∈ Z آن در که

∑p−۲
i=۰ aiξ

i

Qاند. در همگی ضرایبش که است
∑p−۲

i=۰ aix
i − α = ۰ چندجمله ای از ریشه ای ξ درنتیجه

لذا و a۰ − α = ۰ که می شود نتیجه است، p − ۱ مساوی ξ مینیمال چندجمله ای درجۀ چون

.α ∈ Z

داریم ،۱ ≤ i ≤ k که ،αi ∈ Z[ξ] برای است. فرد اول عدد یک q کنید فرض .۶ .۲ )گزاره
k∑

i=۱
αi

)q

≡
k∑

i=۱
αq
i (mod q).

داریم چندجمله ای بسط از استفاده با )اثبات.
k∑

i=۱
αi

)q

=
∑

i۱+···+ik=q

q!

i۱! · · · ik!
αi۱

۱ · · ·αik
k .

دارند، q مساوی ij اندیس یک فقط که آن هایی به جز qاند، مضرب ضرایب همۀ که می کنیم مشاهده

می شود. ثابت گزاره به این ترتیب صفرند. مساوی نیز اندیس ها بقیۀ و

a
p−۱

۲ ≡ اگر تنها و اگر (ap ) = ۱ آنگاه باشد فرد اول عدد یک p اگر اویلر). (معیار ۷ .۲ گزاره

ap)؛ ) ≡ a
p−۱

۲ (mod p) به طورمعادل یا .۱ (mod p)
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می توان دارد. عنصر (p− ۱)/۲ که می نامیم A را Zp در ناصفر عناصر مربعات مجموعۀ اثبات.

معادلۀ متمایز جواب های از مرکب B مجموعۀ که داد نشان

x
p−۱

۲ ≡ ۱ (mod p)

وجود b ∈ B عضو آنگاه a ∈ A اگر زیرا .A = B می کنیم ادعا دارد. عضو (p − ۱)/۲ نیز

فرما قضیۀ بنابه و b۲ ≡ a (mod p) که دارد

bp−۱ ≡ a
p−۱

۲ ≡ ۱ (mod p).

که ،A ⊆ B ازاین رو .a ∈ B پس است، x
p−۱

۲ ≡ ۱ (mod p) معادلۀ برای جوابی a درنتیجه

می شود. ثابت حکم و A = B که می گیریم نتیجه دارند عضو تعداد یک مجموعه دو هر چون

گاوس مربعی تقابل قانون ۳

است. قرار این از گاوس مربعی تقابل قانون حکم

آنگاه باشند متمایز فرد اول اعداد q و p اگر .۱ .۳ قضیه

(
p

q
)(
q

p
) = (−۱)

(p−۱)(q−۱)
۴ .

داریم. زیر لم به نیاز اثبات برای

.G۲
p = (−۱)

p−۱
۲ p .۲ .۳ گزاره

کرد محاسبه زیر به صورت را Gp می توان ،Gp تعریف به توجه با اثبات.

Gp =

p−۱∑
a=۱

(
−a

p
)ξ−a = (

−۱
p

)

p−۱∑
a=۱

(
a

p
)ξ−a = (

−۱
p

)Gp.

با اکنون .Gp = (−۱)
p−۱

۲ Gp درنتیجه و (−۱
p ) = (−۱)

p−۱
۲ که می شود نتیجه ۷ .۲ گزارۀ از

نوشت می توان ۴ .۲ گزارۀ از استفاده

GpGp = (−۱)
p−۱

۲ G۲
p = p;
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می شود. ثابت گزاره به این ترتیب

با است. واحد pام ریشۀ یک ξ آن در که Gp =
∑p−۱

a=۱(
a
p )ξ

a می دانیم .۱ .۳ قضیۀ اثبات

نوشت می توان ۶ .۲ گزارۀ از استفاده

Gq
p ≡

p−۱∑
a=۱

(
a

p
)qξaq ≡

p−۱∑
a=۱

(
a

p
)ξaq (mod q).

به این ترتیب
p−۱∑
a=۱

(
a

p
)ξaq =

p−۱∑
a=۱

(
aq

p
)(
q

p
)ξaq = (

q

p
)Gp.

که می شود نتیجه ۲ .۳ و ۷ .۲ گزاره های از اما .Gq
p ≡ ( qp)Gp (mod q) داشت خواهیم لذا

Gq−۱
p = (−۱)

(p−۱)(q−۱)
۴ p

q−۱
۲ = (−۱)

(p−۱)(q−۱)
۴ (

p

q
).

درنتیجه

Gq
p = (−۱)

(p−۱)(q−۱)
۴ (

p

q
)Gp = (

q

p
)Gp

داریم اخیر تساوی طرف دو از Gp حذف با

(−۱)
(p−۱)(q−۱)

۴ (
p

q
) = (

q

p
).

می آید. به دست گاوس مربعی تقابل قانون کنیم، ضرب (pq ) در را تساوی این طرف دو اگر

نیست مختلط عدد سرشت، مقدار که حالتی ۴

میدان روی سرشت ها زیرا است، مختلط عددی شد، تعریف ۲ بخش در که ، Gp گاوسی مجموع

به طور را گاوسی مجموع و کرد فرض پیمانه ای را سرشت ها می توان اما می شوند. تعریف مختلط

کرد. اثبات را مربعی تقابل قانون سپس و تعریف مشابه

کنید فرض همچنین، باشد. میدان یک F و فرد اول عدد یک p کنید فرض .۱ .۴ تعریف

واحد اولیه ریشۀ یک ξ ∈ F هرگاه باشد. واحد pام ریشه های شامل F و char(F ) ̸= p
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می کنند تعریف چنین را F روی گاوسی مجموع باشد

Sp =

p−۱∑
a=۱

(
a

p
)ξa.

نیز Sp مورد در نوشتیم ۲ .۳ گزارۀ در که اتحادی است. F میدان از عضوی Sp بالا تعریف در

دارد. متفاوت اثباتی و است برقرار

.S۲
p = (−۱)

p−۱
۲ p .۲ .۴ گزاره

داریم Sp تعریف به باتوجه اثبات.

S۲
p =

p−۱∑
a,b=۱

(
ab

p
)ξa+b

می آید در زیر به صورت بالا تساوی آنگاه b ≡ ac (mod p) اگربنویسیم

S۲
p =

p−۱∑
a=۱

p−۱∑
c=۱

(
a۲c

p
)ξa+ac =

p−۱∑
c=۱

(
p−۱∑
a=۱

ξa(۱+c)

)
(
c

p
);

.(a۲

p ) = ۱ زیرا

لذا و ،ξa(۱+c) = ۱ آنگاه ،c = p− ۱ یعنی ،۱ + c ≡ ۰(mod p) اگر

S۲
p =

p−۱∑
c=۱

(p− ۱)(
c

p
) = (p− ۱)(

p− ۱
p

) = (p− ۱)(
−۱
p

).

متمایز ریشۀ pتا همۀ ξ(p−۱)(۱+c) ،. . .،ξ۱+c ،۱ اعداد آنگاه ۱ + c ̸≡ ۰ (mod p) اگر و

داریم ۷ .۲ گزارۀ از استفاده با پس .
∑p−۱

a=۰ ξ
a(۱+c) = ۰ درنتیجه و xpاند − ۱ چندجمله ای

S۲
p = (p− ۱)(

−۱
p

)−
p−۲∑
c=۱

(
c

p
) = p(

−۱
p

) = p(−۱)
p−۱

۲ .

مشخصۀ می کنیم فرض می آوریم. گاوس مربعی تقابل قانون برای اثباتی Sp از استفاده با حالا



۷۱ (۱۴۰۱ زمستان و (پاییز ۷۱ شمارۀ ،۴۱ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

است. q مساوی F میدان

نوشت می توان ۲ .۴ گزارۀ از استفاده با .۱ .۳ قضیۀ اثبات

Sq−۱
p = (−۱)

(p−۱)(q−۱)
۴ p

q−۱
۲ = (−۱)

(p−۱)(q−۱)
۴ (

p

q
).

بنابراین

Sq
p = (−۱)

(p−۱)(q−۱)
۴ (

p

q
)Sp.

char(F ) = q اینکه و اول۱، سال دانشجوی معروفِ اتحاد چندجمله ای، بسط از استفاده با

داشت خواهیم

Sq
p =

p−۱∑
a=۱

(
a

p
)qξaq =

p−۱∑
a=۱

(
a

p
)ξaq.

داریم پس ( q
−۱

p ) = ( qp) که می کنیم توجه و c ≡ aq(mod p) می نویسیم

Sq
p =

p−۱∑
c=۱

(
q−۱c

p
)ξc =

p−۱∑
c=۱

(
q

p
)(
c

p
)ξc = (

q

p
)Sp.

آوردیم: به دست Sq
p برای عبارت دو اکنون

(−۱)
(p−۱)(q−۱)

۴ (
p

q
)Sp = (

q

p
)Sp.

آنگاه کنیم، ضرب (pq ) در سپس و کنیم حذف بالا تساوی طرف دو از را Sp ̸= ۰ اگر

(
p

q
)(
q

p
) = (−۱)

(p−۱)(q−۱)
۴ .
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