
ریاضی اندیشۀ و فرهنگ

۱۵۱ تا ۱۲۱ صص ،(۱۴۰۳ تابستان و (بهار ۱ شمارۀ ،۴۳ سال

مهندسی در آن نوظهور کاربردهای و کسری حسابان

فعال تیموری رضا ،فعال تیموری حسین

doi: 10.30504/mct.2023.1356.1948 ایران) ریاضی ۱۴۰۳(انجمن ©

و معرفی به اختصار را کسری حسابان با مرتبط حوزه های و کاربردها، تاریخچه، مقاله، این در چکیده.
مطلق زمان نوع دو وجود فیزیکی، شواهد عرضۀ با می کنیم. بیان را کسری حسابان اساسی فرمول های
کسری مشتق گیری و انتگرال گیری برای فیزیکی و هندسی تفسیر آن ها کمک به و اثبات را کیهانی و
را، ویسکو الاستیک مواد مدل سازی کسری حسابان مفاهیم از جدید کاربردی به عنوان می کنیم. ارائه
می کنیم. عرضه می   روند، به کار عمران و شیمی، مواد، برق، مکانیک، مهندسی در گسترده ای به طور که
حساب و دینامیکی، سیستم های بهینه، کنترل در کسری حسابان کاربردهای به اشاره هایی نیز در پایان

می کنیم. کسری وردشی

مقدمه ۱

یک می تواند مشتق مرتبۀ آن در که است مشتقی کسری مشتق ریاضی آنالیز و کاربردی ریاضیات در

با که است ریاضی از حوزه ای کسری حسابان باشد. دلخواه مختلط یا گویا) عددی مثلا) حقیقی عدد

کسری حسابان از متعددی کاربردهای مهندسی و علوم در دارد. سروکار کسری انتگرال های و مشتق

هستند. حاکم کسری مرتبۀ از دیفرانسیل معادله های فیزیکی مسائل از بسیاری در و دارد وجود

کنترل، نامتعارف۱، (انتشار) نفوذ از جمله مهندسی، و علوم در کسری حسابان کاربردهای از برخی

زیست، محیط علوم شناسی، زیست دینامیکی، سیستم های و مکانیک تصویر، و سیگنال پردازش

یافت. [۳۸] در می توان را اقتصاد و مواد، علوم
کاپتو، مشتق ریمان‑لیوویل، مشتق ویسکوالاستیک، مواد کیهانی، زمان کسری، حسابان کلیدی: کلمات و عبارات

گرونوالت‑لتنیکُف مشتق
۱۴۰۲/۳/۱۸ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۱/۱۰/۲؛ دریافت: تاریخ مروری؛ مقاله: نوع

1. anomalous diffusion

۱۲۱
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تصور کاربرد بدون و انتزاعی خیلی ریاضی نظریۀ یک به منزلۀ کسری حسابان اخیر سال های تا

در کسری حسابان کاربرد مورد در تحقیقاتی فعالیت های از انفجاری اخیر دهۀ چند در اما می شد،

فعالیت های یا و برنامه ها حاضر، حال در در واقع، است. شده نمایان متنوع بسیار علمی زمینه های

حساب تعمیم مهندسی، سیستم های شده اند: ظاهر زیر زمینه های در حداقل کسری حسابان با مرتبط

سیستم یک برای نقطه تنظیم۱ فیلتر طراحی کسری، دینامیکی سیستم های به بهینه کنترل و وردش ها

تیلور سری تطبیق عددی، و تحلیلی تکنیک های و ابزارها ،[۱۱] آزادی درجۀ دو با کسری کنترل

مکانیکی، ساختاری روابط زمینۀ در اساسی اکتشافات ،[۳۳] کسری دیفرانسیل معادله های با

ژل ها، فوم ها، ویسکوالاستیک، پلیمرهای مانند مختلف مهندسی خواص سایر و حرارتی الکتریکی،

شبکه های بیومواد، (بیوالکترودها، پزشکی زیست و زیستی مهندسی کاربردهای و حیوانی، بافت های

در کاربردها آن ها، تأیید و اندازه گیری انتشار، و موج پدیده های بینادی درک ،[۲۵] غیره) و عصبی،

و ترمز مانند مهندسی سیستم های حرارتی مدل سازی توکامک۲)، در انتشار (مانند پلاسما فیزیک

سیگنال. و تصویر پردازش و ماشین ابزار،

برخی همچنین است. پیچیده» سیستم های «دینامیک بررسی برای بهتری ابزار کسری حسابان

انتشار پادار، ربات های کنترل گرها، تنظیم از جمله مهندسی، در کسری حسابان خاص کاربردهای از

شده اند. بررسی [۴۰] در دیجیتال مدار سنتز و گرما،

مفید مشاهدات اخیراً یافت. «ویسکو الاستیک» نظریۀ در می توان را حسابان این اصلی کاربرد

است. آمده [۱۴ ،۲۰ ،۳۸] در زمینه این در کسری مرتبۀ به صحیح مرتبۀ مشتق تعمیم از بسیاری

تغییر و ماده یک در نیروها توزیع بین روابط نشان دهندۀ دلخواه ماده یک برای ساختاری روابط

در و می کند ایفا مهندسی در کلیدی نقش که است ماده به اعمال شده نیروهای از ناشی شکل های

کسری یا صحیح مرتبۀ مشتق های شامل می توانند روابط این شد. خواهد معرفی مقاله این انتهای

یا شیشه الیاف از بافته شده پارچۀ یک از که (موادی بافته شده۳ مرکب مواد ساختاری روابط باشند.

[۱۸] در کسری مشتق های از استفاده با شده اند) تشکیل رزین یا چسب یک و پلیمر به آغشته کربن

است شده داده نشان آنجا در آمده اند. دست به کسری حسابان از استفاده با و آزمایشگاهی روش به

از نزدیک تر بسیار آزمایشگاهی نتایج به مواد این کسری ساختاری معادله های تحلیلی حل نتایج که

معمولی اند. مشتق های با ساختاری معادله های تحلیلی حل نتایج

در مثال، برای است. بوده محققان از تعدادی مدنظر نیز علوم در کسری حسابان کاربردهای

1. set-point filter 2. Tokamak 3. woven composites
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و است شده پرداخته تابع یک کسری مشتق و انتگرال محاسبۀ نحوۀ به گاما تابع از استفاده با [۳]

شده اشاره فرکتالی، هندسۀ از جمله مختلف، شاخۀ چند در کسری حسابان کاربردهای از تعدادی به

انتگرال و مشتق به مربوط روابط ارائۀ و کسری حسابان معرفی ضمن [۱] در مشابه به طور است.

استورم‑لیوویل دیفرانسیل معادله های است. شده اشاره کسری انتگرال و مشتق تعبیرهای به کسری

و است کامل و جامع مرجع یک [۲۴] هشت جلدی مجموعۀ است. شده بررسی [۸] در نیز کسری

کسری حسابان کاربردهای و اصلی جنبه های دربارۀ بسیاری مطالب آن در می تواند علاقه مند خوانندۀ

بیابد.

انتگرال و مشتق هندسی تعبیرهای کسری حسابان اساسی تعریف های معرفی ضمن مقاله این در

به همچنین گرفت. خواهد قرار نقد و بررسی مورد فیزیکی شواهد با مقایسه در و بررسی کسری

حسابان دربارۀ منتشرشده آثار در که جنبه ای پرداخت؛ خواهیم مهندسی در کسری حسابان کاربردهای

است. شده پرداخته آن ها به کمتر کسری

کسری حسابان تاریخچۀ ۲

بود. شده شروع ۱۶۹۵ سال از که بود هوپیتال  و لایب نیتس مکاتبۀ ماه چندین نتیجۀ حسابان آغاز

معنای می توان «آیا کرد: مطرح را سؤال این و نوشت هوپیتال به نامه ای لایب نیتس سال آن در

این مورد در هوپیتال داد؟» تعمیم غیرصحیح مرتبه های از مشتق به را صحیح اعداد مرتبۀ از مشتق

«اگر داد: پاسخ لایب نیتس به دیگر سادۀ سؤال یک طرح با و بود شده کنجکاو حدودی تا سؤال

منجر «این داد: پاسخ ۱۶۹۵ سپتامبر ۳۰ تاریخ به نامه ای در لایب نیتس چطور؟» باشد ۰/۵ مرتبه

حدس که می رسد نظر به شد». خواهد حاصل آن از مفیدی نتایج روزی که می شود ناسازگونه یک به

همچنین، است. شده استخراج تعمیم این از مفیدی نتایج امروزه و بوده درست حدودی تا لایب نیتس

نامتناهی، حاصل ضرب یک به صورت π
۲ برای والیس فرمول به اشاره با لایب نیتس ۱۹۶۷ سال در

یکسانی نتیجۀ به دیفرانسیل حساب طریق از بتوان است ممکن که کرد بیان و برد کار به را d
۱
۲ y نماد

رسید.

فرانسوی ریاضی دان از نوشته ای در ۱۸۱۹ سال در را دلخواه مرتبۀ هر از مشتق به اشاره اولین

دو تنها انتگرال و دیفرانسیل حساب مورد در هفت صدصفحه ای کتاب یک در او می بینیم. لاکروئا۱

پاسخ هوپیتال پرسش به که بود کسی اولین او در واقع، بود. نوشته کسری حسابان دربارۀ صفحه

1. Sylvestre François Lacroix
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کتاب اولین هوپیتال مهم پرسش بعد از تا کشید طول سال ۲۷۹ که است این جالب نکتۀ داد. کامل

.[۳۷] شود منتشر کسری حسابان مختص

دلخواه مرتبۀ از مشتق به اشاره هایی که بودند معروفی ریاضی دانان ازجمله نیز فوریه و اویلر

مشتق نوع این از کاربرد اولین که می رسد نظر به نکرده اند. ذکر را آن از کاربردی یا مثال ولی کرده اند

مسئلۀ به مربوط انتگرالی معادلۀ حل برای کسری حسابان از او است. ۱۸۲۳ سال در آبل به متعلق

توپی آن روی از اگر که است خمی یافتن هم زمانی» «خم مسئلۀ است؛ کرده استفاده هم زمانی»۱ «خم

رها مکان به و باشد ثابتی مقدار اصطکاک) از (صرف نظر خم پایین به توپ رسیدن زمان کنیم رها را

جلب خود به را لیوویل نظر که بود هوشمندانه چنان آبل حل نباشد. وابسته خم روی از توپ کردن

لیوویل منظور، این به آورد. دست به کسری مشتق برای منطقی تعریف شد مصمم او چنان که کرد

توانست همچنین نوشت. ۱۸۵۵ سال در دیگر رسالۀ چندین و ۱۸۳۲ سال در طولانی رسالۀ سه

در نیز ریمان برد. کار به پتانسیل نظریۀ در مسئله ای حل در موفقیت آمیزی به طور را تعریف ها این

داد. ارائه کسری عملگر برای تعریفی آن در و نوشت مقاله ای بود دانشجو هنوز که زمانی ۱۸۴۷ سال

الکتریکی انتقال خطوط تحلیل در را کسری دیفرانسیل عملگرهای از عملی استفاده نیز هویساید۲

نقش کسری حسابان توسعۀ و ابداع در که را افرادی ۱ شکل در کرد. مطرح ۱۸۹۰ سال حدود در

برده ایم. نام کرده اند ایفاء

کسری حسابان اساسی تعریف های ۳

ادعا و [۲۴] داد صحیح پاسخ هوپیتال و لایب نیتس مسئلۀ به اولین بار برای لاکروئا ،۱۸۱۹ سال در

y = xm توانی تابع nاُم مرتبۀ مشتق از سؤال این به دادن جواب راه .d
۱
۲ x

dx
۱
۲
= ۲

√
x
π که کرد

به dny
dxn = m!

(m−n)!x
m−n رابطۀ از تابع این nاُم مرتبه مشتق می گیرد. نشأت طبیعی) عدد m)

Γ(z) =
∫∞

۰ e−ttz−۱dt به صورت گاما تابع از برنولی دانیل تعریف به توجه با می آید. دست

n = ۰, ۱, ۲, . . . اعداد برای Γ(n+ ۱) = n! خاصیت از استفاده و (z حقیقی عدد هر (برای

نوشت می توان
dny

dxn
=

Γ(m+ ۱)
Γ(m− n+ ۱)

xm−n. (۱ .۳)

(۱ .۳) رابطۀ m = ۱ و n = ۱
۲ برای می شود تعریف نیز غیر طبیعی اعداد برای گاما تابع از آنجا که

برای غیر صفر مقدار یک (۱ .۳) رابطۀ مطابق می آید. در d
۱
۲ y

dx
۱
۲
= Γ(۲)

Γ( ۳
۲ )
x

۱
۲ = ۲

√
x
π به صورت

1. tautochrone 2. Oliver Heaviside
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[۲۶] کسری حسابان تصویری تاریخچۀ .۱ شکل

می آید دست به زیر به صورت ،x۰ = ۱ مانند ثابت، تابع کسری مشتق

dαx۰

dxα
=

Γ(۱)
Γ(۱ − α)

x−α =
۱

Γ(۱ − α)
x−α 6= ۰ (۰ < α < ۱).

مشتق به ،(۱ .۳) رابطۀ یعنی توانی، تابع nاُم مرتبۀ مشتق برای ارائه شده تعریف سازگاری

خطی بودن خاصیت به توجه با می توان را n برای کسری عددی انتخاب به عبارت دیگر یا کسری

،( dα

dxα
dβy
dxβ = dα+βy

dxα+β رابطۀ (یعنی است برقرار توانی تابع برای صرفاً که کسری، و معمولی مشتق

که (m ∈ N) y = xm تابع برای تنها dα

dxα
dβy
dxβ = dα+βy

dxα+β رابطۀ که است گفتنی داد. نشان

بار دو اعمال با در واقع، است. برقرار [۱۶] می کند برآورده را مبداء در صفربودن و هموار شرایط

می رسیم. d
۱
۲

dx
۱
۲

d
۱
۲ xm

dx
۱
۲

= mxm−۱ رابطۀ به (۱ .۳) رابطۀ مطابق y = xm تابع از ۱
۲ مشتق گیری

و است y = xm تابع اول مشتق همان اخیر رابطۀ راست سمت می شود مشاهده همان طور که

خطی خاصیت دربارۀ بیشتر مطالعۀ برای است. سازگار تابع این کسری مشتق برای گفته شده تعریف

کنید. مراجعه [۱۶] به کسری عملگرهای
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اولین می کنیم. عمل زیر به صورت f : R 7→ R دلخواه تابع به کسری مشتق فرمول تعمیم برای

می شود. تعریف D۱f(x) = df(x)
dx = limh→۰

f(x+h)−f(x)
h به صورت f(x) تابع مشتق

می شود محاسبه زیر به صورت f(x) تابع مشتق دومین در نتیجه

D۲f(x) =
dD۱f(x)

dx
= lim

h→۰

D۱f(x+ h)−D۱f(x)

h

= lim
h→۰

h−۲
۲∑

m=۰
(−۱)m

(
۲
m

)
f(x+ (۲ −m)h)

تابع nاُم مرتبۀ مشتق مشابه، به طور است. نیوتون دوجمله ای ضریب
(
n
m

)
= n!

m!(n−m)! آن در که

می شود محاسبه زیر به صورت f(x)

Dnf(x) = lim
h→۰

h−n
n∑

m=۰
(−۱)m

(
n

m

)
f(x+ (n−m)h). (۲ .۳)

امکان
(
n
m

)
= Γ(n+۱)

Γ(m+۱)Γ(n−m+۱) به صورت گاما تابع از استفاده با دوجمله ای ضرایب تعمیم

منظور، این برای می کند. فراهم را f(x) تابع کسری مشتق تعریف به منظور (۲ .۳) رابطۀ تعمیم

dαhf(x) = f(x+αh)به صورت آن تکرار و dhf(x) = f(x+h)به صورت dh انتقال عملگر

می آید در زیر به صورت (۲ .۳) رابطۀ در نتیجه می کنیم. تعریف را

(۳ .۳)

Dnf(x) = lim
h→۰

h−n
n∑

m=۰
(−۱)m

(
n

m

)
dn−m
h f(x) = lim

h→۰

(dh − ۱
h

)n
f(x).

دو جمله ای فرمول به
∑n

m=۰(−۱)m
(
n
m

)
f(x+ (n−m)h) فرمول شباهت به توجه با

(a+ b)n =

n∑
m=۰

(
n

m

)
an−mbm

به صورت را دو جمله ای دستور می توان

(a+ b)α =
n∑

m=۰

Γ(α+ ۱)
m!Γ(α−m+ ۱)

aα−mbm

:[۲۴] می آید در زیر به صورت αاُم مرتبۀ مشتق برای (۳ .۳) فرمول اکنون نوشت.

Dαf(x) = lim
h→۰

h−α
∞∑

m=۰

(−۱)mΓ(α+ ۱)
m!Γ(α−m+ ۱)

dα−m
h f(x). (۴ .۳)
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آورد دست به زیر به صورت می توان را eax نمایی تابع کسری مشتق بالا رابطۀ به توجه با

Dαeax = eax lim
h→۰

h−αeaαh
∞∑

m=۰

(−۱)mΓ(α+ ۱)
m!Γ(α−m+ ۱)

e−mah. (۵ .۳)

دست به را (۱−e−ah)α =
∑∞

m=۰
(−۱)mΓ(α+۱)
m!Γ(α−m+۱)e

−mah رابطۀ دو جمله ای تعمیم یافتۀ دستور

می شود ساده زیر به صورت (۵ .۳) رابطۀ درنتیجه و می دهد

Dαeax = eax lim
h→۰

(eah − ۱
h

)α
= aαeax. (۶ .۳)

نمایی تابع طبیعی مرتبۀ مشتق برای Dneax = aneax شناخته شدۀ رابطۀ مشابه دقیقاً رابطه این

برای زیر روابط (۶ .۳) رابطۀ مختلط و حقیقی قسمت های جدا نمودن و a = ib انتخاب با است.
گریرند۱ به منسوب که می آید دست به مثلثاتی توابع مشتق

Dα(cos bx) = bα cos(bx+
π

۲
α), Dα(sin bx) = bα sin(bx+

π

۲
α).

تعمیم با مشابه مشتق نوعی گرونوالت‑لتنیکُف، مشتق‑انتگرال یا گرونوالت‑لتنیکُف۲، مشتق

دهیم قرار (۴ .۳) رابطۀ در مجموع حد به جای اگر است. دو جمله ای فرمول طریق از بالا در یادشده

حائزاهمیت نکتۀ می شود. نتیجه گرونوالت‑لتنیکُف مشتق فرمول ،x > a برای limh→۰
x−a
h

کوچک بودن علی رغم dα−m
h f(x) = f(x+(α−m)h) عبارت در h→ ۰ وقتی که است این

در اینکه دلیل کند. میل بی نهایت به می تواند m مضرب زیرا کرد صرف نظر −mh از نمی توان h

را می شود گذاشته limh→۰
x−a
h یعنی مثبت، عدد یک مجموع حد در ∞ به جای بالا روابط

حاصل همان باید حالت این در درواقع کرد؛ مشاهده α = −۱ حالت گرفتن نظر در با می توان

مشتق دستور از کرد. خواهیم اثبات ادامه در را نکته این آورد. دست به بتوان را تابع انتگرال گیری

نوشت ،x > a برای را، گرونوالت‑لتنیکُف انتگرال می توان −α به α تبدیل با گرونوالت‑لتنیکُف

D−αf(x) = lim
h→۰

hα

x−a
h∑

m=۰

(−۱)mΓ(−α+ ۱)
m!Γ(−α−m+ ۱)

f(x−mh). (۷ .۳)

تساوی Γ(۱ − z) = −zΓ(−z) و Γ(z)Γ(−z) = π
−zsin(πz) روابط به توجه با در ضمن

می شود. اثبات به سادگی Γ(−α+۱)
Γ(−α−m+۱) =

Γ(α+m)
(−۱)mΓ(α)

1. Greer 2. Grunwald-Letnikov
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روابط (۷ .۳) رابطۀ از استفاده و گرونوالت‑لتنیکُف مشتق دستور در اخیر رابطۀ جانشانی با

می آیند: دست به گرونوالت‑لتنیکُف انتگرال و مشتق نهایی

Dαf(x) = lim
h→۰

h−α

x−a
h∑

m=۰

(−۱)mΓ(α+ ۱)
m!Γ(−α−m+ ۱)

f(x−mh) (x > a),

D−αf(x) = lim
h→۰

hα

x−a
h∑

m=۰

Γ(α+m)

m!Γ(α)
f(x−mh) (x > a). (۸ .۳)

نمایش GLaDα
xf(x) نماد با را گرونوالت‑لتنیکُف مشتق معمولا و α ∈ R+ که کنید توجه

می دهند.

به صورت f(x) تابع انتگرال گیری (۸ .۳) رابطۀ دومین به توجه با

D−۱f(x) = lim
h→۰

x−a
h∑

m=۰
hf(x−mh)

بنویسیم می توانیم h = x−a
n کنیم تعریف اگر و می آید در

D−۱f(x) = lim
h→۰,n→∞

∫ nh

۰
f(x− t)dt

= lim
h→۰,n→∞

∫ x

x−nh
f(u)du =

∫ x

a
f(u)du

باید نیز کسری مرتبۀ مشق در می شود گرفته نظر در پایین و بالا حدهای انتگرال در همان طور که

این به نکته این می شوند. ناپدید صحیح مرتبۀ مشتق در فقط حدها این شود. گرفته نظر در حدود

مشتق گیری) (یا انتگرال گیری حدود مورد در بعداً است. غیرموضعی کسری مشتق که است نیز معنی

زیر به صورت f(x) پیوستۀ تابع مکرر انتگرال nاُمین کوشی فرمول مطابق کرد. خواهیم صحبت

است

D−nf(x) =

∫ x

a

∫ xn

a
· · ·

∫ x۲

a
f(x۱)dx۱ · · · dxndx

=
۱

(n− ۱)!

∫ x

a
(x− y)n−۱f(y)dy (n ∈ N). (۹ .۳)

که می رسد نظر به ضروری نکته این ذکر می شود. انجام به سادگی n = ۲ برای رابطه اثبات
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a ≤ x۱ ≤ x و x۱ ≤ x۲ ≤ x نامساوی های a ≤ x۲ ≤ x و a ≤ x۱ ≤ x۲ نامساوی  های

پس می دهند، نتیجه را

D−۲f(x) =

∫ x

a
f(x۱)

∫ x

x۱

dx۲dx۱ =

∫ x

a
(x− x۱)f(x۱)dx۱.

اگر آورد. دست به را مکرر انتگرال های محاسبۀ برای (۹ .۳) رابطۀ و کرد تکرار می توان را روش این

به صورت را ریمان‑لیوویل مشتق فرمول می توان بگذاریم را −n مقدار α به جای (۹ .۳) رابطۀ در

آورد. دست به RLaDα
xf(x) =

۱
Γ(−α)

∫ x
a

f(t)
(x−t)α+۱dt

مشتق مرتبۀ حقیقی جزء معنای به <(α) آن در که m = [<(α)]+ ۱ می کنیم تعریف اکنون

مثبت α حقیقی جزء اگر پس .α −m < ۰ داریم ،α > ۰ اگر است. صحیح جزء تابع [·] و

محاسبۀ برای آن از می توان فقط بنابراین است. واگرا
∫ x
a

۱
(x−t)α+۱dt انتگرال باشد، صفر یا

می توان را مشکل این با این حال، است. منفی α حقیقی جزء آن ها در که کرد استفاده انتگرال هایی

که aDα
xf(x) = DmaDα−m

x f(x) بنویسیم یعنی کرد، رفع معمولی مشتق گیری با به راحتی

نیست. واگرا مربوط انتگرال و است منفی α −m حالت این در .m = [<(α)] + ۱ آن در

به کاپتو۱ و ریمان‑لیوویل کسری مشتق تعریف m− ۱ < α < m شرط با α برای نهایت، در

می آید در زیر به صورت ترتیب

RLaDα
xf(x) =

dm

dxm
۱

Γ(m− α)

∫ x

a
(x− τ)m−α−۱f(τ)dτ

CaDα
xf(x) =

۱
Γ(m− α)

∫ x

a
(x− τ)m−α−۱d

mf(τ)

dτm
dτ

تعریف چپ سمت در کسری، مشتق تعریف برای می شود مشاهده تعریف ها این از همان طور که

نخست آن در که است کار رفته به aDα
xf(x) = DmaDα−m

x f(x) رابطۀ ریمان‑لیوویل

گرفته بالا، توضیحات مطابق ،α −m مرتبۀ از کسری مشتق سپس و صحیح مرتبۀ مشتق mبار

به است، صفر یا مثبت α حقیقی جزء آن در که ،α مرتبۀ با کسری مشتق اینجا در است؛ شده

a = −∞ پایین حد با aDα
xf(x) =

۱
Γ(−α)

∫ x
a

f(x)
(x−t)−α+۱dt تعریف امروزه می رود. کار

پایین حد اگر می نامند. ریمان کسری انتگرال a = ۰ پایین حد با و لیوویل کسری انتگرال را

و انتگرال گیری نماد می نامند. ریمان‑لیوویل کسری انتگرال را آن بگیریم نظر در را a دلخواه

رابطۀ راست سمت در انتگرال دارند. تفاوت هم با α پارامتر علامت در فقط کسری مشتق گیری

1. Michele Caputo
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استفاده با با این حال، است، واگرا منفی، انتگرال مرتبه های برای ،
∫ x
a

۱
(x−t)−α+۱dt یعنی بالا،

تعریف های بین از .aDα
xf(x) = DmaDα−m

x f(x) که داد نشان می توان تحلیلی۱ ادامۀ از

مورد بیشتر مهندسی کاربردهای در کاپتو و ریمان‑لیوویل تعریف های تعمیم یافته مشتق مختلف

.[۳۸] می گیرند قرار استفاده

می کنند. بیان را بالا مقادیر وجود برای لازم شرط های که می کنیم بیان قضیه چند اکنون

تقریباً RLaIαt f(t) انتگرال صورت این در .α > ۰ و f ∈ L۱[a, b] کنید فرض .۱ .۳ قضیه

است. L۱[a, b] از عضوی خود RLaIαt f(t) تابع علاوه بر این، دارد. وجود t ∈ [a, b] هر برای

RLaIαt f(t) مقدار صورت، این در .۰ < α < ۱ و f ∈ A۱[a, b] کنید فرض .۲ .۳ قضیه

داریم ۱ < p < ۱
α شرط با p حقیقی عدد هر برای علاوه بر این، دارد. وجود [a, b] در همه جا تقریباً

.RLaIαt f(t) ∈ Lp[a, b]

t ∈ (a, b]برای صورت این در .f ∈ Cm[a, b] و ،α > ۰ ،m = dαe کنید فرض .۳ .۳ قضیه

.GLaIαt f(t) = RLaIαt f(t) داریم

این دربارۀ کامل تر اطلاعات می شوند؛ تعریف زیر به صورت بالا در ذکر شده تابعی فضاهای

کنید. مطالعه [۱۶] در را موضوع

Lp[a, b] =

{
f : [a, b] 7→ R|

∫ b

a
|f |pdx <∞ و است اندازه پذیر [a, b] روی f

}
Ck[a, b] =

{
f : [a, b] 7→ R| است پیوسته مشتق kاُمین دارای f

}
An[a, b] =

{
f : [a, b] 7→ R| است مطلق پیوستۀ مشتق −n)اُمین ۱) دارای f

}
انتگرال می توان ،Dαebx = bαebx فرمول و ( ۱ .۳) رابطۀ به توجه با می کنیم. ذکر مثالی

ریمان‑لیوویل کسری انتگرال با و آورد دست به را نمایی و توانی توابع ( α = −۱ حالت (یعنی

کرد: مقایسه

ebx

b
= D−۱ebx =

∫ x

a
ebtdt =

ebx − eba

b
→ a = −∞

xb+۱

b+ ۱
= D−۱xb =

∫ x

a
tbdt =

xb+۱ − ab+۱

b
→ a = ۰

1. analytic continuation
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با برابر معین انتگرال گیری دلخواه حد هر با گرونوالت‑لتنیکُف مشتق که کرد ثابت می توان

مشتق است. منفی حقیقی قسمت با مختلط عدد هر برای حدود همان با ریمان‑لیوویل مشتق

است. معروف وایل۱ مشتق به بی نهایت منفی پایین حد با ریمان‑لیوویل

برای کرد، فرمول بندی پیچش۲ بر حسب می توان را تعمیم یافته مشتق های که باشید داشته توجه

مثال

D−αf(t) =

∫ t

۰

(t− x)α−۱

Γ(α)
f(x)dx =

∫ t

۰
ϕα(t− x)f(x)dx = ϕα(t) ⋆ f(t)

.ϕα(t) = tα−۱

Γ(α) آن در که

تعمیم یافته مشتق های و لاپلاس تبدیل ۱ .۳

تبدیل و L{f(t)} =
∫∞

۰ e−stf(t)dt به صورت f : [۰,+∞) 7→ R تابع لاپلاس تبدیل

طوری a آن در که می شود تعریف f(t) = ۱
۲πi

∫ a+i∞
a−i∞ estL{f(t)}ds به صورت آن وارون

رابطۀ به توجه با باشد. f(t) تابع تکینگی های از هریک حقیقی جزء از بزرگ تر که می شود انتخاب

L{Dnf(t)} = snL{f(t)} −
n−۱∑
m=۰

sm(Dn−m−۱f)(۰)

مشتق و توابع نوع این برای می شود. ساده بسیار بالا رابطۀ باشد صفر سیگما داخل عبارت اگر

برای زیرا دانست صادق نیز α غیر صحیح مقادیر برای را ساده تساوی این می توان تعمیم یافته

بنابراین و (Dl۰Dα−m
۰ f)(۰) = ۰ داریم m = [R(α)] + ۱ و l = ۰, ۱, ۲, . . . ,m− ۱

رابطۀ از m− α > ۰ چون اکنون .L{Dnf(t)} = tnL{f(t)}

(DlDα−mf)(۰) =
۱

Γ(m− α)
Dl

∫ ۰

۰

f(t)

(۰ − t)−(m−α)+۱dt

می شود. اثبات به راحتی بالا نتیجۀ

استدلال زیر صورت به کسری مشتق برای L{Dαf(t)} = tαL{f(t)} رابطۀ اثبات برای

می نویسیم می کنیم.

Dαf(t) = DαL−۱{L{f(t)}} =
۱

۲πi

∫ a+i∞

a−i∞
Dα{es}L{f(t)}ds (۱۰ .۳)

1. Hermann Klaus Hugo Weyl 2. convolution
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Dαf(t) = سادۀ به صورت (۱۰ .۳) فرمول Dα{est} = sαest معروف رابطۀ به توجه با اکنون

می آید. در L−۱{sαL{f(t)}}

ریمان‑لیوویل کسری مشتق لاپلاس m−۱تبدیل < α < m شرط با α برای کلی، حالت در

می کنند صدق زیر روابط در ترتیب به کاپتو و

L{RLaDα
t f(t)} = L

{dαf(t)
dtα

}
= sαL{f(t)} −

m−۱∑
k=۰

sk
dα−k−۱f(t)

dtα−k−۱ |t=۰,

L{CaDα
t f(t)} = L

{dαf(t)
dtα

}
= sαL{f(t)} −

m−۱∑
k=۰

sα−k−۱f (k)(۰).

برای که می شود تعریف F{f(t)} =
∫ +∞
−∞ e−iωtf(t)dtبه صورت f(t) تابع فوریۀ تبدیل

است. برقرار Dαf(t) = F−۱{(iω)αF{f(t)}} رابطۀ لاپلاس، تبدیل مشابه آن،

لاپلاس، تبدیل تعریف در شوند. تعیین مشتق گیری ضمنی حدود باید تعریف ها این هردوی در

از مشتق فوریه تبدیل در در حالی که است، صفر پایین حد با ریمان‑لیوویل مشتق تعمیم یافته مشتق

است. وایل مشتق نوع

تعمیم یافته تابع و متغیر مرتبۀ از کسری عملگرهای ۴

تک مقداری) (اما ثابت مرتبه ای دارای که عملگرهایی بر کسری حسابان مطالعۀ قرن یک بیش از

مقابل در  که می نامند ثابت مرتبۀ از عملگرهای را کسری عملگرهای این یافته بود. تمرکز بودند

ثابت مرتبۀ از عملگرهای این که وجود با دارند. قرار ثابت) (اما تعمیم یافته۱ تابع مرتبۀ از عملگرهای

تک مقداری بودن و ثابت ماهیت برخوردارند، بیشتری عمومیت از خود صحیح مرتبۀ همتای به نسبت

دینامیکشان که پیچیده پدیده های از برخی دقیق ضبط برای توانایی  شان که می شود سبب آن ها مرتبۀ

می گیرند، شکل متعدد مرتبه های با تعامل در نتیجه اساساً یا و یابد تکامل زمان طول در است ممکن

عملگرها از یگانه و قابل توجه شکل دو تدوین به منجر مشاهدات این اخیر، سال های در شود. محدود

آن ها مرتبۀ که است عملگرهایی به مربوط اخیر تعریف شده است. متغیر مرتبۀ و تعمیم یافته مرتبۀ از

مثلا) مستقل متغیرهای یا سیستم) حالت متغیرهای مثلا) وابسته متغیرهای از تابع یک می تواند

در مرتبه ها نوع این کند. تغییر می تواند سیستم تکامل دنبال به مرتبه مقدار و باشد زمان) یا فضا

ریاضی جنبه های دقیق مرور برای می توانند علاقه مند خوانندگان ولی نیست ما توجه مورد مقاله این

1. distributed-order



۱۳۳ (۱۴۰۳ تابستان و (بهار ۱ شمارۀ ،۴۳ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

کنند. مراجعه [۳۹ ،۳۰] به عملگرها نوع این کاربردهای و

از عملگرهای در باشند. تعمیم یافته یا تک مقدار ذاتاً می توانند قطعاً متغیر مرتبۀ با عملگرهای

پدیده های یا و مختلف مراتب برهم کنش های عملگر تعمیم یافتۀ مرتبۀ تعریف تعمیم یافته متغیر مرتبۀ

تفسیر و توجیه قابل  را [۱۲] چند مقیاسی اثرات یا [۱۳] مرکب مواد در حافظه اثرات مانند فیزیکی

مکانیکی رفتار می دهد، نشان را عملگرها از دسته این قابلیت های که ساده مثال یک می سازد.

اصلی هستۀ اینکه به توجه با .[۲۲] دارند مکان با متغیر خواص که است ویسکوالاستیک مواد

تعمیم یافته مرتبۀ از عملگرها می شود، حفظ تعمیم یافته مرتبۀ از عملگر در ثابت مرتبۀ از عملگر یک

را حافظه اثرات و غیرموضعی مدل سازی توانایی مانند ثابت مرتبۀ از عملگرها اساسی ویژگی های

مانند زمینه هایی در تعمیم یافته مرتبۀ از کسری حسابان کاربردهای از کلی نمای یک می برند. ارث به

می شود. یافت [۱۷] در کنترل نظریۀ و انتقال، فرآیندهای ویسکوالاستیسیته،

کسری مشتق گیری و انتگرال گیری فیزیکی و هندسی تعبیر ۵

کاربردی هم و نظری ازلحاظ هم که کسری، مشتق گیری و انتگرال گیری فیزیکی و هندسی تفسیر

این است. سال ۳۰۰ قدمت با موضوعی و نیست ساده است، رشد حال در به سرعت حوزه ای

گنجاندن با ۱۹۷۴ سال در آمریکا نیوهیون در کسری حسابان بین المللی کنفرانس اولین در مسئله

ـــ بعدی کنفرانس چند در سؤال این است. گرفته قرار کید تأ مورد حل نشده مسائل فهرست در آن

ـــ ۱۹۸۹ سال در (ژاپن) نیهون دانشگاه در و ۱۹۸۴ سال در (بریتانیا) استرتکلاید دانشگاه در

که داشت آن از نشان ۱۹۹۶ سال به وارنا در کنفرانس ها از یکی میزگرد بحث ماند. بی پاسخ نیز

با کسری مشتق های و انتگرال ارتباط برای زیادی تلاش به دلایلی است. نشده حل هنوز مسئله این

نسبتاً تعبیرهای از یکی است. ناسازگار رویکرد این به وضوح اما است، شده انجام برخالی۱ هندسۀ

که است کرده مطرح [۳۲] پادوبنی را کسری مشتق گیری و انتگرال برای فیزیکی و هندسی مناسب

کنیم. یادآوری را مفهوم چند است لازم کار این برای کرد. خواهیم بیان اینجا در را آن

ریمان‑اشتیلتیس انتگرال ۱ .۵

۱۸۹۴ سال در اشتیلتیس اولین بار را آن که است ریمان انتگرال تعمیم ریمان‑اشتیلتیس ∫انتگرال b
a f(x)dg(x) با g(x) حقیقی تابع به نسبت f(x) تابع ریمان‑اشتیلتیس انتگرال کرد. منتشر

S(P, f, g) =
∑n−۱

i=۰ f(ci)(g(xi+۱)−g(xi)) تقریبی مجموع حد برابر و می شود داده نشان

1. fractal



فعال تیموری فعال، آن/تیموری نوظهور کاربردهای و کسری حسابان ۱۳۴

افراز) زیر بازۀ بزرگ ترین طول (یعنی افراز نُرم که شرط این با می شود تعریف

P = {a = x۰ < x۱ < x۲ < · · · < xn = b}

روی شرایطی دارد. قرار [xi, xi+۱] iاُم زیر بازه در ci آن در که نزدیک شود صفر به [a, b] بازۀ از

[۴] به زمینه این در بیشتر مطالعۀ برای نیست. لازم نیز g پیوسته بودن اما می شود گرفته نظر در g

کنید. مراجعه

زمان نوع دو ۲ .۵

زمان یعنی زمان، نوع دو شناختن به نیاز کسری مشتق گیری و انتگرال فیزیکی تفسیر از گاهی آ

که دارد وجود فیزیک علم در شواهدی دارد. کیهانی)۱ (زمان ناهمگن زمان و مطلق) (زمان همگن

در کرد. خواهیم اشاره شواهد این به مقاله ادامۀ در می کند. اثبات را مختلف زمانی مقیاس های وجود

قسمت این فهم برای که است آمده عطیه از سخنرانی ای بر فلسفی و تاریخی، توصیفی، شرحی ،[۶]

است. مفید

خود، سرشت بنا به و به خودی خود ریاضی، و حقیقی، مطلق، «زمانِ که است این نیوتون فرض

حساب بسط برای فرضی چنین می شود.» جاری یکنواخت به نحوی خارجی، چیز هیچ به رجوع بدون

از استفاده با اغلب زمان بود. ضروری کاملا مکانیک مسائل در آن کار گیری به و نیوتون دیفرانسیل

زمانی بازه های با متناظر زمانْ محورِ مساوی هندسی فواصل و می شود کشیده تصویر به زمان محور

و کرد اثبات می توان نه آزمایش با را فرض این اما ببینید). را ۲ (شکل می شود گرفته نظر در برابر

رد. نه

ناهمگن و همگن زمان محورهای .۲ شکل

هم زمان به طور آن ها زیرا کرد، مقایسه و اندازه گیری می توان را هندسی بازه های از طول دو هر

آن ها زیرا کرد، مقایسه هم با نمی توان هرگز را زمانی بازۀ دو هیچ هستند. دسترس در اندازه گیری برای

1. cosmic time



۱۳۵ (۱۴۰۳ تابستان و (بهار ۱ شمارۀ ،۴۳ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

معروف اخترشناس هستند. ما دسترس در متوالی به صورت فقط مشاهده) برای (یا اندازه گیری برای

هر است. شمارش فرآیند یک اساساً زمان «اندازه گیری است: نوشته جایی در کلمنس۱ آمریکایی

است.» زمان برای معیاری دراصل دهد، رخ بتواند که اتفاقی هر می شود، تکرار که پدیده ای

ثبت نمادین به صورت فقط را آن ها می توانیم که می دهند نشان را ساعتی تیک های ۲ شکل 

نشان ساعت» «تیک های برخی با که کرد تفسیر کیهانی و مطلق زمان به عنوان را آن ها می توان کنیم.

شده داده نشان (بالا) ۲ شکل در که است به شکلی انفرادی همگن زمان از ما تصویر می شود. داده

نشان (پایین) ۲ شکل در آنچه مانند نباشد، جاری یکسان به طور است ممکن کیهانی زمان است.

است. شده داده

می گذرد.» کندتر زمین مانند عظیمی جسم نزدیکی در زمان می رسد نظر «به است: گفته هاوکینگ

بستگی که دارد را خود زمان معیار فردی هر عوض در اما ندارد، وجود مطلق انفرادی زمان «هیچ و

کیهان شناسی «طبق که است آمده [۱۵] در می کند». حرکت چگونه و کجاست که دارد این به

این با است صحیح همگانی) فضا‑زمان (یعنی جهان کل درک برای اینشتین مدل زمان سنجانه۲

که مینکوفسکی یا موضعی زمان و اینشتینی یا کیهانی زمان دارد: وجود زمان نوع دو که تفاوت

اینشتین کیهانی زمان به  زبان ساده، می شود. اندازه گیری موجود روش های با که است زمانی (شاید!)

زمان ایده آل مدل بنابراین، است. t از تقریبی تنها مینکوفسکی زمان در حالی که است «حقیقی» زمان

زمان که ایده این گرفت. نظر در کیهانی زمان از تقریبی به عنوان می توان را یکسان جریان با همگن

از متفاوت نور) سرعت نزدیک (سرعت های بالا سرعت با متحرک مختصات دستگاه های دید از

برای است، اثبات قابل فیزیکی شواهد بعضی طریق از می شود سنجیده ثابت مختصات دستگاه

ماکسول معادلۀ در موج سرعت تغییر ناپذیری نیز و ناپایدار کیهانی ذره یک فروپاشی بررسی مثال

تفاوت اند.» این مؤید فیزیکی شاهد دو زمان، نوع دو وجود فرض با

کیهانی ذرات ۳ .۵

الکترون به شبیه بنیادی ذرۀ یک می شود) استفاده آن نمایش برای µ یونانی حرف از (که میون۳

طبق دارد. الکترون از بیشتری بسیار جرم اما است، ۱
۲ آن اسپین و −۱e آن الکتریکی بار که است

توجه قابل مقدارش (به شرطی که نور سرعت از کسری با که ساعتی اینشتین، خاص نسبیت نظریۀ

که است معنا بدان این می کند. کار ناظر خود ساعت از کندتر می کند، حرکت ناظر به نسبت باشد)

باشد. داشته جریان کندتر می گویند، زمان اتساع آن به که مرجع، متحرک چارچوب یک در باید زمان

1. Gerald Maurice Clemence 2. chronometric cosmology 3. Muon



فعال تیموری فعال، آن/تیموری نوظهور کاربردهای و کسری حسابان ۱۳۶

در τ۰ = ۱٫۵۶ × ۱۰−۶(s) متوسط عمر طول با ناپایدار) ذرۀ یک فروپاشی (مانند فرآیندی اگر

بود خواهد τ = τ۰/
√

۱ − (vc )
۲ با برابر v سرعت با ذره عمر طول بیفتد، اتفاق ساکن چارچوب

فرمول بر تأییدی میون ها فروپاشی است؛ c = ۲٫۹۹۷۹ × ۱۰۸(ms ) با برابر نور سرعت آن در که

است. اینشتین

نیمه عمر به دلیل زیرا می کرد، ایجاد اولیه معضل یک زمین سطح در میون ها شارِ اندازه گیری

این شدند. شناسایی می رفت انتظار آنچه از بیشتری بسیار میون های میکروثانیه ای ۱٫۵۶ کوتاه

ذرات برای ذرات محدودۀ افزایش توضیح برای نسبیتی زمانی اتساع کاربرد از خوبی مثال آزمایش

سرعت با و زمین کیلومتری ۱۰ ارتفاع در که میون میلیون یک از مثال برای است. بالا سرعت با

τ = ۳۴× ۱۰−۶(sec) زمان در را متر ۱۰۰۰۰ مسافت باید می کنند حرکت v = ۰٫۹۸c حدود

نرخ در حقیقت بود. خواهد τ۰ ذرۀ عمر طول برابر ۲۱٫۸ زمانی چنین که کنند طی سرعتی چنین با

بیشتری بسیار مقدار عمل در در صورتی که باشد. ۲−۲۱٫۸ ≊ ۰٫۳ × ۱۰−۶ با برابر حیات باید

با مثلا یعنی باشد، داشته زمانی تأخیر میون ذرۀ ساعت اگر است. شده اندازه گیری مقدار این از

برابر ذره عمر طول صورت این در کار کند، ۱/
√

۱ − (۰٫۹۸c
c )۲ ≊ ۵ با برابر تأخیری ضریب

متر، ۱۰۰۰۰ مسافت طی برای لازم زمان که می شود اندازه گیری τ۰ = ۵× ۱٫۵۶× ۱۰−۶(sec)

نرخ صورت این در بود. خواهد ذره عمر طول برابر ۴٫۳۶ مقدار τ = ۳۴ × ۱۰−۶(sec) یعنی

و دارد مطابقت واقعی اندازه گیری های با عددی چنین باشد. ۲−۴٫۳۶ ≈ ۰٫۰۴۹ برابر حیات باید

اثبات می کند حرکت نور سرعت به نزدیک سرعتی با که را میون ذرۀ به متصل ساعت زمانی تأخیر

می کند.

ماکسول موج معادلۀ ۴ .۵

به صورت ماکسول موج معادلۀ

∂۲ψ

∂x۲ +
∂۲ψ

∂y۲ +
∂۲ψ

∂z۲ − ۱
c۲
∂۲ψ

∂t۲
= ۰,

مشاهده موج معادلۀ در x′ = x− vt ، ′yو
= y ،z′

= z ،t′ = t گالیله تبدیل اعمال با است.

اثبات توضیح برای تغییر این بود. نخواهد ثابت c موج سرعت و کرده تغییر موج معادلۀ که می کنیم

گالیله تبدیل که است گفتنی نبود. مفید نور سرعت بودن ثابت مبنی بر مورلی و مایکلسون تجربی

می دهد نشان v سرعت با xyz دستگاه از x محور موازات به را x′
y
′
z
′ دستگاه از x′ محور حرکت



۱۳۷ (۱۴۰۳ تابستان و (بهار ۱ شمارۀ ،۴۳ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

لورنتس تبدیلات اعمال با هستند. دستگاه دو در اندازه گیری شده زمان های t′ و t آن در که

x′ = γ(x− vt), y
′
= y, z

′
= z, t

′
= γ(t− vx

c۲ )

لورنتس تبدیل های تحت الکترومغناطیسی موج معادلۀ پایا بودن γ = ۱/
√

۱ − (vc )
۲ آن در که

ثابت موج معادلۀ است قرار اگر که دهیم نشان و کنیم وارونه را بالا استدلال می توانیم می شود. نتیجه

در تا باشند درستی تبدیل های باید لورنتس تبدیل های مورلی) مایکلسون‑ نتیجۀ (به موجبِ بماند

لورنتس تبدیل های که گرفت نتیجه اینجا از اینشتین شوند. استفاده اولیۀ مرجع چارچوب بین تغییر

درواقع کند. تغییر بالا سرعت با مرجع چارچوب یک در باید چگونه مکان و زمان که می دهند نشان

تجربی آزمایش کمک به که را، ماکسول معادلۀ در موج سرعت تغییر ناپذیری t و t′ زمان های تفاوت

می کند. توجیه بود، اثبات شده مورلی و مایکلسون

می پردازیم. ریمان‑لیوویل کسری انتگرال های هندسی تفسیر به مقدمات این ذکر پس از اکنون

۰Iαt f(t) = ۱
Γ(α)

∫ t
۰ (t−τ)

α−۱f(τ)dτ یعنی راست، و چپ ریمان‑لیوویل کسری انتگرال های

:[۳۲] نوشت اشتیلتیس انتگرال به شکل می توان را tIαb f(t) =
۱

Γ(α)

∫ b
t (t−τ)

α−۱f(τ)dτ و

۰Iαt f(t) =
∫ t

۰
f(τ)dgt(τ), tIαb f(t) =

∫ b

t
f(τ)dht(τ)

.ht(τ) = tα+(t−τ)α

Γ(α+۱) و gt(τ) = tα−(t−τ)α

Γ(α+۱) آن در که

سرعت که سرعت سنج است: اندازه گیری وسیلۀ دو به مجهز که کنید تصور را خودرویی حالا

می دهد. نشان به اشتباه را زمان ساعت اما می دهد. نشان را زمان که ساعتی و می کند ثبت را v(τ)

صحیح زمان را آن راننده (و می شود داده نشان ساعت توسط که τ اشتباه زمان بین رابطۀ کنید فرض

A رانندۀ شود. داده T = g(τ) تابع با از سوی دیگر، T واقعی زمان و از یک سو می گیرد) نظر در

ریمان معمول انتگرال از استفاده با را طی شده مسافت ندارد، اطلاعی ساعت اشتباه عملکرد از که

و اشتباه ساعت از اطلاع با O ناظر با این حال، .SA(t) =
∫ t

۰ v(τ)dτ یعنی می کند، محاسبه

مسافت می آورد، دست به راننده اشتباه زمان روی از را زمان صحیح مقادیر که ،g(τ) تابع داشتن

انتگرال می کند. محاسبه SO(t) =
∫ t

۰ v(τ)dg(τ) = ۰Iαt v(t) به صورت را طی شده واقعی

جسم یک توسط طی شده واقعی مسافت به عنوان می توان را ،SO(t) یعنی ،v(τ) تابع کسری

زمان موضعی مقادیر و انفرادی) (سرعت v(τ) آن سرعت موضعی مقادیر که کرد تفسیر متحرک

زمان به صورت (که موضعی به صورت ثبت شده زمان بین رابطۀ کرده ایم. ثبت را آن انفرادی) (زمان
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یک توسط است) جاری غیریکنواخت به صورت (که کیهانی زمان و می شود) گرفته نظر در یکنواخت

نه تنها که می کند توصیف را ناهمگن زمانی مقیاس gt(τ) تابع می شود. مشخص gt(τ) معلوم تابع

متحرک جسم انفرادی زمان اندازه گیری شدۀ مقدار آخرین که دارد بستگی نیز t پارامتر به بلکه τ به

با موضوع این می کند. تغییر نیز قبلی کیهانی زمانی بازۀ کل می کند، تغییر t وقتی می دهد. نشان را

دارد. مطابقت فیزیک در فعلی دیدگاه های

برای ،SO(t) یعنی طی شده، واقعی مسافت ریمان‑لیوویل چپِ کسری مشتق تعریف طبق

با است برابر ۰ < α < ۱

RL۰Dα
t SO(t) =

d

dt

[
۱

Γ(۱ − α)

∫ t

۰
(t− τ)−αSO(t)dτ

]
=

۱
Γ(−α)

∫ t

۰
(t− τ)−α−۱SO(t)dτ = ۰I−α

t SO(t).

که می گیریم نتیجه بالا رابطۀ در SO(t) = ۰Iαt v(t) جانشانی با

RL۰Dα
t SO(t) = ۰I−α

t ۰Iαt v(t) = v(t).

توسط طی شده SO(t) واقعی فاصلۀ ریمان‑لیوویل چپِ کسری مشتق که می دهد نشان رابطه این

t جداگانۀ زمانی لحظۀ هر در ،T کیهانی زمان و τ انفرادی زمان بین رابطۀ که متحرک، جسم یک

شیء آن انفرادی سرعت با است برابر شده، داده T = gt(τ) =
tα−(t−τ)α

Γ(α+۱) معلوم تابع توسط

با است برابر vo(τ) سرعت در ضمن .v(τ)

vo(τ) =
dSO
dt

=
d۰Iαt v(t)

dt
=

۱
Γ(α)

d

dt

∫ t

۰
(t− τ)α−۱v(τ)dτ,

=
۱

Γ(α− ۱)

∫ t

۰
(t− τ)α−۲v(τ)dτ = RL۰D۱−α

t v(t).

سرعت با است برابر v(t) انفرادی سرعت از ریمان‑لیوویل (α−۱)اُم مرتبۀ مشتق بنابراین،

باشند، شده داده T = gt(τ) کیهانی زمان و τ انفرادی زمان اگر مستقل. ناظر دیدگاه از vO(t)

بر سرعت دو هر باشد، نداشته وجود زمانی مقیاس دینامیکی شکل تغییر وقتی ،α = ۱ برای

کاپتو چپِ کسری مشتق تعریف طبق از طرف دیگر، .vO(t) = v(t) یعنی می شوند، منطبق هم

با است برابر ۰ < α < ۱ برای SO(t) طی شدۀ واقعی مسافت

CaDα
t SO(t) =

۱
Γ(۱ − α)

∫ t

a
(t− τ)−αdSO(t)

dτ
dτ = ۰I۱−α

t

dSO(t)

dt
= v(t).
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گفتنی دارد. ریمان‑لیوویل کسری مشتق با مشابهی فیزیکی تفسیر کاپتو کسری مشتق بنابراین،

یعنی برابرند، ۰ < α < ۱ مرتبۀ از کاپتو مشتق و ریمان‑لیوویل مشتق ،f(۰) = ۰ اگر که است

.CaDα
t f(t) = RL۰Dα

t f(t)

سه بعدی مختصات دستگاه یک ابتدا در می پردازیم. کسری انتگرال های هندسی تعبیر به ادامه در

۰ ≤ τ ≤ t برای را gt(τ) تابع (τ, g) صفحۀ در می گیریم. نظر در f(τ) و ،g ،τ محورهای با

بنابراین می سازیم، f(τ) متغیر ارتفاع با «حصار» یک به دست آمده منحنی امتداد در می کنیم. رسم

دو روی بر می توان را حصار این است. (τ, gt(τ), f(τ)) سه بعدی منحنی حصار بالایی لبۀ

حصار این تصویر مساحت ببینید): را ۳ (شکل کرد تصویر مختصات) (صفحه های عمودی سطح

سطح است. برابر ۰I۱
t f(t) =

∫ t
۰ f(τ)dτ کسری انتگرال مقدار با (τ, f) صفحۀ روی بر

است. ۰Iαt f(t) =
∫ t

۰ f(τ)dτ انتگرال مقدار با مطابق (g, τ) صفحۀ روی حصارِ دقیقاً تصویر

«سطح به و (τ, f) دیوار روی که اولی، می اندازد. دیوار دو روی سایه دو ما حصار به عبارت دیگر،

روی «سایۀ» است. ۰I۱
t f(t) انتگرال از معمول هندسی تفسیر یک است، معروف «f(τ) خم زیر

بدیهی است. t ثابت مقدار یک برای ۰Iαt f(t) کسری انتگرال از هندسی تفسیر یک (g, f) دیوار

یک معین انتگرال رایج تعریف که می دهد نشان این برابرند. سایه دو هر gt(τ) = τ برای که است

تغییر t وقتی که است این است مطرح اینجا در که سؤالی است. چپ ریمان انتگرال از خاص مورد

تغییر هم زمان به طور حصار t تغییر با چیست؟ هندسی دیدگاه از لیوویل کسری انتگرال تعبیر می کند

از دینامیکی هندسی تفسیر یک ما صورت این در می کند. تغییر آن شکل به تعبیری و طول می کند؛

داریم. t از تابعی به عنوان کسری انتگرال

[۳۲] f(t) = t+ ۰٫۵ sin(t) و α = ۰٫۷۵ برای آن سایه های و حصار نمایش .۳ شکل
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کیهانی زمان و τ انفرادی زمان بین تفاوت وجود فرض اگر چه که است این چالش بر انگیز نکتۀ

T = تابع طریق از که زمان دو این بین ارتباط وجود اما است برخوردار فیزیکی شهود از T

تبدیلات مثلا باشد. نداشته فیزیکی به ازای ما است ممکن می شود داده gt(τ) = tα−(t−τ)α

Γ(α+۱)

معین t′ = t/
√

۱ − (vc )
۲ به صورت و است مرجع چارچوب برای زمانی تبدیل یک که لورنتس

دارد. تفاوت یادشده زمانی رابطۀ با می شود

مهندسی در کسری حسابان از کاربردهایی ۶

نام مهندسی علوم از مختلفی زمینه های در را کسری حسابان از مختلفی کاربردهای بخش این در

نسبت بهتری نتایج کسری مشتق های با معادله از استفاده چگونه که کرد خواهیم اشاره و برد خواهیم

است. داده دست به مهندسی پدیده های مدل سازی در معمولی مشتق های به

ویسکو الاستیک مواد در کسری حسابان کاربرد ۱ .۶

شیمی، مواد، برق، مکانیک، مهندسی در وسیعی به طور پلیمرها یا لاستیک ها یا ویسکو الاستیک مواد

الکتریکی عایق های یا جداساز ها به عنوان مواد این برق مهندسی در مثلا می روند. کار به عمران و

پل ها نظیر بزرگ سازه های ارتعاشات کاهش برای مواد این از عمران مهندسی در می روند. کار به

مهندسی این از گرایشی شیمی مهندسی در مواد این استفاده و تولید اهمیت به دلیل می شود. استفاده

است. شده ایجاد پلیمر مهندسی به نام

است شده گرفته بهره مواد مدل سازی برای کسری مشتق های از آن ها در که کاربردهایی از جمله

پلیمرهای حرارتی شدۀ فعال شکل برای پلیمری مواد پیش بینی کرد: اشاره موارد این به می توان

تترافلوئورواتیلن) (پلی PTFE با شده پوشش داده شیشۀ الیاف ،[۲۹ ،۱۹] (SMPs) حافظه دار۱

،[۲۱] نیمه کریستالی۳ تخریب پذیر زیست پلیمر یک و ترموپلاستیک یک ۲ اپوکسی، رزین ،[۴۳]

ساختاری کسری معادلات و ،[۲۸] (MAEs) فعال۴ مغناطیسی الاستومرهای ،[۲۳] پلیمری مذاب

.[۱۰] همسانگرد و همگن مواد برای کلی سه بعدی

است. ارتعاش جاذب های ساخت در ویسکوالاستیک مواد از دیگری کاربرد گفتیم که همان طور

خارجی تحریک های و نیروها تاثیر تحت همواره مهندسی سازه های در رفته کار به ورق های و تیرها

آن ها نوسان دامنۀ میراکردن به عبارت دیگر یا کاهش یا فرونشانی و می شوند ارتعاش یا لرزش دچار

1. thermally activated shape memory polymers 2. epoxy resin 3. semi-crystalline biodegradable
polymer 4. magnetoactive elastomers
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جاذب های به نام ورق ها و تیرها به الصاق شونده تجهیزات از منظور این برای است. مهم بسیار

آن ها ارتعاش و می کنند جلوگیری ورق ها و تیرها نوسان از خود نوسان با که می شود استفاده ارتعاش

استفاده با کسری میراشدۀ یا ویسکو الاستیک تیرهای ارتعاشات فرونشانی تحلیل می کنند. جذب را

است. آمده [۳۵] در دینامیکی بهینۀ جاذب چندین از

بارگذاری تحت یک بعدی به صورت محور یک امتداد در جسم یک وقتی مهندسی دانش در
کرنش۲ و ماده سطح واحد بر نیرو توزیع به صورت (σ) تنش۱ سادۀ حالت یک در می گیرد قرار

که می گردد تعریف اولیه) طول به ماده طول تغییر (نسبت ماده نسبی طول تغییر به صورت (ϵ)

وجود مختلف مواد برای ساختاری معادلۀ چند هستند. مهندسی در مهم بسیار کمیت های از جمله

این جامدات از بسیاری برای مثال، برای می دهند. نشان را کرنش و تنش بین ارتباط که دارند

زمانی نرخ با تنش سیالات اکثر برای و هوک) (مدل σ(t) = mϵ(t) به صورت ساختاری رابطه

مواد برای است. نیوتون) (مدل σ(t) = b۱
dϵ
dt به صورت ساختاری رابطۀ و است ارتباط در کرنش

ساختاری رابطۀ دارند، سیال و جامد بین رفتاری که لاستیکی و پلیمری مواد نظیر ویسکو الاستیک،

نظر در سیالات و جامدات ساختاری معادلات از ترکیبی کلاسیک حالت در انتخابی مدل به بسته

نیروهای اثر در جامد مواد مانند که محکم اند و صلب آن قدر نه مواد این در واقع می شود. گرفته

(مایعات سیالات مانند که روان و شل آن قدر نه و باشند داشته کمی بسیار شکل های تغییر اعمالی

یابند. جریان نیرو اعمال اثر در گازها) و

و σ(t) = mϵ(t) + b۱
dϵ
dt ساختاری رابطۀ با فوکت۳ مدل از ویسکو الاستیک مواد برای

مدل ها این در می شود. استفاده بیشتر σ(t) + a۱
dσ
dt = b۱

dϵ
dt ساختاری رابطۀ با ماکسول مدل

بالا در یادشده مدل های است. شده استفاده ساختاری معادلات برای یک یا صحیح مرتبۀ مشتق از

که هوک، رابطۀ در کرنش و تنش بین خطی رابطۀ یک وجود به دلیل شده اند. داده نمایش ۴ شکل در

داده نمایش فنر با مدل این است، آن طول تغییر و فنر به اعمال شده نیروی بین خطی رابطۀ مشابه

کمک فنر خودروها (در دشپات۴ یا ضربه گیر به نام دیگری وسیلۀ از مهندسی در از طرف دیگر، می شود.

تشکیل روغن حاوی استوانۀ یک داخل در لغزنده پیستون یک از که می شود استفاده می شود) نامیده

نسبت پیستون جابه حایی زمانی نرخ و آن به اعمال شده نیروی بین خطی رابطۀ یک و است شده

سیالات ساختاری معادلۀ به شبیه رابطه این دارد. وجود پیستون حرکت نسبی سرعت یا استوانه به

داده نمایش ضربه گیر یک با ۴(ب) شکل در نیوتن مدل به همین دلیل و است σ(t) = b۱
dϵ
dt یا

1. stress 2. strain 3. Woldemar Voigt 4. dashpot
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(پ) ویسکوا لاستیک؛ مواد صحیح مرتبۀ مدل های (ب) و (الف) کلاسیک. مکانیکی مدل های .۴ شکل
[۲۷] ماکسول مدل (ت) فوکت؛ مدل

برای موازی و سری به صورت ضربه گیرها و فنرها از ترکیبی ویسکوالاستیک مواد برای است. شده

مواد از پیچیده تری مدل های ۶ و ۵ شکل های در می روند. کار به ویسکو الاستیک مواد مدل سازی

می شود. دیده ویسکو الاستیک

فنر (ب) فوکت؛ مدل با سری به صورت فنر (الف) ضدزنر. و زنر مدل های مکانیکی نمایش های .۵ شکل
مدل با موازی به صورت ضربه گیر (ت) فوکت؛ مدل با سری به صورت ضربه گیر (پ) ماکسول؛ مدل با موازی

[۲۷] ماکسول

تک محوره، کشش دستگاه یک از معمولا مختلف مواد ساختاری رابطۀ کردن مشخص برای

فک ها حرکت با و می شود بسته دستگاه فک دو به نظر مورد نمونۀ می شود. استفاده ،۷ شکل مثل

امکان که شده اند طراحی طوری دستگاه ها این می گیرد. قرار کشش تحت نمونه یکدیگر به نسبت

اعمال یا و (الف)) (حالت حاصل کرنش هم زمان اندازه گیری و σ(t) = σ۰ ثابت تنش اعمال

حالت در دارد. وجود (ب) ) (حالت حاصل تنش هم زمان اندازه گیری و ϵ(t) = ϵ۰ ثابت کرنش
تنش۲ آسودگی کمیت (ب) حالت در و J(t) = ϵ(t)

σ۰
به صورت خزش۱ با سازگاری کمیت (الف)

ویسکو الاستیک مواد برای آزمایشگاهی به  صورت اخیراً می شوند. تعریف E(t) = σ(t)
ϵ۰

به صورت

در α مرتبۀ از کسری مشتق های با زمانی معمولی مشتق های جایگزینی با که است شده داده نشان

1. creep 2. stress relaxation
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تنش آسودگی نمایش (پایین) خزش؛ با سازگاری نمایش (بالا) برگرز. مدل مکانیکی نمایش های .۶ شکل
[۲۷]

را α مرتبۀ باید البته کرد. مدل سازی دقیق تر را مواد این رفتار می توان مواد این ساختاری روابط

بافته شده مرکب مواد به نام مواد از دیگری دستۀ اخیر، دهه های در آورد. دست به آزمایش توسط

و تار که هستند بافته شده ای پارچه های مواد این است. شده گرفته کار به صنعت در وسیعی به طور

از رشته هر هستند. مو از باریک تر رشتۀ هزاران شامل که است شده تشکیل الیافی از آن ها پودهای

اخیراً می شود. ساخته است شده داده پوشش خاص پلیمری ماده یک با آن اطراف که کربن یا شیشه

ثابت کسری حسابان از استفاده و مواد این روی بر کشش دستگاه توسط آزمایش تعدادی انجام با

از باشد کسری مشتق شامل در صورتی که مواد این ساختاری معادله های تحلیلی حل که است شده

.[۱۸] هستند نزدیک تر بسیار آزمایشگاهی نتایج به معمولی مشتق های با ساختاری معادله های حل

(مدل های ویسکو الاستیک مواد کلاسیک مکانیکی مدل های مشابه کسری مدل های ۱ جدول در

دیفرانسیل معادله های حل با تنش آسودگی و خزش با سازگاری کمیت های و معرفی صحیح) مرتبۀ

ϵ(t) = کرنش بودن ثابت فرض با یادشده جدول اول سطر در مثلا آمده اند. دست به مربوط کسری

و σ(t) = b۱
dαϵ
dtα کسری مشتق معادلۀ حل و است، واحد پله ای تابع u(t) آن در که ،ϵ۰u(t)

می آید. دست به E(t) = σ(t)
ϵ۰

= b۱
t−α

Γ(۱−α) به صورت تنش آسودگی کمیت σ(t) تنش یافتن

L{Dαf(t)} = تعریف با لاپلاس تبدیل از استفاده σ(t) = b۱
dαϵ
dtα معادلۀ حل روش های از یکی

لاپلاس وارون تبدیل اعمال با و L{σ(t)} = ϵ۰b۱s
α−۱ تابع کار این با است. sαL{f(t)}

،Êα(z) =
∑∞

k=۰
zk

Γ(αk+۱) میتاگ ‑ لفلر، تابع Ê(t) ۱ جدول در می آید. دست جوابE(t)به
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[۱۸] تک محوره کشش دستگاه .۷ شکل

می آید. در E۱(z) = ez نمایی تابع به صورت خاص حالت در و α > ۰ آن در که می شود نامیده

برای پیچیده تری مدل های و کرد ترکیب هم با بتوان را فوق مدل های است ممکن که است ذکر شایان

کرد. پیدا ویسکوالاستیک مواد از برخی رفتار دقیق بیان

جنس از فیلامان  هایی شامل بافته شده مرکب مواد تار از نمونه هایی آزمایشی، ضمن ،[۳۲] در

نمونه هایی است. شده گرفته نظر در بود شده داده پوشش خاص پلیمری ماده یک با آن ها دور که شیشه

و شده داده قرار هیدرولیکی پرس یک زیر در سپس و شده خارج و باز بافت شده پارچۀ یک تار از

فرآیند این در است. گرفته قرار زمان با خاصی حرارتی توزیع تحت و کیلوگرم ۴۵۴ فشاری بار تحت

ثابت دمای تحت داغ پرس آن ها روی چرخه شروع قبل از تارها چین و چروک رفتن بین از برای

پخت چرخۀ و دما، شده، اعمال بار بزرگی شده اند. کشیده دقیقه ۶۰ مدت به سانتیگراد درجۀ ۱۶۰

چنین است. گرفته صورت پرس دستگاه سازندۀ توسط توصیه شده استاندارد روش یک بر اساس

کشش دستگاه به اتاق دمای در آماده شده نمونۀ سپس می نامند. نیمه تلفیقی۱ نمونۀ را نمونه هایی

σ(t) تنش اندازه گیری با است. گرفته قرار ϵ(t) = ϵ۰u(t) ثابت کرنش تحت و شده بسته

تنش آسودگی کمیت مقادیر نمودار می آید. دست به E(t) = σ(t)
ϵ۰

رابطۀ از تنش آسودگی کمیت

در آمده اند دست به خاص نمونۀ یک برای آزمایشگاهی اندازه گیری های بر اساس که زمان برابر در

از استفاده و ۱ جدول از زنر۲ کسری مدل انتخاب با سپس (خط چین). است شده رسم ۸ شکل

بر جواب این برازش و جدول) آن در (موجود E(t) = Ee + E۱Êα[−( t
tσ
)α] تحلیلی حل

تابع نهایت، در آورد. دست به را جواب این در ظاهر شده پارامترهای می توان آزمایشگاهی، نتایج

حل از آمده دست به تابع نمودار (خط پر). می آید دست به E(t) = Ee + E۱Êα[−( t
tσ
)α]

1. partially consolidated 2. Zener



۱۴۵ (۱۴۰۳ تابستان و (بهار ۱ شمارۀ ،۴۳ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

ویسکو الاستیک مواد کسری مدل های .۱ جدول

σ(t) = b۱
dαϵ
dtα J(t) = tα

b۱Γ(۱+α) E(t) = b۱
t−α

Γ(۱−α)

(اسکات نیوتون کسری مدل
بلر)

σ(t) = mϵ(t)+b۱
dαϵ
dtα

J(t) = ۱
m

{
۱ −

Êα[−( t
τϵ
)α]

} E(t) = m+b۱
t−α

Γ(۱−α)
فوکت کسری مدل

(τϵ)
α = b۱

m

σ(t)+a۱
dασ
dtα = b۱

dαϵ
dtα J(t) = a۱

b۱
+ tα

b۱Γ(۱+α)

E(t) =
b۱
a۱
Êα[−( t

τσ
)α]

ماکسول کسری مدل

(τσ)
α = a۱(

۱ + a۱
dα

dtα

)
σ(t) =(

m+ b۱
dα

dtα

)
ϵ(t)

J(t) = Jg + J۱
{

۱ −
Ê[−( t

τϵ
)α]

} E(t) = Ee +
E۱Ê[−( t

τσ
)α]

زنر کسری مدل

Jg = a۱
b۱
, J۱ = ۱

m − a۱
b۱

τϵ =
b۱
m , Ee = m

τσ = a۱, E۱ = b۱
a۱

−m(
۱ + a۱

dα

dtα

)
σ(t) =(

b۱
dα

dtα +b۲
dα+۱

dtα+۱

)
ϵ(t)

J(t) = J+
tα

Γ(۱+α) +

J۱
{

۱ − Ê[−( t
τϵ
)α]

} E(t) = E−
t−α

Γ(۱−α) +

E۱Ê[−( t
τσ
)α]

ضد زنر کسری مدل

J+ = ۱
b۱
, J۱ = a۱

b۱
− b۲

b۲
۱

τϵ =
b۲
b۱
, E− = b۲

a۱

τσ = a۱, E۱ = b۱
a۱
− b۲

a۲
۱

حاکی مشاهدات است. آمده ۸ شکل در نقطه  چین به صورت α = ۱ صحیح مرتبۀ مدل برای تحلیلی

مبتنی بر مدل های بر خلاف کسری، مدل از آمده دست به نظری نتایج ۸ شکل در که است این از

بین مقایسۀ است. شده برازش تنش آسودگی نمودار مختلف نواحی در به خوبی صحیح، مرتبۀ مشتق

ترسیم دقیق بسیار را واقعی رفتار می توانند کسری مدل های که می دهد نشان تجربی و نظری نتایج

دست به تنش آسودگی مدل مقادیر بین قابل توجهی تفاوت t = ۰ زمان در ۸ شکل به توجه با کنند.

دارد. وجود صحیح مرتبۀ مشتق مدل از حاصل مقادیر و آزمایش از آمده

 
دینامیکی سیستم های کنترل در کسری حسابان کاربرد ۲ .۶

سیستم های مبتنی بر که کلاسیک، کنترل قالب دو در می توان را دینامیکی سیستم های کنترل نظریۀ

مورد را چند خروجی و چند ورودی سیستم های که مدرن، کنترل و است، تک خروجی و تک ورودی

تغيير ورودی در تغيير اثر در سيستم یک خروجی کرد. دسته بندی می دهد، قرار بررسی و تحلیل

پاسخ سيستم مدل سازی با تا می كوشد کنترل مهندسی می گويند. سيستم پاسخ آن به كه مي يابد

سیستم های طراحی روش های اكثر بزند. تخمين مختلف ورودی  های به نسبت را سيستم خروجی

عموماً کلاسیک کنترل روش های است. فیزیكی سیستم از ریاضی مدل نوعی مبتنی بر كنترلی

اعمال با یعنی شده اند؛ نهاده بنا لاپلاس تبدیل تابع از استفاده و ورودی‑خروجی رابطۀ براساس
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[۳۲] نیمه تلفیقی تارهای از نمونه یک برای اتاق دمای در زمان برابر در تنش آسودگی نمودار .۸ شکل

و ورودی ارتباط نشان دهندۀ که سیستم بر حاکم صحیح مرتبۀ دیفرانسیل معادلۀ بر لاپلاس تبدیل

ورودی به خروجی نسبت و می کنند تبدیل جبری معادلۀ به را آن است، دینامیکی سیستم خروجی

تبدیل تابع مدل می شود. یاد سیستم تبدیل تابع به عنوان آن از که می آید دست به لاپلاس فضای در

تک ورودی ‑ تک خروجی سیستم های خارجی) (توصیف ورودی‑خروجی رفتار است قادر به خوبی

از بسیاری در گسترده ای به طور کلاسیک کنترل به مربوط نظریه های کند. تشریح را پایین مرتبۀ

سیستم ها، از بسیاری در روش ها این از استفاده اما می شوند برده کار به صنعتی کنترل سیستم های

می کند. ایجاد را زیادی پیچیدگی بالا مرتبۀ سیستم های و چند ورودی ‑ چند خروجی سیستم های از جمله

(مدرن) پیشرفته کنترل سیستم های طراحی و پیچیده سیستم های رفتار دقیق تجزیه و تحلیل منظور به 

تبدیل تابع مدل با مقایسه در دقیق تری و جامع ریاضی مدل های است نیاز بهینه تر و بهتر عملکرد با

گیرد. قرار استفاده مورد

ریاضی مدل بازنویسی در است. حالت فضای روش های بر پایۀ مدرن کنترل روش های اساس

معادلۀ که (سیستمی تک ورودی ‑ تک خروجی نوع از n مرتبۀ سیستم حالت، فضای در سیستم

دسته ای به صورت است) n مرتبۀ معادلۀ یک سیستم دینامیک بر حاکم صحیح مرتبۀ دیفرانسیل

متغیرهای از کافی تعداد تعریف با کار این و می شود بازنویسی اول مرتبۀ دیفرانسیل معادلۀ n از

سیستم های ریاضی توصیف است ممکن حالت فضای در سیستم ها نمایش می گیرد. صورت جدید

سیستم ها مدل سازی کند. ساده بسیار را چند ورودی ‑ چند خروجی سیستم های همچنین و بالا مرتبۀ
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از توصیفی است قادر خارجی) (توصیف ورودی‑خروجی رفتار توصیف علاوه بر حالت فضای در

توصیف بر اساس دهد. ارائه نیز را داخلی) (توصیف سیستم داخلی دینامیک حالت متغیرهای رفتار

و ارتباط چگونگی و آورد دست به را سیستم داخلی ساختار از کاملی تصویر می توان حالت فضای

کرد. درک را خروجی سیگنال های و حالت، متغیرهای ورودی، سیگنال های وابستگی

دیفرانسیل معادلۀ یک می تواند سیستم یک بر حاکم دیفرانسیل معادلۀ شد ذکر قبلا همان طور که

معادلۀ یک است ممکن معادله این بالا پیچیدگی با سیستم ها برای در حالی که باشد صحیح مرتبۀ

است ممکن و می شود نامیده کسری مرتبۀ سیستم صورت این در که باشد کسری مرتبۀ دیفرانسیل

دیفرانسیل معادلۀ این روی لاپلاس تبدیل اعمال با .[۷] باشد غیر خطی یا خطی کسری مرتبۀ سیستم

کسری توان های شامل که را سیستم تبدیل تابع صحیح مرتبۀ سیستم های مشابه می توان کسری مرتبۀ

.[۳۱] آورد دست به است لاپلاس تبدیل s متغیر

می توان نیز کسری مرتبۀ سیستم برای صحیح مرتبۀ سیستم های برای حالت فضای شکل مشابه

خطی کسری مرتبۀ سیستم n به صورت را سیستم دینامیک بر حاکم کسری مرتبۀ دیفرانسیل معادلۀ

برای صحیح مرتبۀ سیستم های مدرن و کلاسیک کنترل برای رفته کار به روش های کرد. بیان

در کرد. مراجعه [۲ ،۳۱ ،۷] به می توان بیشتر مطالعۀ برای یافته اند؛ تعمیم کسری مرتبۀ سیستم های

ترکیب یا (D) مشتق گیر و ،(I) انتگرال گیر ،(P ) تناسبی کنترل کننده های از عموماً کلاسیک کنترل

که PIλDδ عنوان تحت کنترل کننده ای چنین مشابه می شود. استفاده (PID) عنوان تحت آن ها

کسری مرتبۀ سیستم های برای δ کسری مرتبۀ از مشتق گیری و λ کسری مرتبۀ از انتگرال گیری شامل

این حیطۀ از آن ها پیچیدگی به دلیل کسری مرتبۀ کنترل کنندۀ بررسی .[۲ ،۳۱ ،۷] می شود استفاده

مراجعه [۲ ،۳۱ ،۷] به می کنیم توصیه خوانندگان به تکمیلی تر مباحث برای و است خارج مقاله

در که می شود مطرح نیز تعمیم یافته مرتبۀ از کسری حسابان بهینه کنترل مبحث در ضمن در کنند.

است. شده پرداخته آن ها به [۴۲ ،۴۱]

کسری وردشی حسابان ۳ .۶

تابعک ها کردن) مینیمم  یا (ماکسیمم بهینه کردن با که است ریاضیات از شاخه ای وردشی حسابان

I(x) =
∫ b
a L(t, x(t), x

′
(t))dt به شکل معمولا و می شوند نامیده تابع تابع اصطلاحاً آنچه یا

از تابعی خود که L(t, x(t), x′
(t)) عبارت از است تابعی I(x) تابعک دارد. سروکار هستند

یعنی انتها، و ابتدا نقاط در که دست آید به به گونه ای است قرار x(t) تابع در واقع است. x(t)



فعال تیموری فعال، آن/تیموری نوظهور کاربردهای و کسری حسابان ۱۴۸

که دیفرانسیلی نمو بر خلاف کند. بهینه را I(x) انتگرال و بگیرد مشخصی مقدار ،t = b و t = a

در که است نموی δx وردشی نمو می آید، وجود به dt مستقل متغیر نمو ازای در dx تابع نمو آن در

بدون می یابد نمو t زمان هر در (b, x(b)) و (a, x(a)) ثابت نقاط از عبور ضمن تابع نمودار آن

در ذره یک جابه جایی نمایش x(t) اگر مثال به عنوان باشد. داده رخ t تغییر به ازای نمو این اینکه

در باشد، (b, x(b)) و (a, x(a)) ثابت نقاط از گذرنده خم یک x(t) تابع نمایش و باشد t زمان

(a, x(a)) ثابت نقاط از همچنان که می دهیم نمو طوری را x(t) خم زمان انجماد با صورت این

داشته نمو قبل از آن مقدار با متفاوتی مقادیر x(t) تابع t زمان هر در ولی کند عبور (b, x(b)) و

گذشت با توأم ذره جابه جایی نوع هر چون فیزیکی به لحاظ البته باشد. کرده نمو δx اندازۀ به و

تابعک بهینه کردن برای می شود. نامیده مجازی δx وردشی نمو چنین می باشد، زمان نمو یا زمان

.δI = ۰ یعنی شود، گرفته نادیده باید δI وردشی ت نمو I(x) =
∫ b
a L(t, x(t), x

′
(t))dt

می شود. منتهی ∂L
∂x −

d
dt(

∂L
∂x′ ) = ۰ معادلۀ یا و اویلر‑لاگرانژ معادلۀ به مسئله ای چنین تحلیلی حل

کسری وردشی حسابان مسئلۀ یک با شود، داده قرار کسری مرتبۀ مشتق اول مرتبۀ مشتق به جای اگر

است. گرفته قرار بحث مورد [۵ ،۹] در معادله ای چنین تحلیلی حل داشت. خواهیم کار سرو

می کند، تغییر زمان با بلکه نمی ماند ثابت فرایند طول در α مرتبۀ که عملگرهایی به [۳۴] در

آن در که است این کسری حسابان نظریۀ از جالبی تعمیم است. شده توجه ،α = α(t) یعنی

از استفاده در واقع، باشد. زمان از تابعی می تواند و نمی شود گرفته نظر در ثابت کسری مشتق مرتبۀ

نباشد، ممکن راه بهترین است ممکن وردشی حسابان مسائل در ثابت مرتبۀ از کسری مشتق های

است لازم بنابرین کند. تغییر می تواند مرتبه در نتیجه و است پوپا فرایند یک مسیرها انتخاب زیرا که

بهترین یافتن دنبال به می توان بنابراین، .α = α(t) یعنی است، زمان از تابعی مرتبه کنیم فرض

Dα(t)x(t) = f(t, x(t)) متغیر مرتبۀ با کسری دیفرانسیل معادلۀ به قسمی که باشیم α(t) تابع

آشکار بیشتر غیرموضعی خواص رویکرد این با کند. توصیف بهتر را موردنظر پویای فرایند بتواند

کرده پیدا سیگنال پردازش و کنترل، مکانیک، فیزیک، در فراوانی کاربردهای رویکرد این می شوند.

برای است. اولیه مراحل در هنوز و است جدید بسیار رویکرد این که است این دیگر نکتۀ است.

کنید. مراجعه [۹] به می توانید زمینه این در بیشتر اطلاعات

نزولی گرادیان روش تعمیم با است. بهینه سازی مسئلۀ در کسری حسابان از دیگری کاربرد

بهینه سازی الگوریتم یک هدف، تابع یک ثابت نقطۀ یافتن برای تکرارشونده الگوریتم یک به صورت

آمده دست به [۳۶] در (ⅭFGⅮ) کاپتو کسری نزولی گرادیان یعنی کاپتو، کسری گرادیان مبتنی بر
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می شود. تعریف مذکور کلی الگوریتم دکارتی، مختصات بر اساس کاپتو کسری گرادیان تعریف با است.
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