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می گیرند نظر در گراف به صورت مدلی مولکول هر برای نانو علوم و شیمی، ریاضی، در چکیده.
شاخص های است. اتم ها بین پیوندهای آن یال های و مولکول اتم های گراف آن رأس های به طوری که
و بوده منحصربه فرد اعدادی که هستند گراف به وابسته عددی پارامترهای گراف یک توپولوژیکی
ریاضی شیمی در تعریف شده توپولوژیکی شاخص های از بسیاری ثابت اند. گراف ها يكريختی به نسبت
توپولوژیکی شاخص های این مقادیر از برخی ارتباط مقاله، این در است. گراف رئوس درجات برحسب

کرد. خواهیم مطالعه و بررسی را طلایی نسبت و

لازم پیش نیازهای و مقدمه ۱

ناتهی متناهی مجموعۀ یک V (G) آن در که است
(
V (G), E(G)

)
مانند مرتبی زوج G گراف

که است V (G) متمایز عناصر جفت از متناهی مجموعۀ یک E(G) و رأس ها نام به عناصری از

.{v۱, v۲} ∈ E(G) هر گاه می نامند مجاور را v۲ و v۱ رأس دو می شود. نامیده یال ها مجموعۀ

درجه باشد. مجاور v۲ و v۱ رأس دو هر با x هر گاه می نامند v۲ و v۱ مشترک همسایۀ را x رأس

می دهند. نشان d(v) یا و deg(v) نماد با را آن و است v رأس به متصل یال های تعداد v رأس

با ترتیب به را G گراف رأس های درجۀ بیشترین و کمترین .d(v) = ۰ اگر گویند تنها را v رأس

آن رئوس درجه های تمام که است ساده ای گراف k‑منتظم گراف می دهند. نشان ∆(G) و δ(G)

است. k نامنفی و صحیح عدد با برابر

در به عبارت دیگر، است. n− ۱ آن رأس هر درجۀ که رأس n با است گرافی Kn کامل گراف

دو به بتوان را آن رئوس که است گرافی دوبخشی گراف مجاورند. متمایز، رأس دو هر کامل گراف
فیبوناتچی دنبالۀ طلایی، نسبت زاگرب، شاخص هوسویا، شاخص توپولوژیکی، شاخص کلیدی: کلمات و عبارات
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اتانول مولکول .۱ شکل

در انتها یک و X در انتها یک دارای گراف یال هر که کرد افراز چنان X,Y مانند مجزا مجموعۀ

مجموعۀ از رأس هر و U بخش رئوس مجموعۀ از رأس هر بین دوبخشی گراف در هرگاه باشد. Y

به ترتیب n و m اگر می گویند. کامل دوبخشی را گراف باشد، داشته وجود یال یک V بخش رئوس

می دهند. نشان Km,n نماد با را کامل دوبخشی گراف باشند، V بخش و U بخش رئوس تعداد

از بیشتر اطلاعات برای می دهند. نشان Sn نماد با معمولا و می نامند ستاره گراف را K۱,n گراف

کنید. مراجعه [۱] به گراف نظریۀ

طوقه M در موجود یال های هرگاه گویند، G گراف جورسازی یک را M ⊆ E(G) مجموعۀ

یک انتهای دو باشند). نداشته مشترک رأس (یعنی نباشند مجاور G در آن ها دوتایی هیچ و نبوده

و می کند اشباع را v رأس M جورسازی می خوانند. M جورسازی توسط جورشده را M در یال

نشده ـاشباع M ،v این صورت غیر در بگذرد. v از M در یالی اگر گویند M‑ اشباع شده را v

M جورسازی است. (تام) کامل M جورسازی باشد، شده M‑اشباع ،G رأس هر اگر است.

|M ′| > |M | خاصیت با M ′ مانند دیگری جورسازی دارای G اگر است، ماکزیمم جورسازی

جورسازی عدد آن به و داده نشان α′(G) نماد با را G گراف ماکسیمم جورسازی اندازۀ نباشد.

است. G در k اندازۀ با جورسازی مجموعۀ ،G گراف k‑جورسازی یک از منظور گویند. G گراف

هر برای که است معلوم و می شود داده نشان m(G, k) نماد با G گراف k‑جورسازی های تعداد

.m(G, ۰) = ۱ داریم G گراف

نشان دهندۀ گراف در رأس هر می شود. متناظر گراف یک مولکول هر به شیمیایی گراف نظریۀ در

وجود شیمیایی پیوند متناظر اتم دو بین هرگاه دارد، وجود یال رأس دو بین و متناظر مولکول اتم

۱ شکل گراف به صورت می توان را C۲H۵OH فرمول با اتانول مولکول مثال، برای باشد. داشته

نمونه ، برای است. نظیر اتم ظرفیت با متناظر رأس هر درجۀ گراف این در که داریم توجه داد. نمایش

رئوس و ، ۲ درجۀ اکسیژن با متناظر رأس ،۴ درجۀ کربن اتم با متناظر رئوس ۱ شکل گراف در

مورد دیرباز از نانولوله ها آن ها از جملۀ و نانوکربنی ساختار دارند. ۱ درجۀ هیدروژن اتم با متناظر
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به کربن صفحات از که کربنی نانولوله های است. داشته گرفته قرار مختلف علوم دانشمندان توجه

[۱۰] ایجیما سامیو توسط ۱۹۹۱ سال در شده اند ساخته توخالی استوانۀ به شکل و اتم یک ضخامت

همگی آن وجوه و بوده سه یا دو آن رئوس درجۀ که است مسطح گرافی نانولوله گراف شد. کشف

آن وجوه که است ۳‑منتظم و مانند، قفسه مسطح، گرافی فولرینی گراف یک هستند. شش ضلعی

پنج ضلعی هاست. و شش ضلعی ها از ترکیبی

ویژگی یک نشان دهندۀ که است G گراف به وابسته حقیقی عددی G گراف توپولوژیک شاخص

ظاهری نمایش یا ساختار به عدد این است. G آن مولکولی گرافِ که است مولکولی شیمیایی

به عنوان که توپولوژیکی شاخص یک ریاضی شیمی و شیمیایی گراف نظریۀ در ندارد. بستگی گراف

متناظر گراف بر اساس که است مولکولی توصیف کنندۀ نوعی می شود، شناخته نیز اتصال شاخص

برای ابزارهایی به عنوان توپولوژیکی شاخص های می شود. محاسبه شیمیایی ترکیب یک مولکول

و نظری لحاظ از وینر شاخص دارند. زیادی کاربردهای مولکول ها شیمیایی خواص مدل سازی

در که است توپولوژیکی شاخص اولین و است مطالعه مورد توپولوژیكی شاخص اصلی ترين کاربرد

نظر از آن ها فیزیکی خواص تمام همچنین و آلی ترکیبات جوش نقطۀ است. شده استفاده شیمی

ایزومرها، از گروه یک مولکولِ در اتم ها آرایش دارد. بستگی آن ها ساختار و نوع، تعداد، به عملکردی

تغییرات به دلیل تنها فیزیکی خواص دارد. وجود تغییرات آن ها در و هستند ثابت اتم ها نوع و تعداد

کرد ثابت [۱۴] در اتریشی‑آمریکایی، شیمی دان وینر، هاری است. ساختاری متقابل روابط در

را شاخص این او دارد. ارتباط کربن دو هر بین فواصل حاصل جمع با پارافین ها جوش نقطۀ که

کوتاه ترین {x, y} طول آن در که کرد تعریف W (G) = ۱
۲
∑

{x,y}⊆V (G) d(x, y) به صورت

است. y و x راس دو بین مسیر

شاخص این .[۸] شد معرفی ۱۹۷۱ سال در هوسویا۱ هارو توسط G گراف هوسویای شاخص

می شود. داده نشان Z(G) نماد با و است شده تعریف  گراف k‑جورسازی های تعداد مجموع برابر

ترکیبات بررسی برای شیمی در غالباً شاخص این از .Z(G) =
∑α′(G)

k=۰ m(G, k) به عبارت دیگر

می شود. استفاده آلی

گراف رئوس درجات برحسب ریاضی شیمی در تعریف شده توپولوژیکی شاخص های از بسیاری

از است عبارت رئوس درجۀ مبتنی بر G گراف توپولوژیکی شاخص های کلی فرمول است.

1. Haruo Hosoya
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TI(G) =
∑

vivj∈E(G)

F (d(vi), d(vj)).

مشهور توپولوژیکی شاخص دو توپولوژیکی شاخص های مشهورترین و قدیمی ترین میان در

و زاگرب اول شاخص می گیریم: نظر در را آن ها مقاله این در ما که دارد وجود رأس درجه مبتنی بر

تعریف ترینایستیچ۲ و گوتمن۱ پیش چهل سال بیش از را زاگرب شاخص های زاگرب. دوم شاخص

می دهیم نشان M۲(G) و M۱(G) با ترتیب به را G گراف دوم و اول زاگرب شاخص .[۵] کردند

می کنیم تعریف و

M۱ = M۱(G) =
∑

v∈V (G)

d۲(v),

M۲ = M۲(G) =
∑

uv∈E(G)

dG(u)dG(v) =
∑

uv∈E(G)

(d(u) + d(v)),

اول زاگرب شاخص که دید می توان به راحتی است. G گراف در u رأس درجۀ d(u) آن در که

با است برابر n مرتبۀ کامل و مسیر، دور، گراف های

n؛ ≥ ۳ ،M۱(Cn) = ۴n (۱

n؛ > ۱ ،M۱(Pn) = ۴n− ۶ ،M۱(P۱) = ۰ (۲

.M۱(Kn) = n(n− ۱)۲ (۳

مرتبه کامل و مسیر دور، گراف های دوم زاگرب شاخص که دید می توان ساده محاسباتی با همچنین

با: است برابر n

n؛ ≥ ۳ ،M۲(Cn) = ۴n (۱

n؛ > ۲ ،M۲(Pn) = ۴(n− ۲) (۲

.M۲(Kn) =
n(n−۱)۳

۲ (۳

تعریف زیر به صورت و شده داده نشان Mk
۱ (G) نماد با G گراف اول زاگرب شاخص تعمیم

می شود.

Mk
۱ (G) =

∑
u∈V (G)

d(u)k.

که کنید توجه

1. Iván Gutman 2. Nenad Trinajstić
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M۱؛
۱ (G) = ۲|E(G)| (۱

M۲؛
۱ (G) = M۱(G) (۲

.M۳
۱ (G) = F (G) (۳

می گویند. نیز فراموش شده۱ شاخص F (G) به

کمیت به جمع شان نسبت با برابر آن ها نسبت اگر می گویند ،τ طلایی، نسبت دارای را کمیت دو

اگر هستند طلایی نسبت دارای دو این باشند، عدد دو a > b > ۰ اگر پس باشد. بزرگ تر

a+ b

a
=

a

b
= τ.

رسیدن روش های زیباترین از است. x۲−x−۱ = ۰ معادلۀ برای جوابی و گنگ عددی نسبت این

عددِ این مورد در است. limn→∞
Fn+۱
Fn

تعریف با فیبوناتچی اعداد از استفاده طلایی نسبت این به

جزئيات مشاهده برای علاقه مند خواننده .[۱۲] است شده نوشته و گفته بسیار شگفت انگیز و جالب

به وابسته چندجمله ای های از برخی ريشه های به عنوان آن توان های و طلايی نسبت دربارۀ بیشتر

کند. رجوع [۲ ،۴] به می تواند گراف

طلایی نسبت با هوسویا و تعمیم یافته زاگرب توپولوژیکی شاخص های ارتباط به مقالۀ این در

می پردازیم.

طلایی نسبت و تعمیم یافته زاگرب شاخص ارتباط ۲

میکروسکوپی مختلف ذرات π‑الکترون انرژی مورد در تحقیق برای زاگرب شاخص دومین و اولین

.[۱۳] دارد کاربرد خاصی

Mk
۱ (G) =

∑
u∈V (G) d(u)

k تعمیم یافته زاگرب شاخص ارتباط مطالعۀ به بخش این در

شده اند. گرفته [۱۱] از بخش این نتایج می پردازیم. طلایی نسبت و

.E ⊆ V × V هرگاه است جهت دار G = (V,E) گراف پیش نیازها. برخی ابتدا

گراف رأس دو b و a که است (a, b) مرتب زوج به صورت یال هر گراف ها این در به عبارت دیگر،

جهت دار گراف یک در می گویند. هم کمان آن یال های به و گره جهت دار، گراف های رئوس به هستند.

را آن و گوییم گره (خروجی) بیرونی درجۀ می شوند خارج (گره) رأس یک از که را کمان هایی تعداد

گره درونی درجۀ می شوند وارد رأس به که را کمان هایی تعداد و می دهیم نشان d−(v) یا od(v) با

1. forgotten index
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رأس درجۀ زوج را (d+(v), d−(v)) مرتب زوج می دهیم. نشان d+(v) یا id(v) با و می گوییم

گوییم قابل تحقق را نامنفی اعداد زوج از {(d+i , d
−
i ) : i = ۱, ۲, . . . , n} دنبالۀ می گویند. v

زوج دارای به ترتیب آن از vn ،. . . ،v۲ ،v۱ رئوس که باشد داشته وجود G جهت دار گراف هرگاه

یک برای کافی و لازم شرایط [۷] در باشند. (d+n , d−n ) ،. . . ،(d+۲ , d
−
۲ ) ،(d+۱ , d

−
۱ ) درجات

کافی و لازم شرط همچنین است. شده ارائه قابل تحقق نامنفی صحیح زوج های از معین مجموعۀ

باشد داشته (d+(v) ≤ k) k حداکثر بیرونی درجۀ ماكسيمم با جهت دهی یک G گراف آنكه برای

است. شده بیان

می كنيم. اثبات و بیان را اصلی قضیۀ اینک

نابرابری ∆(G) ≤ ۲k شرط در صادق G گراف هر و k طبيعی عدد هر برای .۱ .۲ قضیه

است. برقرار M۲(G) ≤ k۲−τMτ۲(G)

که کنیم ثابت است كافی اول شاخص تعمیم و دوم زاگرب شاخص تعاريف به توجه با ∑اثبات.
uv∈E(G)

d(u)d(v) ≤ k۲−τ
∑

v∈V (G)

d(v)τ
۲
.

و حقیقی اعداد برای است: متکی حسابی‑هندسی میانگین نابرابری از ویژه ای حالت به اثبات

داريم p+ q = ۱ شرط با q و ،p ،y ،x مثبت

xpyq ≤ px+ qy. (۱ .۲)

برای بگيريد. درنظر است k حداکثر بیرونی درجۀ ماكسيمم با جهت دهی یک دارای كه را G گراف

،p = τ−۲ = ۲−τ ،y = d(v)τ ،x = k−۱d(u)τ
۲ با (۱ .۲) نابرابری از G در −→uv كمان هر

گرفتن با .kτ−۲d(u)d(v) ≤ τ−۲k−۱d(u)τ
۲
+ τ−۱d(v)τ داريم q = τ−۱ = τ − ۱ و

داريم d+(u) ≤ k اينكه به توجه و كمان ها تمام روی مجموع

kτ−۲
∑

uv∈E(G)

d(u)d(v) ≤
∑

u∈V (G)

τ−۲k−۱d(u)τ
۲
d+(u) +

∑
v∈V (G)

τ−۱d(v)τd−(v)

≤ τ−۲
∑

u∈V (G)

d(u)τ
۲
+ τ−۱

∑
v∈V (G)

d(v)τ+۱

=
∑

v∈V (G)

d(v)τ
۲
.



۱۹۹ (۱۴۰۲ زمستان و (پاییز ۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

می شود. ثابت حكم Mτ۲(G) =
∑

v∈V (G) d(v)
τ۲ اينكه به توجه با

نوشته ايم) توپولوژيكی شاخص حسب بر را آن  (كه زیر لم اثبات با [۱۱] وود و موهار، ناکس،

بخشید. بهبود ۱ .۲ قضيۀ در را kτ−۲ ثابت و τ۲ توان نمی توان كه دادند نشان

به طوری كه دارد وجود ∆(G) ≤ ۲k شرط با G گراف ϵ > ۰ و k طبيعی عدد هر برای .۲ .۲ لم

(۱ + ϵ)M۲(G) ≥ k۲−τMτ۲(G).

طلایی نسبت و هوسويا شاخص ارتباط ۳

که زیر روابط می پردازيم. طلايی نسبت با گراف ها از برخی هوسويا شاخص به ارتباط بخش اين در

است. سودمند بسیار G گراف هوسویای شاخص محاسبۀ برای است آمده به دست [۶] در

است. مفروض G = (V,E) گراف .۱ .۳ قضیه

.Z(G) = Z(G− uv) + Z(G− {u, v}) آنگاه ،uv ∈ E(G) اگر (۱

آنگاه باشد، G گراف از رأسی v اگر (۲

Z(G) = Z(G− v) +
∑

u∈NG(v)

Z(G− {u, v}).

اعداد با گراف ها برخی هوسویای شاخص ارتباط که را زیر نتایج ۱ .۳ قضیۀ از استفاده با

. [۳] می کنیم اثبات و بیان می دهد نشان را فیبوناتچی

برقرارند. زیر گزاره های .۲ .۳ قضیه

اولیۀ شرایط و ،Z(Pn) = Fn+۱ با است برابر n مرتبۀ مسیر گراف هوسویای شاخص (۱

است. برقرار Z(P۱) = ۱ و Z(P۰) = ۰

.Z(Cn) = Fn−۱ + Fn+۱ با است برابر n مرتبۀ دور گراف هوسویای شاخص (۲

و است s+ t+ k = n شرط با تک دور گرافی که Ln,k(s, t) گراف هوسویای شاخص (۳

با است برابر ببینید) را ۲ (شکل مجاورند v۰ و u۰ رأس دو

Z(Ln,k(s, t)) = Fn+۱ + Fk−۱Fs+۱Fn−s−k+۱.

هستند مشترک رأس یک در که Cn دور m از که باشد هلندی آسیاب بادی گراف Dm
n اگر (۴

.Z(D
(m)
n ) = (Fn)

m−۱(Fn + ۲mFn−۱) آنگاه ،(۳ (شکل باشد آمده به دست
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Ln,k(s, t) گراف .۲ شکل

می کنیم. اثبات به ترتیب ۱ .۳ قضیۀ از استفاده با را گزاره ها اثبات.

حکم لذا و ،Z(Pn) = Z(P۱)Z(Pn−۱) + Z(Pn−۲) داریم Pn مسیر گراف برای (۱

می شود. ثابت

قضیه اول قسمت بنابر و ،Z(Cn) = Z(Pn) + Z(Pn−۲) داریم Cn دور گراف برای (۲

می شود. ثابت حکم

داریم v۰v۱ یال گرفتن درنظر با (۳

Z(Ln,k(s, t)) = Z(Ln,k(s, t)− v۰v۱) + Z(Ln,k(s, t)− {v۰, v۱})

= Z(Ps)Z(Ln−s,k) + Z(Ps−۱)Z(Pn−s−۱)

= Fs+۱(Fn−s+۱ + Fk−۱Fn−s−k+۱) + FsFn−s

= Fs+۱Fn−s+۱ + FsFn−s + Fk−۱Fs+۱Fn−s−k+۱

= Fn+۱ + Fk−۱Fs+۱Fn−s−k+۱.

دوم قسمت به کاربردن با .(۳ (شکل باشد Cn دورهای مشترک رأس v رأس کنید فرض (۴

داریم ۱ .۳ قضیۀ

Z(D(m)
n ) = Z(D(m)

n − {v}) +
∑

u∈N(v)

Z(D(m)
n − {vi, v}),

بنابراین

Z(D(m)
n ) = (Z(Pn−۱)

m + ۲m(Z(Pn−۱)
m−۱Z(Pn−۲)

= Z(Pn−۱)
m−۱(Z(Pn−۱ + ۲mZ(Pn−۲)

= (Fn)
m−۱(Fn + ۲mFn−۱).
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v

D۲
۴, D

۳
۴, D

۴
۴, D

n
۴ گراف های .۳ شکل

دراین صورت است. m اندازه با گراف یک G کنید فرض .([۹]) ۳ .۳ قضیه

m+ ۱ ≤ Z(G) ≤ ۱√
۵

[
τm+۲ − (−τ−۱)m+۲

]
.

هوسويا شاخص ارتباط نشان دهندۀ که را نتایجی گراف چند معرفی و ۳ .۳ قضیۀ از استفاده با

می آوريم. به دست است طلايی نسبت و

شامل گراف این می دهیم. نشان G۱ ◦ G۲ با را G۲ و G۱
گراف۱ دو كرونای حاصل ضرب

i ام نسخۀ رئوس همۀ با G۱ رأس iامین که است G۲ از نسخه |V۱| اندازۀ به و G۱ از نسخه یک

۴ ببینید. شکل در را Cn ◦K۲ و Cn ◦K۱ گراف های نمونه برای است. مجاور G۲

Cn ◦K۲ و Cn ◦K۱ گراف راست از .۴ شکل

e = {u, v} یال که می شود نتیجه وقتی G مقدماتی زیربخش یک G = (V,E) گراف در

به نیست V به متعلق w آن ها در که را {w, v} و {u,w} یال های سپس و حذف G گراف از

گراف يال هر برای هرگاه است. جديد رأسی دو به طول مسیر این درونی رأس کنیم. اضافه G− e

آن و می شود گفته G زيربخش گراف حاصل گراف به آوریم به دست را مقدماتی زیربخش های G

جدید رأس یک گذاشتن از که است گرافی S(G) به عبارت دیگر، می دهند. نشان S(G) نماد با را

می آید. به دست G یال هر روی

1. corona product of two graphs
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رأس مجموعۀ که می آید به دست به اين صورت G گراف از که است گرافی T (G) كلی گراف

مجاور رئوس هرگاه هستند، یکدیگر مجاورت در T (G) در رأس دو و G یال های و رئوس شامل آن

باشند. مشترك رأسی بر واقع یا

می آيد. به دست جديد گراف های اندازۀ به توجه با و ۳ .۳ قضيۀ از استفاده با زير قضيۀ

m۲ و m۱ اندازه های و n۲ و n۱ مرتبه های با گراف دو ترتيب به H و G كنيد فرض .۴ .۳ قضیه

در اين صورت باشند.

می كند صدق زير نابرابری در S(G) گراف هوسویای شاخص (۱

۲m۱ + ۱ ≤ Z(S(G)) ≤ ۱√
۵

[
τ۲m۱+۲ − (−τ−۱)۲m۱+۲

]
می كند صدق زير نابرابری در G ◦H گراف هوسویای شاخص (۲

m۱ + n۱m۲ + n۱n۲ + ۱ ≤ Z(G ◦H) ≤
۱√
۵

[
τm۱+n۱m۲+n۱n۲+۲ − (−τ−۱)m۱+n۱m۲+n۱n۲+۲

]
.

می كند صدق زير نابرابری در T (G) گراف هوسویای شاخص (۳

۲n۱ − ۱ ≤ Z
(
T (G)

)
≤

(
n۱(n

۲
۱ − ۱)
۲

+ ۲

)
τ

n۱(n
۲
۱−۱)

۲ +۱.
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Abstract. In mathematics, chemistry , and nanoscience a graph model is considered
for each molecule, so that the vertices are the atoms of the molecule and the edges
are the bonds between the atoms. Graph topological indices are numerical parameters
dependent on the graph, which are unique numbers and are fixed with respect to the
isomorphism of the graphs. Many topological indices in Mathematical Chemistry are
in terms of degrees of vertices. In this article, we study the relationship between some
values of these topological indices and the golden ratio.
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