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مقدمه ۱

انتظار که شده است مدرن ریاضیات از حوزه هایی در شاخص بازیگری دینامیکی سیستم های نظریۀ

ظاهر قطبی دو نقش در فشرده ریمانی رویه های پیمانه ای فضا های و همگن فضا های نداریم. را آن

دوئل جادویی کما بیش طرزی به  آنالیزی و دینامیکی سیستم های تکنیک های آن ها در که می شوند

می دهند. به دست را مربوط ساختار حسابی و جبری، هندسی، غنی ویژگی های آن ضمن در و می کنند

در شگفت انگیز کاربردهایی با نافذ نتایجی به منجر زمینه ها این در شده انجام بررسی های

دستاورد های این بیشتر میان در کمی نتایج جای با  وجود این، شده است. ریاضیات دیگر حوزه های

انتظار مورد و مبارز طلب کاری شرایط این در متناهی وار استدلال های بسط است. خالی مشهور

دهد. ارائه حوزه این در کمی نتایج برخی از کلی نمایی که است آن مقاله این قصد است؛

G ⊂ SLd(R) کنید فرض کنیم. شروع همگن دینامیک کلی چارچوب یادآوری با دهید اجازه
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متناهی) مکمل۲ حجم با گسسته (زیر گروهی مشبکه۱ یک Γ ⊂ G و باشد همبند خطی لی گروه یک

زیر سؤال که است شده مشخص باشد. G همبند و بسته زیر گروه یک W ⊂ G کنید فرض باشد.

است. برخوردار اساسی اهمیت از

کنید. توصیف x ∈ G/Γ نقطۀ هر برای را Wx مدار رفتار

که نوعی۳ نقطۀ یک صرفاً نه و می خواهیم فضا از نقطه هر مدار برای را اطلاعات این که کنید توجه

به معنادار پاسخی انتظار نمی توان که کنید توجه همچنین است. ارگودیک نظریۀ در معمول موضوع

G در قطری ماتریس های گروه W و G = SL۲(R) اگر  مثلا داشت. را کلیت این در سؤال این

می تواند مدار ها بستار به ویژه و باشد داشته پیچیده بسیار رفتاری می تواند خاص مدارِ هر آنگاه باشد،

ببینید. را [۶۳]  مثلا باشند؛ فراکتالی مجموعه های

نقطۀ هر برای که بود زده حدس راگوناتان۵ باشد، شده تولید تک توان۴ اعضای توسط W اگر

Wx بستار و تناوبی۶ مدار یک Lx چنان که دارد وجود W ⊂ L ⊂ G همبند زیر گروه x ∈ G/Γ

۲ بخش باشد؛ L در مشبکه یک L در x پایدار ساز۷ اگر است تناوبی Lx مدار ـــ است Lx برابر

ببینید. را

تاثیرگذار کار پیش از ،[۸۹ ،۸۸ ،۸۷] کرد اثبات رتنر۸ را صورتش کلی ترین در راگوناتان حدس

کرده اثبات [۲۶ ،۲۵] مارگولیس و دنی۱۰ و ،[۷۴] مارگولیس۹ را آن مهم خاص حالت چند رتنر

بودند.

شدن پر برای نرخی مثلا نیستند، کمی نوع از بنیادی نتایج این شد، اشاره بالا در همان طور که

است ارگودیک نقطۀ به نقطه قضیۀ مبتنی بر رتنر کار در حقیقت، نمی دهند. به دست بستارش در مدار

مینیمال زیر مجموعه های از مارگولیس و دنی کار در می گیرد. خود به کارا۱۱ صورت به سختی که

بسیار کار این کرد. کارا تلاش مقداری با را آن می توان دارد، ناکارا صورتی گرچه که می شود استفاده

بحث برای ضعیف اند. معمولا می آیند به دست راه این از که نرخ هایی به علاوه، است؛ پر چالش

ببینید. را ۶ بخش تکمیلی

گسترده ای نتایج می تواند تک توان مدارهای هم  توزیعی۱۲ برای خوب کارای کران های که کنیم اشاره

Oε

(
y

۳
۴+ε) به صورت خطایی جملۀ که است این با هم ارز ریمان حدس در حقیقت، باشد. داشته

کرده ایم. ترجمه «کارا» به را رایج اصطلاح این effective؛ .۱۱

1. lattice 2. covolume 3. typical 4. unipotent 5. Raghunathan 6. periodic orbit 7. stabilizer
8. Ratner 9. Margulis 10. Dani 12. equidistribution
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.[۹۹ ،۹۰] کنیم پیدا پیمانه ای۲ رویۀ برای ۱
y تناوب با تناوبی۱ ساعتی های دورِ هم توزیعی برای

به دست چند جمله ای نوع از نرخ هایی که می دارند آن بر را ما چشمگیر کمتر اما مرتبط کاربردهای

دسترس از فراتر کران هایی چنین شد، خواهد بحث ۶ بخش در که کلیتی در با این حال، آوریم.

ادامه در که است آمده به دست زمینه این در هیجان انگیزی پیشرفت های اما، کنونی اند. ابزارهای

شد. خواهد بحث

پدیده های با مشابه پیشگامانه ای کارهای که می آوریم پایان به نکته این ذکر با را مقدمه این

است: شده انجام نیز دیگری چارچوب های در دارد قرار مقاله این قلب در که صلبیت به مربوط

،۶ ،۵] مقاله های مربوط اند؛ بالاتر۳ مرتبه های از قطری شونده شارش های به [۶۷ ،۳۰] مقاله های

SL۲(R) عمل به مربوط [۴۰ ،۳۹] مقاله های مربوط اند. مانا۴ اندازه های طبقه بندی به [۱۲ ،۷

و می برند؛ به کار یافته اند توسعه مانا توزیع های برای که را روش هایی و پیمانه ای اند فضا های بر

آثار این همۀ باشد. داشته نامتناهی مکمل حجم Γ که هستند وضعیتی به مربوط [۷۹ ،۷۸ ،۶۵ ،۴]

بود. خواهد توجه جالب آن ها از کمی صورت هر اثبات و هستند کیفی [۱۲] به استثنای

تناوبی مدار های پیچیدگی  ۲

اگر می خوانیم L−تناوبی را x ∈ X = G/Γ نقطۀ باشد. بسته زیر گروهی L ⊂ G کنید فرض

StabL(x) = {g ∈ L : gx = x}

روشن بحث سیاق از L اگر تناوبی، خلاصه به طور (یا تناوبی L‑مدار یک باشد. L در مشبکه یک

تناوبی L‑مدار یک که کنید توجه باشد. L‑تناوبی نقطۀ یک x چنان که است Lx مدار باشد)

ببینید. را [۸۶] است؛ بسته لزوماً

تناوبی مدار Wx مدار یک بستار که می کنند بیان شد خواهد بحث اینجا در که صلبیت نتایج

در کمی نتایج که است طبیعی انتظاری این لذا است. W ⊂ L ⊂ G میانی۵ زیر گروه برای Lx

در حتی مثلا باشند. داشته Wبستگی عمل کنندۀ گروه و x نقطۀ حساس ویژگی های به چارچوب این

می کنند. تعیین را هم توزیعی نرخ دوران زاویۀ دیوفانتی ویژگی های دایره غیر گویای دوران های مورد

اعداد نقش بینابینی زیر گروه های تناوبی مدارهای نیز است ما بحث اساس که کلی تری وضعیت در

1. periodic horocycles 2. modular surface 3. higher rank diagonalizable flows 4. classification of
stationary measures 5. intermediate subgroup
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مانع که تناوبی مدار های برای را پیچیدگی۱ سنجۀ یک که است مهم بنابراین می کنند. بازی را گویا

کنیم. مشخص هستند X در مدار یک چگال شدن

تناوبی مدار یک برای می داریم. نگه ثابت را e خنثی عنصر از Ω کران دار و باز همسایگی یک

کنید تعریف Lx ⊂ X

voⅼ(Lx) =
mL(Lx)

mL(Ω)
, (۱ .۲)

نسبت L در StabL(x) مکمل حجم mL(Lx) و L روی دلخواه هار اندازه یک mL آن در که

می کند. ایفا را L تناوبی مدار های برای پیچیدگی سنجۀ نقش حجم مفهوم این است. mL به

اینجا در می دهیم. ارجاع [۳ .۲ بخش ،۳۱] به را خواننده بالا تعریف اساسی ویژگی های برای

Ω متفاوت انتخاب دو هر است، وابسته Ω انتخاب به مفهوم این هرچند که می کنیم اشاره تنها

پایین و بالا از دو آن نسبت که مفهوم این به می شوند، منجر voⅼ از قابل مقایسه ای تعریف های به

تناوبی مدار برای می پوشیم. چشم نماد گذاری در Ω به بستگی دادن نشان از بنابراین است. کران دار

روی G‑ناوردا احتمال اندازۀ داد. خواهیم نشان µLx با را Lx روی L‑ناوردا احتمال اندازۀ ،Lx
دو حالتی۲ گزاره ای متناهی وار مفهوم متضمن حکم یک مضمون شد. خواهد داده نشان mX با X

مشخص مانعی آنکه مگر می کند پر مشخص نرخی با را X فضای Wx مدار است: زیر به صورت

متفاوت وضعیت های در نرخ کیفیت دید خواهیم چنان که ـــ داشته باشد وجود پایین پیچیدگی با

است. متغیر

پوچ شارش ها کارای هم توزیعی ۳

X کنید فرض هستند. کمی چگالی نتایج یافتن برای طبیعی جای اولین احتمالا پوچ شارش ها

گروه از همبند بستۀ زیر گروه یک G آن در که X = G/Γ به عبارت دیگر، باشد. پوچ خمینه۳ یک

است. مشبکه یک Γ ⊂ G و است مثلثی بالا اکیداً d× d ماتریس های
لایبمن۸ متأخر آثار همچنین و [۸۴ ،۲] پری۷ و گرین۶، ال. کرونکر۵، وایل۴، کار های مدد به

شده اند. معلوم پیشتر مدت ها از حوزه این در صلبیت نتایج [۶۶]

اثبات آبلی ویژۀ حالت از فراتر و چهارچوب این در نیز چند جمله ای خطای نرخ با کمی، نتایج

از خاص حالتی دادند. ارائه تائو۱۰ تی. و گرین۹ بی. را کامل راه حل ببینید. را [۵۲ ،۶۳] شده اند؛

1. measure of complexity 2. dichotomy 3. nilmanifold 4. Weyl 5. Kronecker 6. L. Green 7.
Parry 8. Leibman 9. B. Green 10. T. Tao
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است. زیر شرح به [۵۲] اصلی قضیۀ

ثابت در این صورت باشد. بالا شکل به پوچ خمینه ای X = G/Γ کنید فرض .([۵۲]) ۱ .۳ قضیه

و x ∈ X کنید فرض است. صادق زیر حکم به طوری که دارد وجود dimG به وابسته A ≥ ۱

.T > ۰ و ۰ < η < ۱/۲ کنید فرض باشد، G از پارامتری تک زیر گروهی {u(t) : t ∈ R}

برقرار {u(t)x : t ∈ [۰, T ]} جزئی۱ مسیر برای زیر حکم دو از یکی دست کم در این صورت

است.

داریم f ∈ C∞(X) هر برای (۱)∣∣∣∣ ۱
T

∫ T

۰
f
(
u(t)x

)
dt−

∫
X
f dmx

∣∣∣∣ ≪X,f η

داده می شود. خاص لیپ شیتسی نرم یک توسط f به وابستگی آن در که

است تناوبی HΓ/Γ چنان که دارد وجود H ⊊ G و g ∈ G یک ۰ ≤ t۰ ≤ T هر برای (۲)

داریم |t− t۰| ≤ ηAT شرط با t ∈ [۰, T ] هر برای و vol
(
gHΓ/Γ

)
≪X η−A و

distX
(
u(t)x, gHΓ/Γ

)
≪X η

G روی راست۲ ناوردای ریمانی اندازۀ یک از که است X روی متریکی distX آن در که

است. شده القاء

ارجاع [۳۳] به [۵۲] اصلی حکم از آن استنتاج و صورت بندی این دیدن برای را خواننده

قرار کید تأ مورد کردیم ذکر پیشتر که را حالتی ای دو وضعیت اینجا در که دهید اجازه اما می دهیم.

قضیۀ در (۱) حالت یعنی است، هم توزیع کارا به صورتی {u(t)x : t ∈ [۰, T ]} مدار یا دهیم؛

قضیۀ در (۲) حالت یعنی می شود، آن مانع که است حاضر پایین پیچیدگی با صریح مانعی یا ،۱ .۳

.۱ .۳

کُره ساعتی گروه های ۴

اگر می نامیم کُره ساعتی ۳ را W ⊂ G زیر گروه باشد. نیم  ساده و همبند لی گروه یک G کنید فرض

به طوری که باشد داشته وجود a ∈ G R‑قطری شوندۀ عنصر

W =W+(a) := {g ∈ G : n→ ∞ وقتی که anga−n → e}.

1. partial trajectory 2. right invariant 3. horospherical group
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سرۀ زیر گروه یک تک توان رادیکال اگر و تنها اگر است کُره ساعتی W ⊂ G که است شده معلوم

در واقع، برعکس. نه اما است، تک توان همواره کُره ساعتی زیر گروه یک به ویژه، Gباشد. از سهموی۱

W نرمال  ساز۲ NG(W ) آن در که بود خواهد فشرده W/NG(W ) آنگاه باشد، کُره ساعتی W اگر 

می دهد. نشان را G در

سبک به صلبیت نتایج و دارد طولانی تاریخچه ای G/Γ بر G کُره ساعتی گروه های عمل بررسی

پیش [۹۶ ،۵۸ ،۴۷ ،۲۴ ،۲۱ ،۲۰] دنی۶ و ویچ۵، فورستنبرگ۴، هدلاند۳، توسط حالت این در رتنر

مدار های تک تک رفتار می توان که مطلب این از استفاده با در حقیقت شدند. ثابت رتنر قضیه  های از

هم توزیعی دربارۀ نتایجی می توان داد، ربط ماتریسی ضرایب زوال به را کَره ساعتی زیر گروه یک

جدیدتر آثار و [۹۰ ،۶۳ ،۱۶] زمینه این در کرد. اثبات می توان را چند جمله ای، خطای با کار آمد،

بسیار کلیتی با نتایج این اکنون داریم. اطلاع آن ها از که هستند کارهایی اولین [۹۴ ،۹۲ ،۴۴]

توسط که G زیر گروه های انتقال یافتۀ۷ مدار های حالت .[۸۱ ،۷۷ ،۶۲ ،۶۱] شده اند ثابت بیشتر

.[۳۸ ،۲۹ ،۳] است موضوع این با مرتبط حدی تا نیز می شوند داشته نگه ثابت برگشت۸ یک

برای [۱ .۱۱ قضیۀ ،۶۱] و SLn(R)/SLn(Z) حالتِ برای [۱ .۳ قضیۀ ،۷۷] به را خواننده

که را Wx کارای هم توزیعی موانع می توان که کنیم اشاره است لازم می دهیم. ارجاع کلی حالت

کرد. مشخص بی نهایت به {a−nx : n ∈ N} گذار۹ میزان حسب بر W = W+(a) آن در

،۲۳ ،۲۲] می کنند ایفا تحلیل این در اساسی نقش تک توان شارش های کمی۱۰ ناواگرایی نتیجتاً،

برای باشد، فشرده X = G/Γ که وقتی به ویژه ببینید. را ۲ .۶ بخش بحثِ همچنین ۷۳]؛ ،۶۴ ،۲۷

است. چند جمله ای خطا های نرخ با هم توزیع (X,mX) در Wx مدار x ∈ X هر

در که می کنند فراهم را مثال هایی از دیگری ردۀ نیم  مستقیم۱۱ ضرب از حاصل ساختار های

در که G = H ⋉ V کنید فرض برد. بهره کُره ساعتی زیر گروه های ویژگی های از می توان آن

می توان حال است. H تحویل ناپذیر نمایش یک V و غیرفشرده نیم  سادۀ لی گروه یک H آن

قابل ملاحظه ای به طرز حالت این کرد. بررسی را G/Γ بر W ⊂ H کُره ساعتی زیر گروه یک عمل

است. شده حاصل زمینه این در جزئی پیشرفتی و است کره ساعتی زیر گروه های حالت از پیچیده تر

که است آورده حالتی برای اثباتی و است کرده استفاده آنالیزی روش های از [۹۵] اشترومبرگسون۱۲

W و Γ = SL۲((Z))⋉ Z۲ و R۲ بر SL۲(R) استاندارد نمایش با G = SL۲(R)⋉ R۲

1. parabolic 2. normalizer 3. Hedlund 4. Furstenberg 5. Veech 6. Dani 7. translates of orbits 8.
involution 9. excursion 10. quantitative non-divergence 11. semidirect product 12. Strömbergsson
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بررسی برای می توان را روش این است. SL۲(R) در مثلثی بالا تک توان ماتریس های گروه با برابر

بست. به کار نیز دیگر حالت های برخی

شناخت در همگن حالت در بسط یافته مفاهیم که می بریم پایان به نکته این ذکر با را بخش این

یافته کاربرد نیز انتقالی۳ رویه های فضای در ناپایدار)۲ قویاً (برگ بندی کُره ساعتی برگ بندی های۱

ببینید. را [۶۹ ،۴۱] مثلا اند؛

نیم  ساده گروه های تناوبی مدارهای ۵

در شده بحث صورت های در را حوزه این در کمی بررسی های منشأ می شد پیش سال پانزده حدود تا

مقاله این باقی ماندۀ بخش های در است. شده بهتر اخیراً وضعیت اما یافت. ۴ بخش و ۳ بخش

می دهیم. قرار بحث مورد را پیشرفت ها این از برخی
وِنکاتش۶ و مارگولیس۵، آینزیدلر۴، راهگشای مقالۀ نتایج، نوی موج این در کار ها اولین از یکی

و نیم  ساده همبندِ گروه یک G کنید فرض است. بوده نیم  ساده گروه های تناوبی مدار های مورد در
هم نهشتی۷ زیر گروه یک Γ کنید فرض باشد. G(R) لی گروه در همانی همبند مؤلفۀ G و Q‑جبری

عامل بدون نیم  ساده زیر گروه یک H ⊂ G کنید فرض .X = G/Γ بنویسید باشد. G(Q) از

است. متناهی G در آن مرکزساز۹ که باشد فشرده۸

است. [۳۲] در شده اثبات هم توزیعی اصلی قضیۀ نتیجۀ زیر قضیۀ

کنید فرض است. برقرار زیر حکم چنان که دارد وجود δ = δ(G,H) عدد .([۳۲]) ۱ .۵ قضیه

Sx به طوری که دارد وجود H ⊂ S ⊂ G زیر گروه V > ۱ هر برای باشد. تناوبی مدار یک Hx

،f ∈ C∞
c (X) هر برای و ،vol(Sx) ≤ V است، ∫∣∣∣∣تناوبی

X
fdµHx −

∫
X
fdµSx

∣∣∣∣ ≪G,Γ,H S(f)V −δ

می دهد. نشان را خاص ۱۰ سوبولفِ نُرم یک S(f) آن در که

است. [۸۳] شاه۱۱ و موزِس به متعلق قضیه ای از) خاص (حالتی از کار آمد صورتی ۱ .۵ قضیۀ

ـــ است توجه قابل نکته ای ۱ .۵ قضیۀ در ،V (منفی) نمای یعنی خطا، جملۀ بودن چند جمله ای

1. foliation 2. strong unstable foliation 3. translation surfaces 4. Einsiedler 5. Margulis 6.
Venkatesh 7. congruence subgroup 8. compact factors 9. centralizer 10. Sobolev norm 11.
Mozes and Shah
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منشأ ببینید. را ۶ بخش می دهد: به دست بدتری خطای نرخ معمولا دینامیکی برهان های کارا سازیِ

در [۳۲] در که است هم نهشتی زیر گروه های طیفی۱ یکنواخت شکاف چند جمله ای خطای نرخ این

رفته است. به کار اساسی بسیار دادۀ یک نقش

ما سروکار که است این [۳۲] در بسط یافته روش های ضروری ویژگی کردیم اشاره همان طور که

شکاف همان یعنی ـــ است حسابی خارج قسمتی فضا های در نیم  ساده گروه های تناوبی مدار های با

۱ .۵ قضیۀ فرض های از برخی با این حال، هم نهشتی. قسمتی خارج فضا های برای طیفی یکنواخت
اَدلیک۲ صورت وِنکاتش و محمدی، مارگولیس، آینزیدلر، [۳۲] ادامۀ در کرد. آسان تر می توان را

ثابت H اینکه یکی برمی داشت: را ۱ .۵ قضیۀ در اعمال شده محدودیت دو که کردند اثبات را حکمی

بر اعمال شده شکافندگی۳ فرض دیگری و است) وابسته H به ۱ .۵ قضیۀ (تقریب است شده فرض

ندارد). فشرده عامل H) ارشمیدسی مکان یک در H

X = G(A)/G(Q) کنید تعریف و باشد Q‑جبری و نیم  ساده همبندِ گروه یک G کنید فرض

عمل X بر G(A) فشرده موضعاَ گروه صورت این در می دهد. نشان را اَدِل ها۴ حلقۀ A آن در که

و نیم  ساده جبری Q‑گروه یک H کنید فرض می دارد. نگه ناوردا را mx احتمال اندازۀ و می کند

مرکزی هستۀ با Q ι روی : H → G مثل جبری ای همریختی .g ∈ G(A) و باشد ساده همبند

Q آن در که H = Spin(Q) و G = SLd کنید فرض ،مثلا بگیرید. نظر در ثابت را متناهی

است. متغیر d با صحیح۵ دوم درجه صورت یک

همگن فضای g ∈ G(A) عضو و جبری داده های این به

Y := gι
(

H(A)/H(Q)
)
⊂ X

می دهیم. نسبت را µ همگن احتمال اندازۀ و

است. قرار این از [۳۱] اصلی قضیۀ از خاص حالتی

به وابسته δ > ۰ عدد این صورت در باشد. نیز ساده همبند G کنید فرض .([۳۱]) ۲ .۵ قضیه

ι(H) ⊂ G و همگن مجموعه ای Y کنید فرض است. برقرار زیر حکم که دارد وجود dimG

،f ∈ C∞
c (X) هر برای آنگاه باشد. ∫∣∣∣∣ماکسیمال

X
fdµ−

∫
X
fdmX

∣∣∣∣ ≪G S(f)vol(Y )−δ

1. uniform spectral gap 2. adelic 3. splitting assumption 4. adeles 5. integral quadratic form
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است. خاص اَدِلیک سوبولفِ نُرم یک S(f) آن در که

قضیۀ از زیر تعمیم دارد. اعداد نظریۀ در جالبی کاربرد های ۲ .۵ قضیۀ در نهفته انعطاف پذیری

است. شده ثابت [۳۱] در دوک۱

مثبت دوم درجه صورت های فضای Qd = POd(R)\PGLd(R)/PGLd(Z) کنید فرض

مجموعۀ باشد. Z روی هم ارزی و مقیاس بندی۲ توسط تعریف شده هم ارزی رابطۀ تقریب با Rd روی

می کنیم. مجهز PGLd(R)/PGLd(Z) روی نرمال شده۴ هار اندازۀ به تصویر۳ را Qd

genus(Q) و باشد Zd بر معین مثبت و صحیح دوم درجه صورت یک Q کنید فرض

دهد. نمایش را Q اسپین)۶ (گونای گونای۵ (spin genus(Q))

و صحیح معین مثبت دوم درجه صورت های از دنباله ای {Qn} کنید فرض .([۳۱]) ۳ .۵ قضیه

(Qnاسپین گونای (همچنین Qn گونای n → ∞ وقتی صورت، این در باشد. ناهم ارز دو به دو

مشخص |genus(Qn)| از توانی با که سرعتی (با می شود هم توزیع Qd از زیر مجموعه ای به عنوان

می شود).

،d > ۵ وقتی است. جدید نتیجه، این کیفی شکل حتی d = ۳, ۴ وقتی که است گفتنی

با مشابهی بررسی برای می شود. نتیجه [۵۱] در هم توزیعی قضیۀ یک از قضیه این کیفی صورت

ببینید. را [۴۲] ارشمیدسی۷ جای در شکافندگی شرط

گروه های به جز گروه ها تمام برای (τ) خاصیت از مستقل اثباتی ۲ .۵ قضیۀ از دیگر کاربرد یک

با هرچند است [۱۹] در کلوزل۸ اصلی قضیۀ از متفاوتی اثبات [۳۱] مقالۀ به ویژه است. A۱ نوع

ببینید. را [۳۱] ضعیف تر؛ نماهایی

قضیۀ و [۸۵] پراساد۹ حجم فرمول متکی بر [۳۲] در موجود مفاهیم علاوه بر ۲ .۵ قضیۀ اثبات

ما اختیار در ۲ .۵ قضیۀ که است امتیازاتی دلیل بنیادی داده های این است. [۹] پراساد و بورل۱۰

می گذارد.

ι(H) دهیم اجازه آن در که است ۲ .۵ قضیۀ از صورتی اثبات زمینه این در حل نشده اصلی مسئلۀ

داشت؛ خواهد اعداد نظریۀ در جالبی بسیار کاربردهای قضیه ای چنین باشد؛ داشته نامتناهی مرکز ساز

دعوت را خواننده است، شده حاصل مسئله این حل جهت در پیشرفت هایی تازگی به ببینید. را [۳۶]

کند. رجوع [۳۵ ،۳۴ ،۱] به مثال برای که می کنیم

1. Duke’s theorem 2. scaling 3. push-forward 4. normalized 5. genus 6. spin genus 7.
Archimedean place 8. Clozel 9. Prasad’s volume formula 10. Borel



همگن/محمدی فضا های در متناهی وار آنالیز ۲۷۴

کارا تک توان دینامیک ۶

گروه Gیک کنید فرض مثلا دارد، غیرفشرده نیم  ساده Gزیر گروه های کنیم فرض ۱ .۳ قضیۀ به نظر با

مدار های کمی رفتار تحلیل ،۴ بخش در گفته شده نتایج پرتو در است. غیرفشرده و نیم  ساده خطی لی

که نیست تعجب جای نیستند. کُره ساعتی که می گردد باز گروه هایی مدار های به G/Γ در تک توان

زمینه این در اخیر پیشرفت های از بخش، این در است. درآمده کار از چالش برانگیز بسیار کار این
چند جمله ای وار۱ رفتارِ از استفاده و کارا سازی حول بخش این نتایج کلی مضمون گفت. خواهیم

می چرخد. تک توان مدارهای

اوپنهایم حدس کارای صورت های ۱ .۶

دوم درجۀ صورت یک Q اگر که می کند بیان [۷۴] شد ثابت مارگولیس توسط که اوپنهایم۲ حدس

هر برای این صورت در نیست صحیح ضرایب با صورت یک از مضربی که باشد ناتباهیده و نامعین

قضیۀ از پیش مارگولیس و دنی .|Q(ν)| < ε چنان که دارد وجود ν ∈ Z۳ \ بردار {۰} ε > ۰

کردند. ثابت را حکم این از تعمیم هایی رتنر

اوپنهایم حدس از (هم توزیعی) کمی صورت هایی [۳۷] موزس و مارگولیس، اسکین۳، بعدتر،

و دنی خطی سازی تکنیک رتنر، یکنواخت توزیع قضیۀ بر است متّکی اثبات این کردند. ثابت را

[۳۷] در که بدیع ایده ای ـــ خاص مارگولیس تابع یک برای نابرابری ها از دستگاه یک و مارگولیس،

مشابه نتایجی است. شده تبدیل آن از خارج و همگن دینامیک در بی بدیل ابزاری به و شد ابداع

شده اند. اثبات [۷۵ ،۷۲] در ناهمگن صورت های برای

(روش تحلیلی روش های است. شده تلاش بسیار نیز چهارچوب این در کارا نتایج کسب برای

با این حال، است. کمی ذاتاً بود شده گرفته به کار مارگولیس کار از پیش که هاردی‑لیتل وود)۴ دایرۀ

صورت دوم درجۀ صورت یا و باشد زیاد متغیر ها تعداد یا که است کارساز وقتی عموماً رهیافت این

[۱۸] مارگولیس و هیل۷، گوتزه۶، بوتروس۵، اخیرتر، ببینید. را [۵۹] مثلا باشد؛ داشته ویژه ای

متغیر ها تعداد وقتی چند جمله ای، خطای با هم توزیعی) همراه (به را اوپنهایم حدس کارای صورت

به شکل اعداد هندسۀ از ایده هایی با را تحلیلی روش های آن ها اثبات کرده اند. ثابت باشد، ۵تا دست کم

تحلیلی روش های از [۱۱] و [۹۱] در همچنین، می کند. ترکیب هستند [۳۷] یادآور که نابرابری هایی

1. polynomial like behavior 2. Oppenheim conjecture 3. Eskin 4. Hardy-Littlewood 5. Buterus
6. Götze 7. Hille
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خانواده هایی در دوم درجۀ صورت های همۀ۱ تقریباً برای چند جمله ای تقریب های و کرده اند استفاده

و سه صورت های حالت که می آید به نظر اما به دست داده اند. ۴ و ۳ ابعاد صورت های از خاص

باشد. تحلیلی روش های دسترس از خارج متغیری چهار

نرخ با متغیری سه فرم های برای را اوپنهایم حدس از کارا صورتی مارگولیس و لیندنشتراوس۲

.[۶۸] کردند ثابت چند لگاریتمی۳ خطای

است. برقرار زیر حکم چنان که دارند وجود k > ۰ و A ≥ ۱ مطلق ثابت های .([۶۸]) ۱ .۶ قضیه

این در .ε > ۰ و detQ = ۱ که باشد سه متغیری نامعین دوم درجۀ صورت یک Q کنید فرض

دو از یکی دست کم T ≥ T۰(ε)∥Q∥A هر برای به طوری که دارد وجود T۰(ε) > ۰ عدد  صورت

است. برقرار زیر حکم

خاصیت با ν ∈ Z۳ اولیۀ۴ صحیح بردار ξ ∈
[
− (log T )k, (log T )k

]
عدد هر برای (۱)

.|Q(ν)− ξ| ≪
(
log T

)−k به طوری که دارد وجود ۰ < ∥ν∥ < TA

و |detQ′| < T ε به طوری که دارد وجود Q′ صحیح دوم درجۀ صورت (۲)

∥Q− λQ′∥ ≪ ∥Q∥T−۱

.λ = |detQ′|−۱/۳ آن در که

است. Mat۳(R) روی نرمی ∥ · ∥ و مطلق اند حاصل۵ ضربی ثابت های

تحویل یافته۶ و نامعین سه متغیری دوم درجۀ صورت Qیک وقتی حالت خاص در که کنید توجه

است؛ برقرار Q برای ۱ .۶ قضیۀ از (۱) قسمت آنگاه نباشد، صحیح صورت یک از مضربی و باشد

ببینید. را [۱۲ .۱ نتیجه ،۶۸]

به کارا چگالی نتیجۀ یک یعنی، است: پابرجا ۱ .۶ قضیۀ در هم باز بالا در یادشده دوگانگی

باشد. موجود (۱ .۶ قضیۀ از (۲) (بخش صریح مانعی آنکه مگر می آید،  دست

و اوپنهایم حدس برای مارگولیس اولیۀ اثبات کاراسازی بر و پیچیده نسبت به [۶۸] اثبات

،SO(Q) گروه عمل بررسی مبتنی بر رهیافت این است. استوار مارگولیس و دنی بعدی تحقیقات

مجموعۀ مفهوم به و است X = SL۳(R)/SL۳(Z) همگن فضای بر ،Q طولپایی های گروه

مناسب کمی استدلال های برای مینیمال مجموعه های دارد. اتّکا توپولوژیک دینامیک در مینیمال

1. almost every 2. Lindenstrauss 3. poly-log 4. primitive 5. implied multiplicative constants 6.
reduced
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بی نهایت به سرعت گریز حسب بر دیوفانتی۱ شرط یک با را کیفی مفهوم این [۶۸] مقالۀ نیستند.

نقشی جدید عنصر این است. کرده جایگزین R‑قطری شونده پارامتری تک زیر گروه یک تحت

بخش در کلی تر چهارچوب هایی در مشابه عناصر ـــ دارد کمی بیان یک آوردن دست به در اساسی

که می آید به دست نرخی داده این به صرف اتکای با که است ذکر شایان شد. خواهند بحث ۲ .۶

به [۹ بخش ،۶۸] ترکیبیاتی لم یک یمن به [۶۸] در حاصل قوی تر کران است. ≪ log(log T )

است. توجه قابل خود جای در که آمده  دست

تک توان مدار های خطی سازی ۲ .۶

مینیمال مجموعۀ مفهوم مبتنی بر توپولوژیک رویکردی دنی و مارگولیس شد، اشاره پیشتر که همان طور

گام ها اولین از یکی لذا کنند. اثبات را راگوناتان۲ حدس از خاص حالت هایی تا دادند توسعه را

صریح دیوفانتی شرط یک با مینیمال مجموعه های جایگزینی توپولوژیک استدلال این کارا سازی در

می توان را آن که دادند انجام [۷۱] در شاه و محمدی، مارگولیس، لیندنشتراوس، را کار این است.

.[۲۸] کرد تصور مارگولیس و دنی خطی سازی تکنیک از کارا صورتی چشم به

مدار های ناواگرایی برای اثبات اش در مارگولیس که دارد روشی در ریشه خطی سازی تکنیک

تظریف [۲۳ ،۲۲] در دنی را قضیه ها این کار آمدند. ناواگرایی نتایج این .[۷۳] کرد ابداع تک توان

بااین حال، آوردند. دست به را آن ها از کارا و صریح صورتی [۶۴] در مارگولیس و کلاینباک۳ و کرد

نداریم. [۷۱] از قبل [۲۸] نتایج کارای صورت وجود از اطلاعی

همبند Q‑گروه یک G کنید فرض کنیم. یادآوری را [۷۱] در گفته شده مقدمات دهید اجازه

مشخص تر باشد. حسابی مشبکه یک Γ ⊂ G کنید فرض .G = G(R) کنید تعریف و باشد

که می گیریم نظر در چنان را است شده تعریف Q روی بر که ι : G → SLN نشانندۀ یک اینکه،

همیشه لذا و می کنیم یکی ι(G) ⊂ SLN با را G گروه ι کمک به پس .ι(Γ) ⊂ SLN (Z)

.G ⊂ SLN (R) که کرد خواهیم فرض

می کنیم تعریف را زیر خانوادۀ

H = {H ⊂ G : R(H) = Ru(H) و است همبند Q‑زیر گروه یک H }

می دهد. نشان را H تک توان) (به ترتیب، حل پذیر رادیکال (Ru(H) ترتیب، (به R(H) آن در که

1. Diophantine 2. Raghunathan’s conjecture 3. Kleinbock



۲۷۷ (۱۴۰۲ زمستان و (پاییز ۲ شمارۀ ،۴۲ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

زیر گروه های توسط Q جبری بستار روی که باشد همبند Q‑گروه یک H اگر و تنها اگر H ∈ H یعنی،

H(R)∩Γ ،H ∈ H هر برای چاندرا۱ هاریش و بورل از قضیه ای بنابر است. شده تولید تک توان

.G ∈ H که می کنیم فرض همواره است. مشبکه یک H(R) در

.X = G/Γ بنویسید و باشد G از تک توان و (همبند) زیرگروه یک U ⊂ G کنید فرض

کنید تعریف .H = H(R) دهید قرار H ∈ H هر برای

NG(U,H) := {g ∈ G : Ug ⊂ gH}.

و H ◁ G اگر به علاوه، است. G جبری۲ R‑زیرچندگونای یک NG(U,H) که کنید توجه

.NG(U,H) = G آنگاه ،U ⊂ H

کنید تعریف

S(U) =
( ⋃

H∈H
H ̸=G

NG(U,H)
)
/Γ و G(U) = X\S(U).

می شوند خوانده U به نسبت عام۴ نقاط G(U) اعضای و U به نسبت تکین۳ نقاط S(U) اعضای

روی U عمل برای فورستنبرگ مفهوم به نظریه اندازه ی عام نقاط با نظری، لحاظ به نقاط، این ـــ

با وجوداین، ببینید). را [۹۸ صفحۀ ،۴۹] تعریف دیدن (برای متفاوت اند mX اندازۀ به نسبت X

ذکر پیشتر که رتنر، توجه قابل قضیۀ بود. خواهد عام بالا مفهوم به نیز نظریه  اندازه ای عام نقطۀ هر

.Ux = X داریم x ∈ G(U) هر برای که می کند بیان ،[۸۹] شد

می کنند. دوری S(U) از G(U) نقاط U‑مدار های که کردند ثابت [۲۸] مارگولیس و دنی

است. شده کمی سازی چند جمله ای نرخ با [۷۱] در مطلب این

تعریف و g = Lie(G) کنید فرض داریم. نیاز بیشتری نمادگذاری به کمی نتیجۀ این بیان برای

متعارف پایۀ به نسبت slN (R) روی ماتریسی نرم ∥ · ∥ کنید فرض .g(Z) := g∩ slN (Z)کنید

∥ · ∥ با را آن ها ما که می کند القا ∧slN (R) روی را نرم ها از خانواده ای نُرم این دهد. نشان را

کنید تعریف و باشد G از نابدیهی و سره زیر گروه یک H ∈ H کنید فرض داد. خواهیم نمایش

ρH := ∧dimHAd و VH := ∧dimHg.

است. شده تعریف Q روی ρH نمایش

1. Harish-Chandra 2. R-subvariety 3. singular 4. generic
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باشد؛ H لی جبر با متناظر ∧dimHLie(G) در اولیه و صحیح بردار یک vH کنید فرض

متناظر گوه ای۱ حاصل ضرب را vH و نظر در Lie(H) ∩ slN (Z) برای صحیح پایه یک یعنی،

νH با را قطری نشسته بردار این می نشیند. ∧dimHg در قطری شکل به vH بردار می گیریم. آن ها

کنید تعریف g ∈ G هر برای می دهیم. نشان

ηH(g) := ρH(g)νH.

بردار باشد. G از تک توان تک پارامتری زیر گروه یک U که کنیم فرض کار، کردن ساده برای

U = {u(t) = exp(tz) : t ∈ چنان که می گیریم نظر در ثابت ∥z∥ = ۱ شرط با را z ∈ g

داشت خواهیم H ∈ H هر برای نمادگذاری، این با .R}

NG(U,H) = {g ∈ G : z ∧ ηH(g) = ۰}.

تحت می تواند بنابراین است؛ چندگونا یک NG(U,H) شد مشاهده پیشتر همان طور که

پریشیدگی  های تحت باید کارا مفاهیم اما، کند. تغییر قابل ملاحظه ای شکل به کوچک پریشیدگی  ها۲

شرح: این به است عام نقطۀ از کارایی مفهوم معرفی [۷۱] نوآوری های از یکی باشند. پایا کوچک

را gΓ نقطۀ .t ∈ R+ و باشد نزولی تابعی ϵ : R+ → (۰, ۱) کنید فرض .۲ .۶ تعریف

با H ∈ H هر برای هرگاه می نامیم U = {exp(tz) : t ∈ R} عمل برای ,ϵ)‑دیوفانتی t)

باشیم داشته {e} ̸= H ̸= G شرط

.∥z ∧ ηH(g)∥ ≥ ϵ
(
∥ηH(g)∥

)
آنگاه ∥ηH(g)∥ < et اگر (۱ .۶)

این که کنید توجه باشد. ,ϵ)‑دیوفانتی t) ،t > ۰ یک برای اگر است ϵ‑دیوفانتی نقطه یک

ازای به U ⊂ H(R) که وقتی مگر است ناتهی G(U) مجموعۀ است. (U, gΓ) زوج روی شرطی

جالب ترین در است. ϵ‑دیوفانتی ϵی ازای به x ∈ G(U) هر به علاوه، .H◁G مثل (سره) زیر گروه

مجموعۀ یک معمولا G(U) بنابراین است. X از چگال زیر مجموعه ای S(U) مجموعۀ مثال ها،

,ϵ)‑دیوفانتی t) نقاط مجموعۀ t ∈ R+ هر برای از سوی دیگر، است. درونی نقاط بدون Gδی

نقاط بستار مجموعه این (در واقع، است درونی نقاط دارای مناسبی بستۀ مجموعۀ ۲ .۶ تعریف در

است). خودش درونی

1. wedge product 2. perturbations
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مستلزم متناهی وار احکام دیدیم، پیشین بخش های در و شد بحث ۲ بخش در همان طورکه

برای حسابی پیچیدگی سنجۀ این [۷۱] در هستند. بازدارنده۱ عوامل برای پیچیدگی سنجۀ یک

یک ارتفاع۲ به عبارت دیگر، .ht(H) = ∥vH∥ کنید تعریف است. رفته به کار H زیر گروه های

بخش ،۸] می شود؛ داده Lie(G) گراسمانی۳ در آن متناظر نقطۀ ارتفاع توسط H Q‑زیر گروه

مدار حجم با نزدیکی ارتباط H ∈ H زیرگروه های برای ht(H) که است گفتنی ببینید. را [۵ .۱

،۸۰] و ب]، پیوست ،۳۱] ،[۱۷ بخش ،۳۲] دارد؛ شد، تعریف ۲ بخش در که ،HΓ/Γ تناوبی

ببینید. را [۲ .۶ بخش

زیر مجموعه های Xتوسط از برون کشی ۴ یک مشکل، این رفع برای نیست. فشرده Xلزوماً فضای

می گیریم نظر در چنین را فشرده

Xη = {gΓ ∈ X : min
۰̸=ν∈g(Z)

∥Ad(g)ν∥ ≥ η}.

،۷۱] مثلا است؛ فشرده ، η > ۰ هر برای ،Xη مجموعۀ مالر۵ فشردگی محک از) (تعمیمی بنابر

.
⋃

η>۰ Xη = G/Γ به علاوه، ببینید. را [۸ .۲ لم

می کنیم تعریف ، g ∈ G هر برای خاص حالت در و ،g ∈ SLN (R) هر برای

|g| = max{∥g∥, ∥g−۱∥}

است. متعارف پایۀ به نسبت SLN (R) روی ماکزیمم نرم ∥ · ∥ آن در که

است. حقیقی گروه های برای [۷۱] اصلی نتیجۀ زیر قضیۀ

وجود Γ و ،G ،N به Eوابسته > ۱ و ،N به A,Dوابسته > ۱ ثابت های .([۷۱]) ۳ .۶ قضیه

.۰ < η < ۱/۲ و ،k ≥ ۱ ،t > ۰ ،g ∈ G کنید فرض است. برقرار زیر حکم چنان که دارد

کند. صدق ε(s) ≤ ηAs−A/E نابرابری در s > ۰ هر برای ε : R+ → (۰, ۱) کنید فرض

است. برقرار زیر امکان سه از یکی دست کم آنگاه

(۱)

∣∣∣{ξ ∈ [−۱, ۱] : نیست دیوفانتی − (ϵ, t) ،u(ekξ)gΓ یا u(ekξ)gΓ /∈ Xη}
∣∣∣<Eη۱/D

1. obstructions 2. height 3. Grassmanian 4. exhaustion 5. Mahler
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شرط با H ∈ H سرۀ زیر گروه (۲)

ht(H) ≤ E
(
|g|A + eAt

)
η−A

داریم ξ ∈ [−۱, ۱] هر برای که دارد وجود چنان

∥ηH
(
u(ekξ)g

)
∥ ≤ E

(
|g|A + eAt

)
η−A

∥z ∧ ηH
(
u(ekξ)g

)
∥ ≤ Ee−k/D(|g|A + eAt)η−A

.U = {exp(tz) : t ∈ R} آن در که

دارد وجود ht(H) ≤ EeAtη−A شرط با H ◁ G نابدیهی و سره نرمال زیر گروه (۳)

به طوری که

∥z ∧ νH∥ ≤ ϵ
(
ht(H)۱/Aη/E

)۱/A
.

و [۷ .۱ قضیه ،۷۱] خودی۱ اندازه های برای قضیه این از صورت هایی [۷۱] مقالۀ در فی الواقع،

توجه با به ویژه، است. شده اثبات [۳ بخش ،۷۱] در قضیه این از S‑حسابی صورت های همچنین

قضیه های می توان Q به عددی۳ میدان های از اسکالر ها۲ تحدید از استفاده و [۲ .۳ قضیه ،۷۱] به

برد. به کار نیز عددی میدان های روی تعریف شده گروه های کلی تر حالت در را [۷۱]

تک توان اند. مدار های چند جمله ای رفتار متکی بر [۲۸] استدلال های مانند نیز [۷۱] برهان های

دارند: تفاوت نیز [۲۸] نتایج با هستند کار آمد چند جمله ای شکل به اینکه علاوه بر قضیه ها، این اما،

هر و است مبنا نقطۀ از مستقل که می دهند دست به G(U) از فشرده زیر مجموعه ای قضیه ها این

،۱ .۱ قضیه های ،۷۱] باز می گردد؛ آن به باشد، داشته وجود جبری مانعی آنکه جز تک توان، مدار

بار اولین و بود شده شناخته قبلا تک توان مدار های ناواگرایی برای یکنواختی این ببینید. را [۵ .۱

نبود. شده شناخته [۷۱] پیش از چهارچوب این در اما شد، آن متوجه دنی

(تعریف عام نقطۀ از کار آمد مفهوم یک از استفاده اولی کرده اند. میسر را ویژگی ها این عامل دو

تک توان مدار های سرعت که است H در خاصی زیر گروه از استفاده عامل، دومین و است (۲ .۶

[۷۱] استدلال های به علاوه، ببینید. را [۷ .۴ بخش ،۷۱] می کند؛ کنترل را VH نمایش فضای در

صفر ناشوندگی قضیه های و [۱۷ قضیه ،۷۱] هیلبرت۴ صفر های قضیۀ از کارایی صورت های متّکی بر

هستند. ویاسوویچ۶ نابرابری به مربوط موضعی۵

1. friendlymeasures 2. restriction of scalars 3. number fields 4. Nullstellensatz 5. local non-vanishing
6. Lojasiewicz
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تک توان مدار های کارای چگالی ۳ .۶

مدار های کارای چگالی دربارۀ کلی ای قضیۀ هر یک که است مقالاتی سلسله در مقاله اولین [۷۱] مقالۀ

است، شدن آماده دست در که مقاله، دومین می دهند. ارائه حسابی خارج قسمتی فضا های در تک توان

است. [۷۱] متکی بر اساساً

پارامترِ اندازۀ از مکرری۱ لگاریتم می آید به دست تک توان مدار های بودن چگال برای که نرخی

است. وابسته dimG به تکرار ها تعداد که است شار

چند جمله ای کران های و حسابی ترکیبیاتِ ۷

تک توان دینامیک برای موجود استدلال های کارا سازی۲ که شد اشاره موضوع این به ۶ بخش ضمن در

بخش در بحث شده خاص وضعیت های از اگر در واقع، نمی شود. منجر چند جمله ای کران به معمولا

این در هستند. کمیاب نسبت به هم توزیعی یا و چگالی برای چند جمله ای نرخ های رویم، فراتر ۵ .۳

کرد. خواهیم بحث زمینه این در اخیر پیشرفت های مورد در بخش

چنبره  ای خودریختی  های با تصادفی قدم زدن ۱ .۷

عمل Rd بر تحویل ناپذیر قویاً که باشد زاریسکی چگال۳ زیرگروه یک Γ ⊂ SLd(Z) کنید فرض

باشد ناوردا Γ متناهی اندیس با زیرگروه یک تحت که Rd نابدیهی زیر فضای هیچ (یعنی می کند

تولید را Γ که باشد متناهی۴ تکیه گاه با Γ روی احتمال اندازۀ یک ν کنید فرض ندارد). وجود

می کند.

[۴۶] که داد نشان فورستنبرگ

.λ۱(ν) = lim
n→∞

log ∥g۱ · · · gn∥
n

همه جا تقریباً − νN

برای هم توزیعی قضیۀ یک [۱۲] دوران ساز مقالۀ در موزِس و لیندنشتراوس، فورمن۶، بورگین۵،

کردند. ثابت چند جمله ای خطای جملۀ با ν به وابسته Td روی تصادفی قدم زدن

وجود ۰ < C = C(ν, λ) مثل ثابتی ۰ < λ < λ۱(ν) هر برای .([۱۲]) ۱ .۷ قضیه

یک برای که باشد ویژگی این با µn = ν(n) ∗ δx اندازۀ x ∈ Td برای اگر که به طوری دارد

1. iteration of logarithms 2. effectivizing 3. Zariski dense 4. finitely supported 5. Bourgain 6.
Furman
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باشیم داشته n > C log(۲∥a∥/t) و a ∈ Zd \ {۰}

|µ̂n(a)| > t > ۰,

داریم و q ∈ Z و p ∈ Zd که دارد p/q گویای تقریب یک X آنگاه

.∥x− p

q
∥ < e−λn و |q| < (۲∥a∥/t)C

اجازه است. صادق ν اندازه های و Γ زیر گروه های از وسیع تری ردۀ برای [۱۲] اصلی قضیۀ

یافته اند. تعمیم [۵۷ ،۵۶] بعدی کار های در [۱۲] نتایج که کنیم اشاره نیز نکته به این دهید

یکی تنها اینجا در است. عنصر چندین متّکی بر و پیچیده بسیار [۱۲] در گفته شده استدلال

فوریۀ ضریب یک به مربوط اطلاعات کشیدن بالا به که می کنیم مطرح را اثبات اصلی گام های از

کنید فرض می شود. بزرگ فوریۀ ضرایب مجموعه یک با مرتبط (بزرگ مقیاس) ساختار یک به بزرگ

ضرب نظریۀ کمک با می توان آنگاه .|µ̂n(a)| > t باشیم داشته ناصفر a و بزرگ n یک برای

ضرایب دارای µn۱ اندازۀ n۱ ≤ n از مناسب انتخابی برای که داد نشان تصادفی۱ ماتریس های

.[۲ .۶ گزاره ،۱۲] است؛ بزرگ تر t/۲ از (کوچکی) مثبت بعد با مجموعه ای روی که است فوریه ای

فوریۀ ضرایب دارای µn۲ است که n۲ < n۱ از کوچک تر احتمالا مقیاسی کردن پیدا ما بعدی کار

در کار این است. d آن بزرگ مقیاس بعد که باشد مجموعه ای روی (t حسب بر ای (چند جمله بزرگ

(وابسته کوچک ϵای برای d− ϵ به بعد کشیدن۲ بالا دشوارتر، و اول گام می پذیرد. انجام مرحله دو

حدس خلاصه به طور جمعی۳، ترکیبیات از ایده هایی [۱۲] مقالۀ .[۳ .۶ گزاره ،۱۲] است: (ν به

کار، این انجام پس از رساند. انجام به را بهتر نتیجه این تا می برد به کار را ،[۱۰] گسسته شده۴ حلقۀ

بهبود d به d − ϵ از را بعد تا کرد استفاده فوریه نظریۀ کلاسیک کمابیش تخمین های از می توان

.[۱۱ .۶ ،۵ .۶ گزاره ،۱۲] بخشید؛

SL۲(R)× SL۲(R) و SL۲(C) خارج قسمتی فضا های ۲ .۷

نیم ساده گروه های خارج قسمتی فضا های در هم توزیعی) بلندپروازانه تر، (حتی چگالی مسئلۀ به اکنون

بسیار مسئله این که است شده معلوم کردیم، بحث که دلایلی بنابر می پردازیم. چند جمله ای نرخ با

است. چالش برانگیز

1. random matrix products 2. bootstrap 3. additive combinatorics 4. discretized ring conjecture
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نرخ با چگالی که آورده اند دست به را نتایجی اولین [۷۰] محمدی و لیندنشتراوس اخیراً

حالت های از کلی تر را، نیم  ساده گروه های در همگن فضا های در کلی مدار های برای چند جمله ای

می دهند. به دست ، ۵ و ۴ بخش های در بحث شده

کنید فرض بیاوریم. نماد چند دهید اجازه

G = SL۲(C) یا G = SL۲(R)× SL۲(R)

است. شده تعریف کیلینگ۱ صورت توسط که Gباشد روی راست ناوردایی اندازۀ dist کنید فرض و

می توان را x ∈ X نقطۀ یک به یکی۲ شعاع می کند. القا X روی را distX متریک متریک، این

کنید تعریف η > ۰ هر برای کرد. تعریف متریک این توسط

Xη = {x ∈ X : x یک به یکی  ≤ شعاع η};

ببینید. را آن مراجع و [۳ بخش ،۷۰] مثلا دارد، نزدیکی قرابت ۲ .۶ تعریف با تعریف این

باشد زیر مجموعه های از یکی H ⊂ G کنید فرض

.SL۲(R) ⊂ SL۲(C) یا {(g, g) : g ∈ SL۲(R)} ⊂ SL۲(R)× SL۲(R)

باشد. H در بالا مثلثی ماتریس های گروه P ⊂ H کنید فرض

Mat۲(R) ×Mat۲(R) یا Mat۲(C) روی ماکسیمم نرم ∥ · ∥ کنید فرض قبل، همانند

کنید تعریف L ⊂ G زیر گروه هر و R > ۰ هر برای دهد. نشان را متعارف پایۀ برحسب

BL
R = {g ∈ L : ∥g − I∥ ≤ R}.

است: قرار این از [۷۰] اصلی نتایج از یکی

هر ،۰ < δ < ۱/۲ هر برای باشد. حسابی مشبکه یک Γ کنید فرض .([۷۰]) ۲ .۷ قضیه

یکی دست کم (x۰ یک به یکی شعاع و δ به وابسته (صریحاً بزرگ کافی به اندازۀ T و ،x۰ ∈ X

است. برقرار زیر موارد از

داریم x ∈ XT−Kδ هر برای (۱)

distX
(
x,BP

TA · x۰
)
≤ CT−Kδ.

1. Killing form 2. injectivity radius
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و vol(Hx′) ≤ T δ و است تناوبی Hx′ که دارد وجود چنان x′ ∈ X عنصر (۲)

distX
(
x′, x۰

)
≤ CT−۱.

Xاند. به وابسته مثبتی ثابت های C و ،K ،A آن در که

و سارنک۳ و جیکوبسون۲، گمبورد۱، از [۴۸] مقالۀ به شبیه هوایی و حال  قضیه۷. ۲ اثبات

[۱۲] موزس۷ و لیندنشتراوس فورمن۶، بورگین، کار و ،[۱۴ ،۱۳] گمبورد۵ بورگین۴، کار همچنین

ببینید. را ۱ .۷ قضیۀ کردیم ؛ ذکر پیشتر که دارد

از اول، گام در حاضرند: نیز اینجا در شدند، بحث ۱ .۷ بخش در که اثبات، مرحلۀ سه به ویژه،

وقتی به جز که می شود داده نشان و می شود استفاده شدن۸) بسته لم یک قالب (در دیوفانتی شرطی
آغازین)۹ (بعد مشخص مقیاس در مثبت بعدی می توانیم باشد برقرار ۲ .۷ قضیۀ از (۲) حالت که

می شود. استفاده مرحله این در Γ بودن حسابی کنیم. تولید

BP
T δ ·x۰ دادن انتقال و بزرگ تر مقیاسی به گذر با است: زیر به شکل کشیدن بالا ،مرحلۀ دوم گام

گام این آورد. دست به بزرگ بعد با مجموعه ای می توان کنترل شده اندازه ای با تصادفی عضو یک با

مارگولیس توابع شد، اشاره همان طور که می شود. انجام مارگولیس تابع یک به وابسته استدلالی با

به شدند معرفی موزس و مارگولیس، اسکین۱۰، توسط [۳۷] در همگن دینامیک چهارچوب در که

شده اند. تبدیل آن از فراتر و همگن دینامیک در اجتناب غیرقابل ابزاری

موجود گام این در اصلی جزء دو است. بعد بودن بزرگ از کارا چگال بودنِ نتیجه گیری سوم، گام

صورتی که است [۹۸ ،۹۳] شلاگ۱۲ و ولف۱۱ کار های بر اساس تصویر سازی قضیۀ یک اولی، است:

در حاصل اضافی بعد که می شود استفاده آن منظور این به مطلب این از است. [۶۰] از تغییر یافته

که است استدلالی دوم، جزء کنیم. منتقل G کُره ساعتی زیر گروه یک راستای به را کشیدن بالا مرحلۀ

KX > ۰ ثابت :X فضای برای کمی همبستگی زوال بر است مبتنی و داد ارائه ونکاتش بار اولین

،φ,ψ ∈ C∞(X) هر برای دارد که ∣∣∣∣وجود ∫ φ(gx)ψ(x) dmX −
∫
φdmX

∫
ψdmX

∣∣∣∣≪G S(φ)S(ψ)e−KXdist(e,g)

(۱ .۷)

1. Gamburd 2. Jakobson 3. Sarnak 4. Bourgain 5. Gamburd 6. Furman 7. Mozes 8. closing
lemma 9. initial dimension 10. Eskin 11. Wolff 12. Schlag
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است. G روی ثابت G‑ناوردای راست متریک dist و مشخص سوبولف نرم یک S آن در که

وقتی که است گفتنی ببینید. را آن مراجع و [۴ .۲ بخش ،۶۳] (۱ .۷) رابطۀ جزئیات دیدن برای

.[۵۰ ،۱۹ ،۱۷] است مطلق ثابتی KX باشد، پیمانه ای زیر گروه Γ

تناوبی مدار های

بست. Hبه کار تناوبی مدار های برای کارا چگال بودن قضیۀ اثبات برای را [۷۰] روش های می توان

هر برای که دارد وجود ηX > ۰ ثابت کنیم. یادآوری را ناواگرایی قضیۀ ابتدا در دهید اجازه

داریم Y تناوبی مدار

µY (Xηx) ≥ ۰٫۹ (۲ .۷)

ببینید. را [۶ .۳ لم  ،۷۰] مثلا است؛ Y روی H‑ناوردا احتمال اندازه µY آن در که

برای این صورت در باشد. X در تناوبی H−مدار یک Y ⊂ X کنید فرض .([۷۰]) ۳ .۷ قضیه

(به K ≥ K
۲
X/L اینجا در .distX(x, Y ) ≤ Cvol(Y )−K داریم x ∈ Xvol(Y )−K هر

یک به یکی شعاع مینیمم و ،vol(X) ،KX به صریح شکلی به C و (L مطلق ثابت یک ازای

است. مطلق K آنگاه باشد، پیمانه ای زیر گروهی Γ اگر است. وابسته Xηx نقاط

بخش در گفته شده قضیه های از خاص نسبتاً حالتی ۳ .۷ قضیۀ باشد، حسابی زیر گروه یک Γ اگر

بودن حسابی که بیاورید یاد به ـــ نیست حسابی لزوماً Γ ۳ .۷ قضیۀ در که کنید توجه اما است. ۵

به وابسته ۳ .۷ قضیۀ [۳۲ ،۳۱] برخلاف به ویژه، می شود. استفاده ۲ .۷ قضیۀ گام اولین در تنها Γ

نیست. (τ) ویژگی

مدار های جداسازی خواص اثبات برای مارگولیس توابع از استفاده به را خواننده توجه همچنین

می کنیم. جلب [۸۲] و [۴۰] در میانی) کلی تر، حالت (و تناوبی

می بریم. پایان به ۳ .۷ قضیۀ از کاربردی با را بحث

پیوندی خمینه های در ژئودزیک کلا صفحات

قطعاتی چسباندن با را غیرحسابی۳ هذلولوی خمینه های از مثال هایی پیاتتسکی‑شاپیرو۲ و گرومف۱

در بی  تاب۵ مشبکۀ دو Γ۲ و Γ۱ کنید فرض .[۵۵] ساخته اند نامتوافق۴ حسابی خمینه های از

است O(۳, ۱) در ۲ اندیس با زیر گروه یک Isom(H۳) که بیاورید خاطر به ـــ باشد Isom(H۳)

1. Gromov 2. Piatetski-Shapiro 3. non-arithmetic hyperbolic 4. non-commensurable arithmetic 5.
torsion free
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فرض همچنین .Mi = H۳/Γi کنید تعریف است. O(۳, ۱) با یکریخت موضعاً SL۲(C) و

چنان که دارند وجود Ni ⊂Mi مرز با ۳‑بعدی زیر خمینه های i = ۱, ۲ برای کنید

همبندی ,O(۳مولفۀ ۱)◦ آن در که ,O(۳است ۱)◦ شامل π۱(Ni) ⊂ Γi زاریسکی بستار •

است. O(۳, ۱) در همانی
جدا۱ را Mi و است Mi در نشانده شده ژئودزیک کاملا رویۀ یک ∂Ni همبندی مولفۀ هر •

می کند.

هستند. طولپا ∂N۲ و ∂N۱ •

∂N۲ و ∂N۱ بین طولپایی از استفاده با N۲ و N۱ چسباندن با که باشد خمینه ای M کنید فرض

به را π۱(M) لذا، می پذیرد. را کامل هذلولوی متریک یک M صورت این در می شود. حاصل

کنید فرض و Γ′ = π۱(M)∩O(۳, ۱)◦ کنید فرض می نگریم. O(۳, ۱) در مشبکه یک عنوان

باشد. G = SL۲(C) در Γ وارون تصویر Γ

یک Γ یعنی است، غیرحسابی M صورت این در باشند، نامتوافق و حسابی Γ۲ و Γ۱ اگر

تناوبی مدار یک به می توان را M در ژئودزیک کاملا صفحه یک است. G در غیرحسابی مشبکه

فراکشید. X = G/Γ در H = SL۲(R)

و N۱ قطعۀ دو چسباندن با که باشد ۳ −بعدی هذلولوی خمینۀ یک M کنید فرض .۴ .۷ قضیه

توصیف بالا در که شکلی به Σ = ∂N۱ = ∂N۲ امتداد در غیرمتوافق حسابی خمینۀ دو از N۲

برابر حداکثر M در ژئودزیک کاملا صفحات تعداد باشد. آمده به دست شد

L
(
area(Σ)vol(X)η−۱

X k
−۱
X

)L/k۲
X

بالاست. مطابق X = G/Γ و مطلق ثابت L آن در که است

۱. ۴]؛ قضیه ،۴۳] کردند ثابت استُور۵ و میلر۴، لافون۳، فیشر۲، را قضیه این کیفی شکل

ببینید. را [۱۲ بخش ،۴] همچنین

لی نظریۀ بخش و دینامیک بخش در سخنرانی ای مقاله این بر اساس که است قرار سپاسگزاری
دهم. ارائه ۲۰۲۲ سال ریاضی دانان بین المللی کنگرۀ در آن تعمیم های و

1. separates 2. Fisher 3. Lafont 4. Miller 5. Stover
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که است استادانی و همکاران، دوستان، با همکاری سال چندین نتیجۀ آمد بالا در که نتایجی

لیندنشتراوس۳، اسکین۲، آینزیدیلر۱، از می کنم قدردانی به ویژه هستم  . آن ها سپاسگزار بی اندازه

نسخه های مورد در نظراتش بابت اُو از وِنکاتش۸. و شاه۷، گل سفیدی۶، صالحی اُو۵، مارگولیس۴،

می کنم. تشکر مقاله این قبلی

مترجم افزوده های

به متن در که را قضیه هایی و تعریف ها بخش این در مقاله، بهتر فهم به کمک و خواننده راحتی برای

می آوریم. است شده اشاره آن ها

به عبارت دیگر، باشد. Rn روی ناتباهیده دوم درجۀ صورت یک Q کنید فرض اوپنهایم حدس

Q(x) =

n∑
i,j=۱

aijxixj

A = [aij ] و می دهد نشان را Rn برای متعارف پایۀ e۱, · · · , en و x =
∑n

i=۱ xiei آن در که

هر برای اگر می شود نامیده معین مثبت Q(x) صورت است. وارون پذیر متقارن ماتریس یک

مقادیر هم Q(x) اگر می شود نامیده نامعین Q(x) همچنین .Q(x) ≥ ۰ باشیم داشته x ∈ Rn

وجود λ ∈ R \ {۰} عدد اگر می نامیم گویا را Q(x) صورت کند. اختیار را منفی هم و مثبت

ناگویا را Q صورت این غیر در λaij؛ ∈ Z ،۱ ≤ i, j ≤ n تمام برای به طوری که باشد داشته

می نامیم.

ناگویا و نامعین دوم درجۀ صورت Q و n ≥ ۵ اگر که است این (۱۹۲۹) اوپنهایم حدس

مقادیر مجموعۀ بستار آن گاه باشد،

V (Q) = {Q(x) : x ∈ Zn \ {۰}}

به طوری که دارد وجود xm ∈ Zn ناصفر بردار های از دنباله ای به عبارتی، است. صفر نقطۀ شامل

حدس این از قوی تری صورت داد. تعمیم n ≥ ۳ برای را حدس این دوِنپورت۹ .Q(xm) → ۰

نادرست n = ۲ برای حدس این می دهد نشان مقدماتی استدلالی .V (Q) = R که کند می ادعا

می کند. اثبات n ≥ ۳ مقادیر تمام برای را آن ،n = ۳ برای آن درستی و است

1. M. Einsiedler 2. A. Eskin 3. E. Lindenstrauss 4. G. Margulis 5. H. Oh 6. A. Salehi Golsefidy
7. N. Shah 8. A. Venkatesh 9. Davenport
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کرد. صورت بندی را اوپنهایم حدس از دینامیکی شکلی راگوناتان میلادی، ۷۰ دهۀ میانۀ در

کنید فرض داریم. تعریف چندین به نیاز اوپنهایم حدس معادل صورت این بیان برای

Q۰(x۱, x۲, x۳) = x۲
۱ + x۲

۲ − x۲
۳,

بگیرید: نظر در را Q۰ با متناظر متعامد گروه و

H = {g ∈ SL۳(R) : Q۰(gx) = Q۰(x) ،x ∈ R هر برای }.

است. SL۲(R) با یکریخت موضعی به طور و ۳‑بعدی لی گروه یک H که دید می توان

فشرده Rn/Λ اگر می نامیم مشبکه یک را Λ ⊂ Rn گسستۀ زیرگروه Rn مشبکه های فضای
به طوری که باشد داشته وجود Rn برای v۱, · · · , vn پایۀ اگر است مشبکه یک Λ ،معادلا باشد.

Λ = Zv۱ + · · ·+ Zvn.

داریم باشد، Rn متعارف پایۀ e۱, · · · , en اگر

Λ۰ = Ze۱ + · · ·+ Zen = Zn.

می کنیم تعریف ∧ مشبکۀ هر برای می نامیم. مبدأ مشبکۀ را Λ۰ = Zn مشبکۀ

covol(Λ) =
∣∣det [v۱| · · · |vn

]∣∣ .
به سادگی باشد. covol(Λ) = ۱ شرط با Λ ⊂ Rn مشبکه های همۀ مجموعۀ Ln کنید فرض

زیرگروه Λ۰ = Zn پایدار ساز و می کند عمل Ln بر ترایا۱ به صورت SLn(R) گروه که دید می توان

یکی SLn(R)/SLn(Z) قسمتی خارج فضای با را Ln می توان به این ترتیب است. SLn(Z)

به این ترتیب می گیرد. قرار gZn شبکه مقابل در gSLn(Z) هم دسته تناظر این در گرفت. نظر در

کرد. مجهز SLn(R)/SLn(Z) قسمتی خارج توپولوژی با را Ln فضای می توان

دارند. برخور اساسی اهمیت از زیر نکتۀ دو

دنبالۀ n = ۲ برای مثلا که دید می توان به سادگی نیست. فشرده Ln (۱)

Λk =

(
k ۰
۰ ۱

k

)
Z۲

واگراست.

1. transitive
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است. ناوردا SLn(R) عمل تحت که دارد وجود Ln روی بر µ احتمال اندازۀ (۲)

راگوناتان کتاب به اثبات برای است. تحویل۱ نظریۀ از نابدیهی نتیجه ای احتمال اندازۀ این وجود

کنید. رجوع [۸۶]

گسستۀ زیرگروه ،(G = SLn(R) مثلا) باشد همبند لی گروه یک G اگر کلی تر، حالت در

داشته وجود G/Γ قسمتی خارج فضای بر µ احتمال اندازۀ اگر می نامیم مشبکه یک را G از Γ

هر و A ⊂ G/Γ اندازه پذیرِ مجموعۀ هر برای به عبارت دیگر، باشد. ناوردا G عمل تحت که باشد

تعریف با مشبکه از تعریف این G = Rn که حالتی در µ(A) = µ(gA). باشیم داشته g ∈ G

است. سازگار بالا

نظریۀ اساسی مسائل از یکی باشد. مشبکه یک Γ ⊂ G و لی گروه یک G کنید فرض

است. x ∈ G/Γ نقاط و H ⊆ G لی زیرگروه های برای Hx مدارهای بررسی همگن، دینامیک

زیرگروه باشد. مشبکه یک Γ ⊆ G و همبند لی گروه یک G ≤ SLn(R) کنید فرض

به عبارت دیگر، باشد. u ویژه مقدار تنها ۱ ،u ∈ U هر برای اگر می نامیم تک توان را U ⊆ G

.(u− ۱)n = ۰

تک توان زیرگروه یک U ⊆ G اگر که می کند بیان راگوناتان توپولوژیک حدس راگوناتان حدس
L ⊇ U زیرگروه به بیان دیگر، است. همگن مجموعه ای خود Ux بستار آن گاه ،x ∈ G/Γ و باشد

و همبند زیرگروه W ⊆ G اگر کلی تر، حالت در .Ux = Lx که دارد وجود چنان (x به (وابسته

آنگاه باشد) SL۲(R) با Wهمریخت اگر مثلا) بشود تولید تک توان اعضای توسط که باشد بسته ای

Γ∩L به علاوه، .Wx = Lx که دارد وجود چنان W ⊂ L ⊂ G زیرگروه x ∈ G/Γ هر برای

را W = SO(Q۰) و G = SL۳(R) وقتی حدس این خاص حالت است. L در مشبکه یک

شکلش کلی ترین در رتنر را حدس این داد. نشان را اوپنهایم حدس درستی و کرد ثابت مارگولیس

کرد. اثبات

می  کنیم. توجه آن حالت ساده ترین به رتنر قضیه های بیان پیش از

است. مشبکه یک Γ < G که دید می توان .Γ = SL۲(Z) و G = SL۲(R) کنید فرض مثال.

باشد: ۱ ویژۀ مقادیر با بالا مثلثی ۲ × ۲ ماتریس های از متشکل W کنید فرض حال

W =

{(
۱ x
۰ ۱

)
: x ∈ R

}
.

1. reduction theory
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وجود W برای مدار نوع دو حالت این در می نامند. دورساعتی۱ شارش را G/Γ برروی W عمل

دارد:

مدار که داد نشان می توان به سادگی این صورت در .Λ۰ = Zn بنویسید بسته. مدارهای (۱

که Λ = gZn اگر به طور کلی، است. همریخت R/Z با و است تناوبی مدار یک WΛ ∈ G/Γ

تقر یباً برای که دید می توان ازطرفی، است. بسته WΓ مدار که دید می توان ،g ∈ SL۲(Q) آن در

است. رتنر قضیه های از خاص بسیار حالتی این است. هم توزیع حتی و چگال WΛ مدار ،Λ هر

مدارهای رفتار که کرد اثبات همگن دینامیک در اساسی قضیه های رتنر میلادی، ۹۰ دهۀ اوائل در

مشهور حدس اثبات به منجر قضیه ها این می کنند. توصیف را همگن فضاهای در تک توان گروه های

بودند. کرده اثبات دنی‑مارگولیس و مارگولیس پیشتر را آن از خاص حالت هایی که شدند راگوناتان

ارائه G زیرگروه های از وسیعی خانوادۀ تحت ناوردا اندازه های از توصیفی رتنر قضیه های از یکی

می دهد.

باشد. مشبکه یک Γ ≤ G و همبند لی گروه یک G کنید فرض رتنر). اندازه های (رده بندی قضیه

تک توان تک پارامتری زیرگروه های توسط که باشد G از همبند زیرگروهی U ⊂ G کنید فرض

دارد. «جبری» منشأ G/Γ در ارگودیک U−ناوردای اندازۀ هر این صورت، در است. شده تولید

است بسته Sx به طوری که دارد وجود U ⊂ S ⊂ G زیرگروه و x ∈ G/Γ نقطۀ به عبارت دیگر،

است. Sx مدار بر روی S −ناوردا اندازۀ µ و

اندازه های محدب ترکیب به صورت نابدیهی به شکلی را آن نتوان اگر است ارگودیک µ اندازۀ ملاحظه.

به صورت می توان را U‑ناوردا اندازۀ هر ارگودیک، تجزیۀ قضیۀ بنابر داد. نمایش U‑ ناوردا ناوردای

داد. نمایش ناوردا −U ارگودیک اندازه های از پیوسته) احتمالا) محدب ترکیبی

اندازه های که ندارد لزومی در این صورت باشد، دلخواه زیرگروه یک H ≤ G اگر که کنید توجه

و G = SL۲(R) اگر مثلا باشند. داشته جبری منشأ H‑ ناوردا

H =

{(
t ۰
۰ t−۱

)
: t > ۰

}
چنین هستند. فرکتال مانند مجموعه هایی آن ها تکیه گاه که دارند وجود H‑ ناوردایی اندازه های آنگاه

باشند. داشته جبری منشأ نمی توانند اندازه هایی

1. horocycle flow
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است. این رتنر دیگر قضیۀ

کنید فرض باشد. مشبکه یک Γ < G و لی گروه یک G کنید فرض رتنر). (هم توزیعی قضیه

،x ∈ G/Γ هر برای این صورت در باشد. یک بعدی تک توان شارش یک W = {wt}t∈R
µS اگر به علاوه، .Wx = Lx و W ⊂ L ⊂ G به طوری که دارد وجود L مثل همبندی زیرگروه

فشرده محمل با پیوسته تابع هر برای آنگاه دهد نشان را Lx بر S− ناوردا احتمال اندازۀ تکیه گاه

داریم f : G/Γ → R مثل

۱
T

∫ T

۰
f(wtx) dt −→

T→∞

∫
Lx
f dµS .

توجه می شود». «پر یکنواخت به طور {wtx} تک توان شارش توسط Lx مدار به عبارت دیگر،

ساده ترین به  را بستگی این زیر مثال دارد. x نقطۀ دیوفانتی ویژگی های به بسته شدن پر نرخ که کنید

می کند. توصیف شکل

اعداد که باشد طوری α = (α۱, · · · , αm) ∈ Rm کنید فرض .(۱۸۸۴ کرونکر، (قضیۀ قضیه

مجموعۀ در این صورت باشند. خطی مستقل Q روی ۱, α۱, · · · , αm حقیقی

Hα :=
{
nα(modZm) : n ∈ Z

}
⊂ Rm/Zm

است. هم توزیع Rm/Zm در
{
nα(modZm) : n ≥ ۱

}
مدار به علاوه، است. چگال

زیرگروهی Hα صورت این در نباشد، برقرار خطی استقلال شرط اگر که دید می توان به سادگی

ناصفر بردار وجود با است معادل ۱, α۱, · · · , αm خطی وابستگی است. Rm/Zm از سره

که ویژگی این با k = (k۱, · · · , km)

k · α :=

m∑
i=۱

kiαi ∈ Z.

بسیار ولی ناصفر ∥k ·α∥R/Z که باشد داشته وجود «کوتاه» طولی با k ∈ Zm بردار اگر حال

(یعنی شود Rm/Zm در δ‑چگال {nα}۱≥n≥T مدار آنکه برای T لازم زمان آنگاه باشد، کوچک

از کارا صورت هر از این رو، شود.  بزرگ اندازۀ کافی به می تواند کند) قطع را δ شعاع به گوی هر

یک کارای صورت از ساده نمونه ای زیر قضیۀ است. α روی دیوفانتی شرطی نیازمند کرونکر قضیۀ

ببینید. را [۵۲] در ۱ .۳ قضیۀ اثبات، برای می دهد؛ نشان را هم توزیعی قضیۀ
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{nα}۱≤n≤T مدار که باشد چنان α ∈ Rm اگر .۰ < δ < ۱/۲ mو ≥ ۱ کنید فرض قضیه.

و ∥k∥ < δ−C به طوری که دارد وجود k ∈ Zm ناصفر بردار آنگاه نباشد δ−چگال Rm/Zm در

است. m به وابسته ثابتی C دراینجا .∥k · α∥R/Z < ۱
T δ

−C

ثابت مارگولیس توسط که اوپنهایم حدس شد، اشاره همان طور که اوپنهایم حدس کاراسازی
صفر آنگاه باشد متغیر n ≥ ۳ از ناگویا و نامعین دوم درجۀ صورت یک Q اگر که می کند بیان شد

کنید فرض T ≥ ۱ برای است. ∨(Q) = {Q(x) : x ∈ Zn \ {۰}} مجموعۀ حدی نقطۀ یک

∨T (Q) = {Q(x) : x ∈ Zn, ۰ < ∥x∥ < T}.

.|Q(x)| < ε که می کند تضمین را x ∈ ∨T (Q) مثل نقطه ای وجود بالا قضیۀ از کارا صورتی

روی دیوفانتی فرض مستلزم حکمی چنین بالا مثال با مشابه به دلایلی است. ε به وابسته T بزرگی

علامت با صورت هایی برای مارگولیس قضیۀ از کارایی صورت های است. Q دوم درجۀ صورت

شده اند. ثابت زیر مقاله های در (۲, ۲) و (۲, ۱)

1) Lindenstrauss, E., Mohammadi, A., Wang, Z., Effective equidistribution for
some one pa- rameter unipotent flows (2022), available atarXiv:2211.11099.

2) Lindenstrauss, E., Mohammadi, A., Wang, Z., Polynomial effective equidistri-
bution (2022), available at arXiv:2202.11815.
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