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طیفی تجزیۀ و نما می توان کیلی ‑همیلتون قضیۀ و ماتریس یک ویژۀ مقادیر دانستن با فقط چکیده.
را آن می توان که است ساده به قدری مقاله این روش های ظاهر و سبک کرد. محاسبه را ماتریس آن

کرد. بیان عادی دیفرانسیل معادلات درس دانشجویان برای

مقدمه ۱

را (۱۹۹۸ ژانویه ۱ درگذشتۀ ،۱۹۳۰ دسامبر ۱۸ (متولد هریس ویلیام که کسانی تمام شک بدون

حضور سندیگو در کالیفرنیا دانشگاه در مدعو محقق به عنوان بارها او هستند. او دلتنگ می شناختند،

دیفرانسیل معادلات به هریس و اسمیت مشترک علاقۀ بود. ۱۹۹۷ پاییز در آن بار آخرین و داشت

از پیش تا است) هندسه اصلی اش شاخۀ (که فیلمور شد. ۱۹۷۵ سال در آن ها دیدار باعث عادی

نداشت. هریس با آشنایی ۱۹۹۷ پاییز

جنبه های دربارۀ نکته هایی اغلب و داشت عادی دیفرانسیل معادلات به زیادی علاقۀ هریس

سندیگو در حضورش ماه آخرین در هریس کرد. می بدل و رد خود همکاران با موضوع این مختلف

اسمیت و فیلمور برای ماتریس یک نمایی تابع محاسبۀ برای جالب روشی دربارۀ کوتاه سخنرانی دو

طیفی تجزیۀ واندرموند، ماتریس ماتریس، نمایی تابع کلیدی: کلمات و عبارات
۱۴۰۲/۱۱/۲ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۲/۱۰/۳۰؛ دریافت: تاریخ ترویجی؛ مقاله: نوع
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نیز لس آنجلس و رالا۱، سیاتل، از جمله دیگری جاهای در عمرش سال آخرین در هریس کرد. ارائه

نکته  ها این که می کنیم تصور هریس مانند نیز ما بود. کرده گفت وگو و سخنرانی روش ها این دربارۀ

مناسب اند. کارشناسی دورۀ دانشجویان به مقدماتی درس یک در ارائه برای و هستند زیبا و ساده

و می کردیم یادداشت می گفت ما به ماتریس یک نمای محاسبۀ مورد در هریس را آنچه فکر، این با

کنید). ملاحظه را [۷] دیگر روش نوزده (برای می کنیم ارائه را آن اکنون

است. زیر صورت به مقاله این بخش های

می کنیم شروع مطلب این با را کار می شود. ارائه بحث مورد روش از شرحی اول، بخش در •

می کند، صدق c( d
dt)u(t) = ۰ دیفرانسیل معادلۀ در eAt ماتریس از u(t) مؤلفۀ هر که

و ساده که لازم، مطالب تمام بیان با را کار است. A مشخصۀ چندجمله ای c(λ) آن در که

می دهیم. ادامه هستند، کاربردی

شده اند بیان طوری مطالب می کنیم. ارائه مثالی متمتیکا نرم افزار از استفاده با دوم، بخش در •

شناخته شده، نتیجۀ چند دهد. انجام را محاسبات سری یک بتواند مبتدی دانشجوی یک که

می آید. به دست شد، گفته اول بخش در آنچه از زیاد، زحمت بدون

دست به متمایزند ویژه مقادیر که حالتی برای را A ماتریس طیفی تجزیۀ سوم، بخش در •

می دهیم.

ماتریس که مطلب این می پردازیم. هستند تکراری ریشه ها که مواردی به چهارم، بخش در •

چندجمله ای یک همراه۳ ماتریس که است پایه تغییرِ ماتریس یک تعمیم یافته، واندِرموند۲

حالا بود، شناخته شده ای مطلب پیش سال صد اگرچه می آورد، در ژوردان به فرم را مشخصه

دیفرانسیل معادلات از استفاده با برهان یک آن برای اینجا در شده است. فراموش حدودی تا

را است ساده تر برهان کدام اینکه مورد در (قضاوت می دهیم ارائه جبری کاملا برهان یک و

می گذاریم). خواننده برعهدۀ

تغییر به نسبت را نمایی ماتریس حساسیت که می شود ارائه دیگری مثال پنجم، بخش در •

می دهد. نشان داده ها

برای اخیر روش های همچنین و سنتی روش های دیگر مورد در اظهارنظر به ششم، بخش در •

می پردازیم. نمایی ماتریس محاسبۀ

1. Rolla 2. Vandermonde 3. companion matrix
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نمایی ماتریس ۲

اولیۀ مقدار مسئلۀ ماتریسی جواب به عنوان را eAt ماتریس

dX

dt
= AX, X(۰) = I (۱)

است. eAt محاسبۀ هدف است. n× n همانی ماتریس I آن در که می کنیم تعریف

توجه با می شود. استفاده t مستقل متغیر به نسبت مشتق نمایش برای D = d
dt نماد از اغلب

رابطۀ در eAt ماتریس k نامنفی صحیح عدد هر برای ، (۱) به

DkeAt = AkeAt

داریم p مانند چندجمله ای هر برای که می شود نتیجه مشتق خطی بودن از همچنین، می کند. صدق

p(D)eAt = p(A)eAt. (۲)

می کنند. عمل مؤلفه به  مؤلفه ماتریس، یک روی چندجمله ای عملگرهای ،(۱) مشابه

یعنی باشد؛ A ماتریس مشخصۀ چندجمله ای c کنیم فرض

c(λ) = det(λI −A) = λn − c۱λ
n−۱ − · · · − cn (۳)

کیلی‑ همیلتون، قضیۀ بنابر .cn = (−۱)ndet(A) ،. . . ،c۱ = tr(A) آن در که

c(A) = ۰. (۴)

از u(t) درایۀ هر پس .c(D)eAt = ۰ داریم ،(۲) در p(λ) = c(λ) گرفتن نظر در با بنابراین،

ثابت ضرایب با n مرتبۀ همگن خطی دیفرانسیل معادلۀ از جواب یک  eAt ماتریس

c(D)u(t) = ۰ (۵)

W [y; t] ورونسکی ماتریس ،t حقیقی متغیر با yn،. . .،y۱ مختلط مقدار هموارِ تابع n نظیر است.

به صورت n× n ماتریس یک

W [y; t] :=


y۱(t) y۲(t) · · · yn(t)

y
′
۱(t) y

′
۲(t) · · · y

′
n(t)

...
... . . . ...

y
(n−۱)
۱ (t) y

(n−۱)
۲ (t) · · · y

(n−۱)
n (t)

 (۶)
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ثابت ضرایب با yn،. . .،y۱ از خطی ترکیب یک به صورت zn،. . .،z۱ توابع از هر یک اگر است.

تساوی آنگاه ]باشد،
z۱ z۲ · · · zn

]
=

[
y۱ y۲ · · · yn

]
C (۷)

مشتق گیری با است. زمان) از (مستقل n×n مختلط ثابت ماتریس یک C آن در که است برقرار

داریم ،(۷) از مکرر

W [z; t] = W [y; t] C. (۸)

معادلۀ جواب فضای برای پایه هایی zn(t)،. . .،z۱(t) و yn(t)،. . .،y۱(t) کنیم فرض حال

معکوس پذیرند ورونسکی ماتریس های این صورت در باشند. (۵) n مرتبۀ خطی دیفرانسیل

ثابت ماتریس t = ۰ مقدار برای (۸) رابطۀ محاسبۀ و کنید) ملاحظه را [۱] از ۸ .۱۲ (بخش

که می شود نتیجه (۸) از بنابراین می کند. مشخص را C = W [y; ۰]−۱W [z; ۰]

W [z; t] W [z; ۰]−۱ = W [y; t] W [y; ۰]−۱. (۹)

ورونسکی ماتریس را (۹) تساوی در ظاهر شده ماتریس

W [φ; t] =


φ۱(t) φ۲(t) · · · φn(t)

φ
′
۱(t) φ

′
۲(t) · · · φ

′
n(t)

...
... . . . ...

φ
(n−۱)
۱ (t) φ

(n−۱)
۲ (t) · · · φ

(n−۱)
n (t)


جواب های اصلی، جواب های از منظور که می نامند φn(t)،. . .،φ۱(t) اصلی جواب های نظیر

اولیۀ شرایط در که هستند (۵) معادلۀ از خاصی

W [φ; ۰] =


φ۱(۰) φ۲(۰) · · · φn(۰)
φ

′
۱(۰) φ

′
۲(۰) · · · φ

′
n(۰)

...
... . . . ...

φ
(n−۱)
۱ (۰) φ

(n−۱)
۲ (۰) · · · φ

(n−۱)
n (۰)

 =


۱ ۰ · · · ۰
۰ ۱ · · · ۰
...

... . . . ...
۰ ۰ · · · ۱


به صورت می توان را (۵) معادلۀ یکتای اصلی جواب های ،(۹) به توجه با می کنند. ]صدق

φ۱(t) · · · φn(t)
]
=

[
y۱(t) · · · yn(t)

]
W [y; ۰]−۱ (۱۰)

آورد. به دست yn(t)،. . .،y۱(t) دلخواه اساسی جواب های برحسب
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خطی ترکیب یک به صورت و (۵) n ام مرتبۀ دیفرانسیل معادلۀ از جواب یک eAt مؤلفۀ هر

را eAt ماتریس نتیجه، در است. yn(t) ،. . .،y۱(t) اساسی جواب n از ثابت) ضرایب (با یکتا

به صورت می توان

eAt = y۱(t)F۱ + · · ·+ yn(t)Fn =
[
y۱(t) · · · yn(t)

] F۱
...
Fn

 (۱۱)

عبارت نوشت. (i = ۱, ۲, . . . , n) Fi ∈ Cn×n یکتای ثابت ماتریس های F۱برای
...
Fn

 ,

مولفۀ با n × ۱ ماتریس یک بلکه نیست، n۲ × n بلوکی ماتریس یک ،(۱۱) راست سمت در

هر برای ،t = ۰ در (۱۱) مکرر مشتق های محاسبۀ با است. ( i = ۱, ۲, . . . , n (برای  Fi i ام

می شود نتیجه i = ۰, ۱, . . . , n− ۱

y
(i)
۱ (۰)F۱ + . . .+ y(i)n (۰)Fn = Ai

ماتريسی معادلۀ به صورت آن را می توان که
y۱(۰) y۲(۰) · · · yn(۰)
y
′
۱(۰) y

′
۲(۰) · · · y

′
n(۰)

...
... . . . ...

y
(n−۱)
۱ (۰) y

(n−۱)
۲ (۰) · · · y

(n−۱)
n (۰)



F۱
F۲
...
Fn

 =


I
A
...

An−۱

 , (۱۲)

به شکل ورونسکی ماتريس برحسب يا

W [y; ۰]


F۱
F۲
...
Fn

 =


I
A
...

An−۱

 , (۱۳)

بنابراین، نوشت.
F۱
F۲
...
Fn

 = W [y; ۰]−۱


I
A
...

An−۱

 . (۱۴)
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را آن ها می توان که هستند n− ۱ درجۀ از A برحسب چندجمله ای هایی ،(۱۱) در Fi ماتریس های

به صورت eAt برای فرمولی (۱۱) در (۱۴) جای  گذاری با آورد. به دست (۱۴) از

eAt =
[
y۱(t) y۲(t) · · · yn(t)

]
W [y; ۰]−۱


I
A
...

An−۱

 , (۱۵)

به صورت (۱۰) اصلی جواب های برحسب ساده تر به شکل يا

eAt =
[
φ۱(t) φ۲(t) · · · φn(t)

]


I
A
...

An−۱

 , (۱۶)

می آید. به دست

(ab)c و (۱۴) و (۱۱) روابط از a(bc) داريم: eAt برای نمايش دو ترتیب، این به .۱ .۲ ملاحظه

ماتریس که است لازم پس می شوند. مرتبط به هم (۱۵) رابطۀ از abc توسط که (۱۶) رابطۀ از

n انتخاب از a(bc) نمايش کنیم. حساب است n × n ثابت ماتريس يک که را W−۱[y; ۰]

توسط تعيين شده φj(t) یکتای اصلی جواب n از (ab)c نمايش و yj(t) دلخواه اساسی جواب

دیفرانسیل معادلۀ

c(D)φj(t) = ۰ (۱۷)

می کند. استفاده W [φ; ۰] = I اوليۀ شرط با

مشخصۀ چندجمله ای به تنها اولیه شان، شرایط از صرف نظر ،φj(t) اصلی جواب های .۲ .۲ ملاحظه

یکسان، c(λ) با A ماتریس های تمامی برای بنابراین و دارند بستگی c(λ) = det(λI − A)

معتبرند.

مک لورن سری با می توان کردیم، تعریف را eAt آن با که را، (۲) دیفرانسیل معادلۀ .۳ .۲ ملاحظه

برای (۱۰) اساسی جواب شامل (۱۶) مطلب که این صورت، این در کرد. جایگزین
∞∑
k=۰

tkAk

k!

براساس که می شود، نتیجه  ((۴) و (۳) (روابط کیلی‑ همیلتون قضیۀ از مستقیم به طور است (۵)
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مک لورن سری حالت، این  در است. An−۱ ،. . .،A ،I از خطی ترکیب یک به صورت An آن،

به قسمی موجودند xn(t)،. . .،x۱(t) مختلط مقدار توابع که می دهد نتیجه مستقیم به طور (همگرا)

که

eAt = x۱(t)I + x۲(t)A+ · · ·+ xn(t)A
n−۱

=
[
x۱(t) · · · xn(t)

]  I
...

An−۱

 . (۱۸)

هر به ازای بنابراین و هستند همگرا مشتق هایش از هر یک و مک لورن سری که شود توجه

آن بر دلالت مک لورن سری مشابه، به طور .x(i−۱)
j (۰) = δij داریم i, j = ۱, ۲, . . . , n

هر برای که می دهد نتیجه  (۷) و (۴) با که می کند، صدق (۲) دیفرانسیل معادلۀ در eAt که دارد

j = ۱, ۲, . . . , n
c(D)xj(t) = ۰.

با (۱۸) در xj(t) توابع که می شود نتیجه دیفرانسیل معادلات جواب یکتایی قضیۀ و (۶) از
مراجع برخی که می بینیم جانبی، نتیجۀ یک به عنوان هستند. یکسان φj(t) قبلی اصلی جواب های

و می گیرند فاکتور اصلی جواب های از را  t از مناسب توان یک ([۳] از ۱۴ فصل مثال، (به عنوان

به شکل را (۱۸)

eAt = α۱(t)I + tα۲(t)A+ · · ·+ tn−۱αn(t)A
n−۱

نيستند. اساسی جواب های αj(t)ها حالت، اين در می کنند. بازنویسی xj(t) = tj−۱αj(t) با

مثال یک ۳

۳ × ۳ ماتریس برای

A =

 ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۱۲ −۱۶ ۷

 (۱۹)

همانی ماتريس و A ماتريس متمتیکا در می دهیم. توضیح متمتیکا نرم افزار از استفاده با را بالا روش

به صورت

A:={{0,1,0},{0,0,1},{12,-16,7}};
id:=IdentityMatrix[3];
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دستور به متمتیکا پاسخ می شوند. وارد

MatrixForm[A]

به شکل ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۱۲ −۱۶ ۷


دستور با A ويژۀ مقادير است.

Eigenvalues[A]

به صورت

{3,2,2}

با است برابر A مشخصۀ چندجمله ای بنابراین، می شود. حاصل

c(λ) = (λ− ۲)۲(λ− ۳) = λ۳ − ۷λ۲ + ۱۶λ− ۱۲.

مشخصۀ ديفرانسيل معادلۀ اساسی جواب های حالت، اين در

c(D)y = (D۳ − ۷D۲ + ۱۶D − ۱۲)y = y
′′′ − ۷y

′′
+ ۱۶y

′ − ۱۲y = ۰

داد متمتیکا به دستی را آن ها می توان که ساده اند آن قدر

y[t_]:={Exp[2*t],t*Exp[2*t],Exp[3*t]};

می شود محاسبه (۶) طبق مشتق هایش و y[t] روی از ورونسکی ماتریس

w[t_]:={y[t],D[y[t],{t,1}],D[y[t],{t,2}]};

دستور

MatrixForm[w[t]];

می دهد نتیجه e۲t e۲tt e۳t

e۲t e۲t + ۲e۲tt ۳e۳t

۴e۲t ۴e۲t + ۴e۲tt ۹e۳t

 (۲۰)

دستور با (۱۰) طبق y
′′′ − ۷y′′

+ ۱۶y′ − ۱۲y = ۰ دیفرانسیل معادلۀ اصلی جواب های
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temp1=y[t].Inverse[W[t]/.{t->0}]

است شده داده اختصاص temp1 به اصلی، جواب های سطری» «بردار می شوند. حاصل

{−۳e۲t + ۴e۳t − ۶e۲tt, ۴e۲t − ۴e۳t + ۵e۲tt, −e۲t + e۳t − e۲tt}.

می کنیم. ایجاد ،A۲ و A ،I مؤلفه های با ستونی» «بردار يک ،(۱۶) به توجه با

ee[u_ , x_] := {u,x,x.x};
temp2 = ee[id,A]

از متشکل ۳تایی سطر ۹ به صورت temp2 بنابراین و است زیر به صورت متمتیکا خروجی

{{{۱, ۰, ۰}, {۰, ۱, ۰}, {۰, ۰, ۱}}, {{۰, ۱, ۰}, {۰, ۰, ۱}, {۱۲,−۱۶, ۷}},

{{۰, ۰, ۱}, {۱۲,−۱۶, ۷}, {۸۴,−۱۰۰, ۳۳}}},

می آوريم به دست (۱۶) از استفاده با را eAt نمايی ماتريس نهايت، در می شود. نوشته

MatrixForm [ Simplify [ temp1.temp2 ] ]

 e۲t(−۳ + ۴et − ۶t) e۲t(۴ − ۴et + ۵t) e۲t(−۱ + et − t)
۱۲e۲t(−۱ + et − t) e۲t(۱۳ − ۱۲et + ۱۰t) e۲t(−۳ + ۳et − ۲t)

۱۲e۲t(−۳ + ۳et − ۲t) ۴e۲t(۹ − ۹et + ۵t) e۲t(−۸ + ۹et − ۴t)


دستور دو از هر یک توسط که است نمايی ماتريس محاسبۀ برای دستوری دارای خود متمتیکا

Simplify[MatrixForm[MatrixExp[A*t]]]
MatrixForm[Simplify[MatrixExp[A*t]]]

می دهد. نمایش را بالا جواب همان دستورها اين می شود. فراخوانده

طیفی تجزیه ۴

می آید. به دست  A طیفی تجزیۀ از مقدماتی بسط یک اخیر، رویکرد از جانبی نتیجۀ یک به عنوان

را روش این داد. درس کارشناسی دانشجویان به را آن می توان که است ساده به قدری رهیافت این

چندجمله ای می دهیم. توضیح است، متمایز ویژۀ مقادیر با قطری شدنی A که نیم ساده حالت برای

به (۳) مشخصۀ
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c(x) = (x− λ۱)(x− λ۲) . . . (x− λn) (۲۱)

برای کرده ايم. جايگزین x متغیر با را (۳) در λ متغير که می شود تجزیه i ̸= j برای λi ̸= λj با

توابع ،j = ۱, ۲, . . . , n

eλjt (۲۲)

استفاده (۱۱) در yj(t)ها به عنوان می توانند توابع اين می کنند. فراهم (۵) برای اساسی جواب n

باشیم داشته تا شوند

eAt = eλ۱tE۱ + eλ۲tE۲ + · · ·+ eλntEn, (۲۳)

به صورت (۱۲) حال می کند. ايفا را Fj ثابت ماتريس نقش Ej خاص، حالت اين در که
۱ ۱ · · · ۱
λ۱ λ۲ · · · λn

...
... . . . ...

λn−۱
۱ λn−۱

۲ · · · λn−۱
n



E۱
E۲
...
En

 =


I
A
...

An−۱

 (۲۴)

(۱۴) همانند (۲۴) حل با است. واندرموند ماتريس یک ورونسکی ماتريس اينجا در که در می آید

که می  شود نتیجه

Ej = ej(A), j = ۱, ۲, . . . , n (۲۵)

که می دهد نشان کرامر قانون است. n− ۱ درجۀ از x برحسب چندجمله ای يک ej(x) آن در که

معادلات دستگاه جواب
۱ ۱ · · · ۱
λ۱ λ۲ · · · λn

...
... . . . ...

λ
(n−۱)
۱ λ

(n−۱)
۲ · · · λ

(n−۱)
n



e۱
e۲
...
en

 =


۱
x
...

xn−۱

 (۲۶)

به شکل

ej(x) =
(x− λ۱) · · · (x− λj−۱)(x− λj+۱) · · · (x− λn)

(λj − λ۱) · · · (λj − λj−۱)(λj − λj+۱) · · · (λj − λn)
(۲۷)
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جواب های از استفاده با که است A به Ej وابستگی برای نمایش یک (۲۷) با (۲۵) رابطۀ است.

داریم را زیر تساوی (۲۶) اول سطر از که شود توجه می آيد. به دست (۱۱) رابطۀ در (۲۲) اساسی

e۱(x) + e۲(x) + · · ·+ en(x) = ۱. (۲۸)

ej(x)ei(x) حاصل ضرب ،c(x) مشخصۀ چندجمله ای که می دهند نشان (۲۷) و (۲۱) روابط

در که می شود نتیجه (۴) کيلی‑ هميلتون، قضيۀ و (۲۵) از بنابراین می کند. عاد i ̸= j برای را

داریم i ̸= j برای Cn×n

EiEj = ۰. (۲۹)

داریم Cn×n در ((۲۳) در t = ۰ دادن قرار (با (۲۸) مشابه

I = E۱ + E۲ + · · ·+ En (۳۰)

نتیجه j = ۱, ۲, . . . , n برای ((۲۹) از استفاده و Ej در (۳۰) طرف دو ضرب (با آن از که

که می شود
E۲

j = Ej .

چندجمله ای c(x) ،(۲۷) از استفاده با این، بر علاوه است. افکنش یک (۲۳) در Ej هر بنابراين،
داریم کیلی‑ همیلتون قضیۀ و (۲۵) از استفاده با دوباره پس می کند. عاد را (x − λj)ej(x)

،ν ∈ Cn×۱ هر برای معادل، به طور يا ،AEj = λjEj بنابراين، .(A− λjI)Ej = ۰

A(Ejν) = λj(Ejν).

تجزيۀ طيفی به منجر (۳۰) ،λn ،. . . ،λ۱ متمایز ويژۀ مقدار n برای پس

A = AE۱ +AE۲ + · · ·+AEn = λ۱E۱ + λ۲E۲ + · · ·+ λnEn,

است. λj ويژۀ مقدار با متناظر A ویژۀ فضای به روی افکنش يک Ej = ej(A) که می شود

تکراری ریشه های حالت برای ملاحظاتی ۵

کنیم فرض می کنیم. ذکر تکراری ویژۀ مقادیر مورد در نکته چند بخش این در

c(x) = (x− λ۱)
n۱(x− λ۲)

n۲ · · · (x− λr)
nr ,

هر برای یعنی باشد؛ عادی خطی ديفرانسيل معادلۀ يا ماتريس یک نظیر مشخصۀ چندجمله ای
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چندجمله ای درجۀ nρباشد. جبری تکرار دارای مشخصه چندجمله ای از λρ ريشۀ ،ρ = ۱, ۲, . . . , r

است. n۱ + n۲ + · · ·+ nr = n با برابر

و ۰ ≤ j ≤ nρ − ۱ برای tj

j! e
λρt توابع توسط c(D)u = ۰ جواب های از پایه يک

واندرموند ماتريس به منجر t = ۰ در ورونسکی ماتريس می شود. ساخته ρ = ۱, ۲, . . . , r

می شود. تعميم يافته

ρ اندیس حذف (با به شکل بلوک هر که است بلوک r شامل T تعميم يافتۀ واندرموند ماتريس

(n = nρ و λ = λρ کرده ایم فرض

۱ ۰ ۰ · · · ۰
λ ۱ ۰ · · · ۰
λ۲ ۲λ ۱ · · · ۰
λ۳ ۳λ۲ ۳λ · · · ۰
...

...
... . . . ...

λn−۱ (n− ۱)λn−۲ (
n−۱

۲
)
λn−۳ · · ·

(
n−۱
n−۱

)


که است پايه تغيير ماتريس ،T ماتریس این که است روشن است.

(
µ−۱
ν−۱

)
λµ−ν µνام مولفۀ با

شود) رجوع (۳) ( به همراه ماتريس

A =


۰ ۱ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۰ ۱ · · · ۰ ۰
...

...
... . . . ...

...
۰ ۰ ۰ · · · ۰ ۱
cn cn−۱ cn−۲ · · · c۲ c۱

 (۳۱)

یعنی می برد؛ J ژوردان فرم به را

AT = TJ. (۳۲)

جبری کوتاه اثبات يک یافت. [۶۰ ص ،۸] در اثبات) (بدون می توان را زیبا مطلب اين

از استفاده با برهانی بحث، مورد موضوع به توجه با اينجا در اما آمده است، بخش این پایان در

می آوريم. مشتق گيری

برحسب را آن (که باشد ۱ × (n۱ + n۲ + · · · + nr) اصلی ماتريس يک φ کنيم فرض

نمايش اول بلوک تنها جا، کمبود دلیل به و می نويسيم ρ = ۱, ۲, . . . , r برای ،۱ × nρ بلوک  r



۱۲۵ (۱۴۰۴ زمستان و (پاییز ۲ شمارۀ ،۴۴ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

می شود)؛ داده

φ =

[
eλ۱t teλ۱t

t۲

۲!
eλ۱t · · · tn۱−۱

(n۱ − ۱)!
eλ۱t دیگر بلوک (r − ۱)

]
.

به φ(t) ماتريس از مؤلفه به مؤلفه مشتق گیری

Dφ(t) = φ(t)


J۱ · · · ۰

J۲
. . .

۰ · · · Jr


مقدماتی ژوردان بلوک های با

Jρ =


λρ ۱ ۰ · · · ۰
۰ λρ ۱ · · · ۰
۰ ۰ λρ · · · ۰
... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · λρ

 , ρ = ۱, ۲, . . . , r

ژوردان فرم يک راست سمت در J ثابت ماتريس که ،Dφ(t) = φ(t)J یعنی می شود؛ منجر

،Dφ(t) = φ(t)J از مکرر مشتق گیری با حال است.

D


φ
Dφ
D۲φ

...
Dn−۱φ

 =


φ
Dφ
D۲φ

...
Dn−۱φ

 J

با است. DW [φ; t] = W [φ; t]J به صورت ورونسکی ماتريس برحسب که می شود حاصل

ماتریس یک ضرب به صورت نتیجه متفاوت بازنویسی و W [φ; t] ماتريس از مجدد مشتق گیری

داریم آن، چپ طرف از مناسب ثابت

D



φ
Dφ
D۲φ

...
Dn−۲φ
Dn−۱φ


=



۰ ۱ ۰ ۰ · · · ۰
۰ ۰ ۱ ۰ · · · ۰
۰ ۰ ۰ ۱ · · · ۰

. . .
۰ ۰ ۰ ۰ · · · ۱
∗ · · · · · · · · · ∗





φ
Dφ
D۲φ

...
Dn−۲φ
Dn−۱φ


.
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نتيجه در  و φ مؤلفۀ هر از آنجا که آوريم. به دست آخر مؤلفۀ برای را Dnφ(t) می خواهیم حالا

داریم است c(D)u = ۰ دیفرانسیل معادلۀ از جواب يک W [φ; t]

(Dn − c۱D
n−۱ − c۲D

n−۲ − · · · .− cn)u = ۰.

ماتریس آخر سطر می توانیم رو این از .Dnu = (c۱D
n−۱+c۲D

n−۲+ · · ·+cn)u بنابراين

داریم (۳۱) و اینجا از کنیم. پر [cn, cn−۱, . . . , c۲, c۱] با را راست سمت در ثابت

DW [φ; t] = AW [φ; t]. (۳۳)

ژوردان فرم با c(x) نظیر A همراه ماتریس ،(۳۳) و DW [φ; t] = W [φ; t]J از بنابراین

تعمیم یافتۀ واندرموند ماتریس که شود توجه اما است. مرتبط AW [φ; t] = W [φ; t]J توسط J

به صورت (۳۲) نتیجۀ قبلی، معادلۀ در t = ۰ قراردادن با بنابراین است. W [φ; ۰] همان T

به را همراه ماتریس که است پایه تغییر ماتریس T می دهد نشان که می آید به دست AT = TJ

می آورد. در J ژوردان فرم

و کرد بررسی می توان شد، بحث قبلا که (۲۰) ورونسکی ماتریس و (۱۹) همراه ماتریس برای

داریم t ∈ R هر برای که ]دید
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۱۲ −۱۶ ۷

][
e۲t te۲t e۳t

۲e۲t (۱ + ۲t)e۲t ۳e۳t

۴e۲t (۴ + ۴t)e۲t ۹e۳t

]
=

[
e۲t te۲t e۳t

۲e۲t (۱ + ۲t)e۲t ۳e۳t

۴e۲t (۴ + ۴t)e۲t ۹e۳t

][
۲ ۱ ۰
۰ ۲ ۰
۰ ۰ ۳

]
است. سازگار AW [φ; t] = W [φ; t]J با که

کرد. اثبات زیر روش با جبری به صورت می توان را واندرموند ماتریس پایۀ تغییر ویژگی این

تساوی از مکرر به طور باشد. (۳۱) در c(x) همراه ماتریس A می کنیم فرض قبل، مانند

A


۱
x
...

xn−۲

xn−۱

 = x


۱
x
...

xn−۲

xn−۱

− c(x)


۰
۰
...
۰
۱


صفر λρ در  c(x) بالاتر مرتبۀ (مشتق های .x = λρ می دهیم قرار و می گیریم مشتق  x به نسبت

ایجاد تعمیم یافته واندرموند ماتریس n × nρ بلوک بنابراین تکراری اند.) ریشه ها زیرا می شوند،

λρ به نسبت دیفرانسیل معادلات جواب های از گرفتن مشتق به مثابۀ جبری اثبات این می شود.

کرد. بیان نیز تکراری ریشه های حالت برای می توان را روشی چنین است.
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دیگر مثالی ۶

مختلف مسائل که شد معلوم ([۹] به شود (رجوع ویلکینسن پیشگامانۀ کار با ۱۹۶۰ دهۀ اوایل از

مواردی چنین در بدقواره اند. کلی حالت در (چندگانه) تکراری ویژۀ مقادیر یا ریشه ها به مربوط

نشان برای باشد. حساس داده ها در کوچک بسیار تغییرات به زیادی حد تا می تواند نمایی ماتریس

برای ،۳ بخش در متمتیکا محاسبۀ از تغییریافته کمی صورت خلاصه به طور پدیده ای، چنین  دادن

،۰٫۰۰۰۱ اندک تغییر با را (۳, ۱) درایۀ اکنون می کنیم. بررسی را (۱۹) در ارائه شده ۳×۳ ماتریس

ماتریس با (۱۹) ماتریس بنابراین، می دهیم. کاهش ۱۱٫۹۹۹ به ۱۲ از

B =

 ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱

۱۱٫۹۹۹ −۱۶ ۷

 (۳۴)

(تقریبی) ویژۀ مقادیر با نیز {۲, ۲, ۳} قبلی ویژۀ مقادیر و می شود جایگزین

{۲٫۹۹۹, ۲٫۰۳۲۱۴, ۱٫۹۶۸۸۶}

بخش الگوریتم براساس ۳ بخش در متمتیکا محاسبات متمایزند. ویژه مقادیر که می شوند جایگزین
از اجتناب برای که می دهد دست به eBt برای را زیر نتایج تقریبی به طور eBt برای به راحتی ۲

می شود ارائه جداگانه ستون های توسط فهرست شده مؤلفه های با درهم ریختگی

Column۱(eBt) ≈

 ۹۳٫۴۸۲۹e۱٫۹۶۸۸۶t − ۹۶٫۵e۲٫۰۳۲۱۴t + ۴٫۰۱۷۰۹e۲٫۹۹۹t

۱۸۴٫۰۵۵e۱٫۹۶۸۸۶t − ۱۹۶٫۱۰۲e۲٫۰۳۲۱۴t + ۱۲٫۰۴۷۲e۲٫۹۹۹t

۳۶۲٫۳۷۸e۱٫۹۶۸۸۶t − ۳۹۸٫۵۰۷e۲٫۰۳۲۱۴t + ۳۶٫۱۲۹۷e۲٫۹۹۹t

 ,

Column۲(eBt) ≈

−۷۷٫۱۷۳۵e۱٫۹۶۸۸۶t + ۸۱٫۱۹۰۶e۲٫۰۳۲۱۴t − ۴٫۰۱۷۰۹e۲٫۹۹۹t

−۱۵۱٫۹۴۴e۱٫۹۶۸۸۶t + ۱۶۴٫۹۹۱e۲٫۰۳۲۱۴t − ۱۲٫۰۴۷۲e۲٫۹۹۹t

−۲۹۹٫۱۵۶e۱٫۹۶۸۸۶t + ۳۳۵٫۲۸۵e۲٫۰۳۲۱۴t − ۳۶٫۱۲۹۷e۲٫۹۹۹t

 , (۳۵)

Column۳(eBt) ≈

۱۵٫۳۳۹۲e۱٫۹۶۸۸۶t − ۱۶٫۳۴۳۲e۲٫۰۳۲۱۴t + ۱٫۰۰۴۰۲e۲٫۹۹۹t

۳۰٫۲۰۰۶e۱٫۹۶۸۸۶t − ۳۳٫۲۱۱۷e۲٫۰۳۲۱۴t + ۳٫۰۱۱۰۶e۲٫۹۹۹t

۵۹٫۴۶۰۸e۱٫۹۶۸۸۶t − ۶۷٫۴۹۱e۲٫۰۳۲۱۴t + ۹٫۰۳۰۱۵e۲٫۹۹۹t

 .

محاسبه نیز ماتریس کردن قطری براساس استاندارد روش با می توان را eBt ماتریس حالت این در

یک که می شود مشاهده (۳۵) به توجه با دارد. مطابقت (۳۵) در آمده دست به جواب با نتیجه و کرد

مقایسه در ماتریس نمای برای بزرگی تغییرات به منجر (۳۴) به (۱۹) از داده ها در کوچک تغییر

عددی جبرخطی غنی مبحث با که است خوبی نقطۀ (۳۵) ـ (۳۴) مثال می شود. ۳ بخش نتایج با

۲ بخش در داده شده شرح الگوریتم از مفهومی درک یک حاضر مقالۀ هدف می کنیم. پیدا ارتباط
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این است بهتر و دهیم ارائه نمایی ماتریس محاسبۀ برای نهایی» «الگوریتم یک نداریم قصد است.

وارد به خوبی عددی جبرخطی ظرافت های به آن ها چراکه شود واگذار عددی آنالیز متخصصان به کار

محاسبات در الگوریتم یک دهند نشان که ساخت مثال هایی می توان مباحث این در اغلب هستند.

نیست. مناسب داده ها، تغییرات به شدید حساسیت به دلیل محدود دقت با

پایانی ملاحظات ۷

الگوریتم همچنین است. شده ارائه ماتریس یک نمای محاسبۀ برای روش نوزده [۷] کلاسیک مقالۀ در

استفاده با فقط ماتریس یک نمای محاسبۀ برای می تواند شود) رجوع [۱] از ۹.۱۲ بخش (به پوتْسر

سادگی این شود. استفاده اینجا، در مطرح شده روش سادگی و ظرافت بدون اما ،A ویژۀ مقادیر از

به ([۴ ،۶ ،۵ ،۱۰]) دیگری افراد کنند. درک می توانند دیفرانسیل معادلات مبتدی دانشجویان را

ندارند. را هریس بیان سادگی آن ها شرح اما کرده اند، اشاره مقاله این در گفته شده روش
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