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اخیراً است. گروه عناصر مرتبۀ مفهوم متناهی گروه های نظریۀ در مفاهیم اصلی ترین از یکی چکیده.
مروری مقاله این در است. شده زیادی توجه دارد گروه ساختار تعیین در عدد این که مهمی نقش به
در آن نقش و گروه یک عناصر مرتبۀ با مرتبط توابع دربارۀ آمده دست به نتایج مهم ترین بر می کنیم

متناهی. گروه های شناسایی

داستان آغاز و مقدمه ۱

است، واضح کاملا است متناهی گروه های نظریۀ در مهم کمیت های از یکی عنصر یک مرتبۀ اینکه

اواخر همین تا مؤثرند گروه ساختار تعیین در آن با مرتبط توابع و کمیت این اندازه چه تا اینکه اما

گروه ها نظریۀ متخصص که دیگری از حاضر نویسندگان از یکی ۱۳۸۸ سال در بود. مانده مغفول

شناسایی برای ابزار یک عنوان به متناهی گروه های روی عناصر مرتبۀ مجموع تابع آیا پرسید: بود

یا گروه چه در تابع این هم مرتبه گروه های روی مثلا است؟ شده برده کار به تاکنون متناهی گروه های

مقالۀ یک در [۱] مقالۀ اول نویسندۀ دو را سؤال این به پاسخ دارد؟ را مقدار بیشترین گروه هایی

ارسال چاپ برای و تهیه بود طاقت فرسا محاسبات و طولانی اثبات های شامل که صفحه ای پانزده

کار یک می خواهد که داد اطلاع نویسندگان به نامه ارسال با مدتی از پس مجله وقت سردبیر کردند.

فاش مقاله نویسندگان برای را مقاله داور هویت می خواهد که است این آن و دهد انجام مرسوم غیر 

و شده علاقه مند مسئله و موضوع به او و است آیزاکس۱ مارتین داور که بود نوشته ادامه در و کند

حل پذیر گروه عناصر، مرتبه مجموع عنصر، مرتبه متناهی، گروه کلیدی: کلمات و عبارات
۱۴۰۴/۸/۱۰ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۴/۶/۱۵؛ دریافت: تاریخ مروری؛ مقاله: نوع
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به همکار عنوان به  نیز نامش دارد تمایل و است داده ارائه سه صفحه در را مقاله اصلی نتیجۀ اثبات

استقبال درخواست این از خرسندی با مقاله اول نویسندۀ دو آن، از پس شود. اضافه نویسندگان

موضوع این نشر به آیزاکس اشتیاق و همکاری روحیۀ شک بدون رسید. چاپ به مقاله این و کردند

مجله سردبیر از و بگیرد نادیده را خود علمی اعتبار و شهرت شد باعث که بود مسئله زیبای اثبات و

بود بکر چنان گویا آیزاکس نظر به مقاله موضوع که است گفتنی کند. غیر مرسومی درخواست چنین

ندید. لازم مقاله آن برای را مرجعی هیچ به ارجاع که

گروه ها نظریۀ در نوشته این سراسر در رفته کار به نمادهای و اصطلاحات مسئله. شرح اکنون

g مرکزی ساز و o(g) با را g ∈ G عضو مرتبۀ و است متناهی گروه یک همواره G است: متداول

است. این مقاله این توابع مهم ترین از یکی می دهیم. نمایش CG(g) با را G در

کنید تعریف G متناهی گروه برای .([۱]) ۱ .۱ تعریف

ψ(G) =
∑
g∈G

o(g).

کرد. اشاره زیر احکام به می توان تابع این دربارۀ اولیه نتایج ازجمله

برقرارند. زیر احکام دراین صورت باشند. گروه دو H و G کنید فرض .۲ .۱ لم

تساوی همچنین .ψ(G) ≥ ۱ + ۲(|G| − ۱) داریم و است فرد عددی همواره ψ(G) (۱)

باشد. مقدماتی آبلی ۲−گروه یک G اگر تنها و اگر می افتد اتفاق

باشیم داشته اگر تنها و اگر می افتد اتفاق تساوی و ψ(G × H) ≤ ψ(G)ψ(H) (۲)

است. ضربی ψ تابع دیگر، عبارت به .gcd(|G|, |H|) = ۱

آنگاه ،r ≥ ۰ و است اول عدد یک p آن در که باشد pr مرتبۀ از دوری گروه Cpr اگر (۳)

.ψ(Cpr) = p۲r+۱+۱
p+۱

اطلاعات برخی کنار در ψ(G) تابع از استفاده Gبا متناهی گروه شناسایی مقاله این در ما قصد

کلی حالت در هرچند باشد. ،|G| گروه، اعضای تعداد می تواند اطلاعات این از یکی است. دیگر

اعداد از فهرستی [۱] در مثلا نیست. امکان پذیر |G| و ψ(G) دانستن با G ساختار به دستیابی

دارند وجود n مرتبۀ از G۲ و G۱ نایکریخت گروه های آن در که است آمده n ≤ ۱۰۰ طبیعی

قابل عناصرشان مرتبۀ مجموع و مرتبه توسط دوری گروه های اما .ψ(G۱) = ψ(G۲) که به طوری

می آوریم. زیر در را آن که است [۱] اصلی نتیجۀ تنها حکم این هستند؛ شناسایی
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که ψ(G) < ψ(Cn) این صورت در باشد. n مرتبۀ از غیردوری گروه G کنید فرض .۳ .۱ قضیه

است. n مرتبۀ از دوری گروه Cn آن در

مرتبۀ مجموع بزرگ ترین دوری گروه هم مرتبه متناهی گروه های میان در که می گوید بالا قضیۀ

شناسایی قابل عناصرش مرتبۀ مجموع توسط تنها که یافت را گروه هایی می توان البته دارد. را عناصر

است. ۵ درجۀ از متناوب گروه A۵ آن در که ، G ∼= A۵ آنگاه ψ(G) = ۲۱۱ اگر مثلا باشد.

هم مرتبه گروه های میان در کرد: مطرح ۳ .۱ قضیۀ به توجه با می توان را بسیاری سؤال های اکنون

هم مرتبه غیردوری گروه های درمیان یا و عناصرند مرتبۀ مجموع کمترین دارای گروه ها یا گروه کدام

مرتبۀ با مرتبط دیگری توابع چه یا عناصرند؟ مرتبۀ مجموع بزرگ ترین دارای گروه ها یا گروه کدام

پاسخ مقاله بعدی بخش های در سؤال ها این به کنند؟ کمک گروه  شناسایی به می توانند عناصر

معاصر برجستۀ متخصصان از که آیزاکس، مارتین زندگی شرح از مختصری با را مقاله و می دهیم

می بریم. پایان به گروه ها نظریۀ در او بارز نقش و بود، گرو ه ها نظریۀ

ψ(G) تابع مینیمم و ماکسیمم ۲

هم مرتبه گروه های عناصر مرتبۀ مجموع کوچک ترین ۱ .۲

می کنیم. شروع زیر تعریف با را بخش این

باشد. پوچ توان n مرتبۀ از گروه هر اگر گویند پوچ توان را n طبیعی عدد .۱ .۲ تعریف

اعداد pi ها آن در که n = pα۱
۱ pα۲

۲ · · · pαk
k که به طوری باشد طبیعی عدد n > ۱ کنید فرض

برای pi ∤ p
βj
j − ۱ اگر تنها و اگر است پوچ توان n عدد [۵۴] از ۲ قضیۀ بنابر متمایزند. اول

کمترین که می دهیم گروه هایی ساختار از اطلاعاتی زیر قضیۀ در .۱ ≤ βj ≤ αj هر و i ̸= j هر

.[۲] دارند هم مرتبه گروه های درمیان را عناصر مرتبۀ مجموع

است. برقرار زیر احکام از یکی این صورت در باشد. طبیعی عدد یک n کنید فرض .۲ .۲ قضیه

ψ(G) ≤ ψ(H) این صورت در باشد. n مرتبۀ از گروه یک G و پوچ توان n کنید فرض (۱)

اول G سیلوی زیرگروه هر نمای ۱ اگر تنها و اگر است برقرار n مرتبۀ از H گروه هر برای

باشد.

غیرپوچ توان K این صورت در باشد n مرتبۀ از گروهی K و نباشد پوچ توان n کنید فرض (۲)

.ψ(K) = min{ψ(G) : است n مرتبۀ از گروهی G} اگر است

1. exponent
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هستند، ناآبلی سادۀ گروه هایی یا گروه شامل که مرتبه هایی برای که بدانیم است جالب طبعاً

GAP نرم افزار از استفاده با می افتد. اتفاق گروه ها یا گروه کدام در عناصر مرتبۀ مجموع کمترین

است. معتبر شده مطرح [۲] در که زیر حدس ساده گروه های بعضی برای که کرد بررسی می توان

مرتبۀ از G غیرسادۀ گروه هر برای آنگاه باشد، n مرتبۀ از ناآبلی سادۀ گروه یک S اگر .۳ .۲ حدس

.ψ(G) > ψ(S) داریم n

سال در همچنین است. شده تأیید [۳۹] در PSL(۲, ۷) و A۵ گروه های برای فوق حدس البته

p ∈ {۱۱, ۱۳, ۱۹, ۲۳, ۲۹, ۳۷, ۶۱} با PSL(۲, p) گروه های برای [۱۱] در حدس این ۲۰۱۹

نویسندگان درحقیقت است. شده ارائه فوق حدس برای نقض مثال [۵۰] در ولی شد. اثبات هم

ولی ،|C۲
۳ × Sz(۸)| = |PSL(۲, ۶۴)| داریم PSL(۲, ۶۴) سادۀ گروه برای که دادند نشان

ψ(C۲
۳ × Sz(۸)) = ۵۴۸۲۷۷۵ < ψ(PSL(۲, ۶۴)) = ۱۲۱۰۶۶۸۷.

[۲۸] در زیر به صورت فوق حدس لذا و است غیرحل پذیر C۲
۳ × Sz(۸) گروه که کنید توجه

است. شده اصلاح

آنگاه |G| = |S| که به طوری باشد حل پذیر گروه یک G و ساده گروه یک S اگر .۴ .۲ حدس

.ψ(S) < ψ(G)

شد: ارائه G = H ×K و S = PSL(۲, ۶۴) نقض مثال [۳۸] در هم حدس این برای

زیرند صورت به Magma افزار نرم در K و H گروه های

H = C۶۵ ⋊ (C۱۲ × C۲) = SmallGroup(۱۵۶۰, ۱۵۰),

K = (C۳
۲ ⋊ C۷)⋊ C۳ = SmallGroup(۱۶۸, ۴۳).

.ψ(G) < ψ(S) که کرد بررسی می توان

دیگر توابع و ψ تابع از استفاده با که نتایجی از الهام با [۱۳] در همکارش و کمرون پیتر

یک عناصر مرتبۀ دنبالۀ توابع آن مطالعۀ به واحد رویکردی ارائه هدف با و است آمده دست به

آن در که کرد تعریف os(G) = (o(g۱), o(g۲), . . . , o(gn)) با را n مرتبۀ از G متناهی گروه

،n مرتبۀ Hاز Gو متناهی گروه دو برای [۱۳] بنابر .۱ ≤ i ≤ n−۱ برای o(gi) ≤ o(gi+۱)

o(hi) ≤ o(gi) هرگاه os(H) ≤ os(G) می نویسیم و است مسلط os(H) بر os(G) گوییم
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هستند متناهی گروه های درواقع، است. جزئی ترتیب یک فقط رابطه این .۱ ≤ i ≤ n هر برای

نیستند. مقایسه پذیر هم با آن ها مرتبه های دنبالۀ که

است شده گفته آنجا در است. ترمیم شده زیر حدس به صورت ۴ .۲ شدۀ رد حدس [۴۹] در

در را عناصر مرتبۀ مجموع کمترین S سادۀ گروه که بالا حالات تمامی در GAP از استفاده با که

مرتبه های دنباله های مجموعۀ بین در ساده گروه عناصر مرتبه های دنبالۀ دارد، مرتبه هم گروه های بین

نقض مثال مورد در اما است، مینیمال عضو یادشده جزئی ترتیب با نیز هم مرتبه گروه های عناصر

که است شده داده نشان ψ(C۲
۳ × Sz(۸)) < ψ(PSL(۲, ۶۴)) آن برای که C۲

۳ × Sz(۸)

دنبالۀ که می دهد نشان نیز ما بررسی نیستند. مقایسه پذیر هم با گروه دو این عناصر مرتبۀ دنبالۀ

مرتبۀ دنبالۀ با نیز است، ۴ .۲ حدس برای نقضی مثال که ،[۳۸] در تعریف شده G گروه عناصر مرتبۀ

زیر سؤال [۴۹] در مطالب این به توجه با نیست. مقایسه پذیر PSL(۲, ۶۴) سادۀ گروه عناصر

است . شده مطرح

آیا است. موجود n مرتبۀ از S سادۀ گروه یک که باشد به گونه ای n که کنید فرض .۵ .۲ مسئله

است؟ مینیمال است هم مرتبه S با G که os(G) تمام بین os(S)

در زیر به صورت کنیم ترمیم آن را و بزنیم گره مرتبه ها دنبالۀ مفهوم با را بالا حدس بخواهیم اگر

می آید.

با هم مرتبه گروهی G ساده، گروهی S که ندارد وجود ۳ .۲ حدس برای نقضی مثال .۶ .۲ حدس

عناصر مرتبۀ دنبالۀ دیگر، بیان به .ψ(G) < ψ(S) ولی شود مقایسه os(S) با os(G) و S

است. مینیمال هم مرتبه گروه های عناصر مرتبۀ دنبالۀ مجموعۀ  بین ساده گروه های

دارای که کنیم بررسی را گروه هایی ساختار که است طبیعی ۲ .۲ و ۳ .۱ قضیه های به توجه با

باشند. هم مرتبه گروه های میان در عناصر مرتبۀ مجموع بیشینه دومین

هم مرتبه گروه های عناصر مرتبۀ مجموع ماکسیمم مقدار دومین ۲ .۲

گروه هایی ساختار یافتن هم مرتبه گروه های میان در عناصر مرتبۀ مجموع مینیمم و ماکسیمم برخلاف

به n تجزیۀ به دارند را n هم مرتبۀ گروه های میان در عناصر مرتبۀ مجموع ماکسیمم مقدار دومین که

روی [۴۰] در زمینه این در نتیجه اولین ۲۰۱۳ سال در است. وابسته آن ها توان های و اول عوامل

آمد. دست به زیر صورت به n مرتبۀ از پوچ توان گروه های برخی
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اول اند اعداد p۱ < p۲ < · · · < pk آن در که n = pα۱
۱ pα۲

۲ · · · pαk
k کنید فرض .۷ .۲ قضیه

یک G کنید فرض . αs > ۱ اگر s = min{۱, ۲, · · · , k} بنویسید .i هر برای αi ≥ ۱ و

صورت این در باشد. n مرتبۀ از غیردوری پوچ توان گروه

.ψ(G) ≤ ψ(C n
ps

× Cps) آنگاه pα۱
۱ ̸= ۸ اگر (۱)

۸ مرتبۀ از چهارگان گروه Q۸ آن در که ψ(G) ≤ ψ(Cn
۸
× Q۸) آنگاه pα۱

۱ = ۸ اگر (۲)

است.

است. شده مطرح [۴۰] در نیز زیر حدس همچنین

باشیم داشته i هر به ازای اگر کند. صدق ۷ .۲ قضیۀ مفروضات در n کنید فرض .۸ .۲ حدس

یک در n مرتبۀ از گروه های میان در عناصر مرتبۀ مجموع ماکسیمم مقدار دومین آنگاه αi > ۱

می افتد. اتفاق پوچ توان گروه

و پوچ توان از (اعم n مرتبۀ از گروه ها همۀ به α۱ > ۱ شرط با ۷ .۲ قضیۀ ۲۰۱۴ سال در

البته شد. تأیید هم فوق حدس تعمیم این با لذا و ([۴۲] از ۲ .۱ (قضیۀ شد داده تعمیم غیرپوچ توان)

α۱ = ۱ حالت می رسد نظر به است. آمده دست به نتایج همان [۴۲] نتایج از اطلاع بدون [۵۳] در

کنید. ملاحظه را زیر جدول دارد؛ پیچیده ای بسیار وضعیت

α۱ = ۱ به از ای عناصر مرتبۀ مجموع ماکسیمم مقدار دومین

بودن پوچ توان ψ ماکسیمم مقدار دومین با گروه ساختار n

خیر C۲۵ × S۳ ۱۵۰
بله C۵۵ × C۱۱ ۶۰۵
خیر C۱۶۹ × (C۷ : C۳) ۳۵۴۹
خیر C۵ × (C۹۶۱ : C۳) ۱۴۴۱۵

۱ برابر ۱ ≤ i ≤ k برای αi ها تمامی که است آن α۱ = ۱ برای خاص حالت های از یکی

دومین با گروه ها ساختار نیز خاص حالت این در باشد. مربع از خالی n دیگر، عبارت به باشند.

ساختار [۲۵] در مای و لانگوباردی هرتسوگ، به علاوه، است. شده تعیین [۴۵] در ماکسیمم مقدار

کرده اند. تعیین باشد فرد m که شرطی به n = ۲m به ازای را ماکسیمم مقدار دومین با گروه های

نامساوی است فرد عددی m که ۲m مرتبۀ از گروه ها از بیشتر تحلیل کمی با نویسندگان [۲۵] در

n = ۲m مرتبۀ از غیردوری گروهی G اگر که کرده اند ثابت آن ها بخشیده اند. بهبود را ۳ .۱ قضیۀ
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ψ(G) = ۱۳
۲۱ψ(Cn) به علاوه .ψ(G) ≤ ۱۳

۲۱ψ(Cn) آنگاه است، فرد عددی m آن در که باشد

کرده اند ثابت همچنین آن ها .gcd(m۱, ۶) = ۱ و n = ۶m۱ Gکه = S۳×Cn
۶

اگر فقط و اگر

ℓ = min{pαi
i : و m = pα۱

۱ pα۲
۲ . . . pαt

t و است فرد عددی m آن در که n = ۲m اگر

ψ(G) ≤ داریم n مرتبۀ از G غیر دوری گروه هر برای صورت این در ،i = ۱, ۲, . . . , t}

که G = D۲ℓ × C n
۲ℓ

اگر فقط و اگر است برقرار تساوی همچنین .
(

۱
۳ + ۲ℓ

۳ψ(Cℓ)

)
ψ(Cn)

یعنی مانده، باقی حالت ۲۰۲۱ سال در آن ها سرانجام است. k مرتبۀ از وجهی دو گروه Dk آن در

و مشخص را عناصر مرتبۀ مجموع ماکسیمم مقدار دومین وضعیت نیز فرد، n و α۱ = ۱ برای

.[۳۰] کردند تکمیل زمینه این در را کار

کرد: بررسی را عناصر مرتبۀ مجموع ماکسیمم مقدار دومین می توان نیز دیگر دیدگاهی از البته

بزرگ ترین تعیین دیگر، عبارت به بخشید؟ بهبود می توان را ۳ .۱ قضیۀ در مطرح شده نامساوی آیا

برقرار n مرتبۀ از G غیر دوری گروه های برای ψ(G) ≤ cψ(Cn) که به طوری ۰ < c < ۱ مقدار

. c ثابت بهترین تعیین همچنین و باشد

ψ(G) تابع برای کران هایی ۳ .۲

۳ .۱ قضیۀ به نگاه با می دهد. نشان را n مرتبۀ از غیردوری گروه یک همواره G بخش، این ادامه در

چیست. ψ(G)
ψ(Cn)

برای بالا کران بهترین که می رسد ذهن به سؤال این

مرتبۀ از غیردوری گروه یک برای که دادند نشان [۲۳] همکارانش و هرتسوگ ،۲۰۱۸ درسال

اگر تنها و اگر می افتد اتفاق تساوی که دادند نشان [۲۷] در همچنین .ψ(G) ≤ ۷
۱۱ψ(Cn) ،n

است. فرد عددی k آن در که G ∼= C۲ × C۲ × Ck و n = ۴k

نیز سؤال این برای چیست؟ فرد n برای c ثابت بهترین که می آید پیش سؤال این اکنون

عامل کوچک ترین q آن در که ψ(G) < ۱
q−۱ψ(Cn) که کردند ثابت ابتدا همکارانش و هرتسوگ

آن ها سرانجام .ψ(G) < ۱
۲ψ(Cn) آنگاه باشد، فرد n اگر که گرفتند نتیجه و است n اول

اگر که دادند نشان آن ها درحقیقت آورند. دست به کلی حالت در را بالا کران بهترین [۲۷] توانستند

آنگاه باشد، n اول عامل کوچک ترین q

ψ(G) ≤ ((q۲ − ۱)q + ۱)(q + ۱)
q۵ + ۱

ψ(Cn)

.gcd(q, k) = ۱ آن در Gکه ∼= Cq×Cq×Ck و n = q۲k اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

کران [۲۳ ،۲۵ ،۴۲] اصلی نتایج از استفاده با می آید. دست به ۷
۱۱ قبلی کران همان q = ۲ اگر
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.[۳۰] کرد خلاصه زیر به صورت باشد زوج n که حالتی در می توان را ۳ .۱ قضیۀ

این صورت در است. فرد عدد یک m و α ≥ ۱ آن در که n = ۲αm کنید فرض .۹ .۲ قضیه

. ψ(G)
ψ(Cn)

≤ ۱۳
۲۱ = ψ(S۳)

ψ(C۶)
آنگاه ،α = ۱ اگر (۱)

. ψ(G)
ψ(Cn)

≤ ۷
۱۱ = ψ(C۲×C۲)

ψ(C۴)
آنگاه ،α = ۲ اگر (۲)

. ψ(G)
ψ(Cn)

≤ ۲۷
۴۳ = ψ(Q۸)

ψ(C۸)
آنگاه ،α = ۳ اگر (۳)

آن در که ψ(G)
ψ(Cn)

≤ ۲α+۳+۷
۷(۲α+۱+۱) =

ψ(G۱)
ψ(C۳×۲α ) آنگاه ،α ≥ ۴ اگر (۴)

G۱ = ⟨a, b : a۲α = b۳ = ۱, ba = b−۱⟩.

و غیر دوری G که وقتی را ψ(Cn) با ψ(G) مقایسۀ در خصوص [۳۴] در آمده به دست نتایج

می بینیم. زیر قضیۀ در است فرد مرتبۀ از

عددی n آن در که باشد n = qm مرتبۀ از غیر دوری و متناهی Gگروهی کنید فرض .۱۰ .۲ قضیه

این صورت در .(m, q) = ۱ و است m شمارندۀ کوچک ترین q و فرد

n = ۳×۷×m۱ اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و ψ(G)
ψ(Cn)

≤ ۸۵
۳۰۱ آنگاه q = اگر۳ (۱)

است. غیر آبلی C۷ ⋊ C۳ و G = (C۷ ⋊ C۳)× Cm۱ و (m۱, ۴۲) = ۱ آن در که

بزرگ تر اول عامل کوچک ترین p آن در که ψ(G)
ψ(Cn)

≤ p۴+p۳−p۲−۱
p۵+۱ آنگاه ،q > ۳ اگر (۲)

در که n = qp۲m۱ اگر فقط و اگر است برقرار تساوی حالت این در است. n برای q از

.G = Cq × Cp × Cp × Cm۱ و (m۱, p!) = ۱ آن

فرد مرتبۀ از غیر آبلی گروهی G که به شرطی ψ(G) برای دقیق بالای کران یک [۱۲] در

اول عددی q اگر که کنند ثابت توانسته اند آن ها بیشتر تحلیل کمی با است. آمده دست به است

صورت این در است، آن مرتبه شمارندۀ کوچک ترین q آن در که باشد ناآبلی گروهی G و فرد و

مستقیم حاصل ضرب G اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و ψ(G) ≤ q۶+q۳−q۲+۱
q۷+۱ ψ(Cn)

و است q به نسبت اول مرتبۀ با دوری گروه یک و Mq۳

Mq۳ = ⟨a, b : aq۲
= bq = ۱, ab = a۱+q⟩.

ψ(G) برحسب پوچ توانی و حل پذیری محک های ۳

عناصر یا زیرگروه ها روی کمی) یا کیفی نظر (از اطلاعاتی یا شرایط چه تحت اینکه گروه نظریۀ در

کرانی ارائۀ بخش این از هدف است. برخوردار خاصی اهمیت از می شود Gنتیجه Gحل پذیری گروه
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ابتدا ،۲۰۱۸ سال در دهد. نتیجه را G پوچ توانی یا حل پذیر که است |G| برحسب ψ(G) برای

به را زیر نتیجه [۲۴] در مای و لانگوباردی نام های به ایتالیایی اش همیشگی همکار دو و هرتسوگ

آوردند. دست

این در .ψ(G) ≥ ۱
۶٫۶۸ψ(Cn) که شرطی به باشد n مرتبۀ از گروهی G کنید فرض .۱ .۳ قضیه

است. حل پذیر G  صورت

و است غیرحل پذیر گروه کوچک ترین (۶۰ مرتبۀ (از A۵ که کنید توجه

ψ(A۵) =
۲۱۱
۱۶۱۷

ψ(C۶۰) <
۱

۶٫۶۸
ψ(C۶۰).

شد. مطرح زیر حدس [۲۴] در اطلاعات این از الهام با

این در باشد. ψ(G) > ۲۱۱
۱۶۱۷ψ(Cn) شرط با n مرتبۀ از گروهی G کنید فرض .۲ .۳ حدس

است. ممکن مقدار بهترین شده داده پایین کران و است حل پذیر G  صورت

بهینه بودن به توجه با اکنون کردند. اثبات [۸] همکارش و خسروی سال همان در را فوق حدس

ψ(G) = شرط با G غیر حل پذیر گروه مورد در که است مطرح سؤال این بالا حدس در پایین کران

شده آورده [۹] در بالا حدس اصلاح شدۀ صورت و سؤال این به پاسخ گفت؟ می توان چه ۲۱۱
۱۶۱۷ψ(Cn)

ψ(G) = ۲۱۱
۱۶۱۷ψ(Cn) و n مرتبۀ از غیر حل پذیر گروهی G اگر که است شده ثابت آنجا در است.

است. A۵ × Cm با یکریخت G و gcd(۳۰,m) = ۱ آن در که n = ۶۰m آنگاه

دست به زیر صورت به [۲۳] همکارانش و هرتسوگ را حل پذیری خصوص در دیگری محک

آورده اند.

باشد. n شمارندۀ کوچک ترین q اول عدد و n مرتبۀ از گروهی G کنید فرض (۱) .۳ .۳ قضیه

است. حل پذیر G آنگاه ψ(G) ≥ ۱
۲(q−۱)ψ(Cn) اگر

اویلر فی تابع φ آن در که ψ(G) ≥ ۳
۵nφ(n) و باشد n مرتبۀ از گروهی G کنید فرض (۲)

. G′′ ≤ Z(G) و است حل پذیر G این صورت در است.

کوچک ترین به ترتیب p و q کنید فرض به علاوه باشد. n مرتبۀ از گروهی G کنید فرض (۳)

یا این صورت در .ψ(G) ≥ ۱
qnφ(n) شرط با باشد n اول شمارنده های بزرگ ترین و

شاخص از دوری بیشین زیرگروه با Gحل پذیر یا است نرمال و Gدوری سیلوی p−زیرگروه

است. p+ ۱ یا p

داد. ارائه زیر به صورت پوچ توانی محک یک [۵۸] تارناسینو ۲۰۱۹ سال در
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است. پوچ توان G آنگاه ،ψ(G) > ۱۳
۲۱ψ(Cn) و باشد n مرتبۀ از گروه یک G اگر .۴ .۳ قضیه

.gcd(m, ۶) = ۱ که شرطی به G ∼= S۳ ×Cm اگر تنها و اگر ψ(G) = ۱۳
۲۱ψ(Cn) به علاوه

پوچ توانی، آبلی، دوری، برای را زیر محک های ترتیب به [۶۱] تارناسینو ۲۰۲۰ سال در همچنین

کرد. اثبات زیر به صورت گروه یک بودن حل پذیر و ابرحل پذیری،

برقرارند. زیر احکام این صورت در باشد. n مرتبۀ از گروه یک G کنید فرض .۵ .۳ قضیه

است. دوری G آنگاه ψ(G) > ۷
۱۶n

۲ اگر (۱)

است. آبلی G آنگاه ψ(G) > ۲۷
۶۴n

۲ اگر (۲)

است. پوچ توان G آنگاه ψ(G) > ۱۳
۳۶n

۲ اگر (۳)

است. ابرحل پذیر G آنگاه ψ(G) > ۳۱
۱۴۴n

۲ اگر (۴)

است. حل پذیر G آنگاه ψ(G) > ۲۱۱
۳۶۰۰n

۲ اگر (۵)

کران های برابر دقیقاً ψ(G) آن برای که را G گروه آیا که است شده مطرح سؤال این [۶۱] در

جوابی هستند؟ گروه هایی چه گروه ها این دیگر بیان به یا کرد شناسایی می توان است بالا قضیۀ پایین

است. آمده زیر صورت به [۱۰] در سؤال این به جزئی

است. برقرار زیر احکام آنگاه باشد n مرتبۀ از متناهی گروه یک G اگر .۶ .۳ قضیه

.G = C۲ × C۲ و n = ۴ آنگاه ψ(G) = ۷
۱۶n

۲ و نباشد G دوری اگر (۱)

.G = Q۸ و n = ۸ آنگاه ψ(G) = ۲۷
۶۴n

۲ و نباشد G دوری اگر (۲)

.G = S۳ و n = ۶ آنگاه ψ(G) = ۱۳
۳۶n

۲ و نباشد دوری G اگر (۳)

.G = A۴ و n = ۱۲ آنگاه ψ(G) = ۳۱
۱۴۴n

۲ و نباشد ابرحل پذیر G اگر (۴)

.G = A۵ و n = ۶۰ آنگاه ψ(G) = ۲۱۱
۳۶۰۰n

۲ و نباشد حل پذیر G اگر (۵)

است. زیر شرح به [۱۰] از دیگری نتیجۀ و

آنگاه باشد p−پوچ توان غیر گروهی G و اول عددی p > ۵ اگر .۷ .۳ قضیه

ψ(G)

|G|۲
≤ p۲ + p+ ۱

۴p۲ =
ψ(D۲p)

۴p۲ .

.G = D۲p و |G| = ۲p اگر فقط و اگر است برقرار تساوی

ψ(G) > p۲+p+۱
۴p۲ n۲ و n مرتبۀ از گروهی G اگر که [۷] دادند نشان همکارش و خسروی
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به علاوه است. مرکزی دوری سیلوی p‑زیرگروه دارای G آنگاه است، اول عددی p آن در که باشد

.G′′ ≤ Z(G) و است ابرحل پذیر G

|G| و ψ(G) توسط گروه ها شناسایی ۴

.ψ(G) = ψ(H) داریم وقت آن G ∼= H و باشند متناهی گروه دو H و G اگر که است واضح

عناصر مرتبۀ مجموع با هم مرتبه گروه هایی می دانیم ۲ .۱ لم از بعد گفته شده مطالب به توجه با ولی

G گروه های چه برای که می شود مطرح جالب سؤال این لذا نیستند. یکریخت که دارند وجود برابر

گرفت نتیجه می توان (|G| = |H| اضافۀ شرط حتی ( یا ψ(G) = ψ(H) شرط از H ای و

.G ∼= H

مشخص کاملا گروه خود مرتبۀ و عناصر مرتبۀ مجموع توسط دوری گروه ،۳ .۱ قضیۀ به بنا

.G ∼= Cn آنگاه ψ(G) = ψ(Cn)و باشد n مرتبۀ از گروه یک G اگر دیگر، عبارت به می شود.

است. شده اثبات زیر نتیجه [۵۷] در

ψ(G) = باشیم داشته اگر باشد. اول عددی p و آبلی p−گروه دو H و G کنید فرض .۱ .۴ قضیه

.G ∼= H آنگاه |G| = |H| و ψ(H)

است. شده اثبات آن درستی [۴] در به تازگی که است شده مطرح زیر حدس مقاله آن در

و ψ(G) = ψ(H) که شرط این با باشند آبلی گروه دو H و G کنید فرض .۲ .۴ حدس

.G ∼= H این صورت در .|G| = |H|

،ψ(G) = ψ(PSL(۲, p)) شرط با گروهی G اگر که دادند نشان [۱۱] در ۲۰۱۹ سال در

.G ∼= PSL(۲, p) آنگاه باشد p ∈ {۱۱, ۱۳, ۱۹, ۲۳, ۲۹, ۳۷, ۶۱} و |G| = |PSL(۲, p)|

این است. گرفته قرار توجه مورد ψ تابع توسط نیز دیگری دیدگاه از گروه ها برخی شناسایی

مرتبۀ مجموع بزرگ ترین دارای سره زیرگروه های یا زیرگروه کدام مفروض گروه یک برای که سؤال

زیرگروه های میان در باید را زیرگروه هایی چنین طبعاً می رسد. نظر به طبیعی کاملا است عناصر

که به طوری باشند G گروه بیشین زیرگروه دو K و H اگر که کنید توجه البته کرد. جستجو بیشین

فرض مثال، عنوان به .ψ(H) < ψ(K) که گرفت نتیجه نمی توان لزوماً آنگاه ،|H| < |K|

بگیرید

G = C۳ × C۳ × C۴, H = {۰} × C۳ × C۴, K = C۳ × C۳ × T
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.ψ(H) = ۷۷ > ψ(K) = ۷۵ این صورت در .|T | = ۲ شرط با T < C۴ آن در که

گروه ، n > ۱ به  ازای Sn متقارن گروه سره زیرگروه های میان در که است شده ثابت [۳] در

برای و K < Sn اگر دیگر، عبارت به است. عناصر مرتبۀ مجموع بیشترین دارای An متناوب

بدین .K = An آنگاه ψ(H) < ψ(K) باشیم داشته H ̸= K شرط با H < Sn زیرگروه هر

قابل Sn سره زیرگروه های همۀ بین در عناصرش مرتبۀ مجموع توسط کاملا An متناوب گروه ترتیب

است. نشده حل همچنان که است شده مطرح هم زیر حدس [۳] در البته است. شناسایی

این صورت در باشد. Sn در فرد جایگشت های مجموعۀ Bn و n ≥ ۴ کنید فرض .۳ .۴ حدس

.ψ(An) < ψ(Bn)

به ψ(Sn) < (n!)
ln ۳
ln ۲ که است شده ثابت و پرداخته Sn روی ψ تابع بررسی به نیز [۲۲] در

می کند. صدق ψ(Sn) < (n!)C نامساوی در که است Cای عدد کوچک ترین ln ۳
ln ۲ علاوه

گروه PGL(۲, q) گروه سرۀ زیرگروه های میان در که است شده ثابت [۴۱] در مشابه طور به

گروه ،PSL(۲, q) زیرگروه ، q بودن فرد شرط با عضوی، q میدان روی ۲ بعد از تصویری عام خطی

زوج q که حالتی برای همچنین است. عناصر مرتبۀ مجموع بیشترین دارای تصویری، خاص خطی

شناسایی PGL(۲, q) سرۀ زیرگروه بین در را عناصر مرتبۀ مجموع بیشترین با زیرگروه نیز باشد

.PGL(۲, q) ∼= PSL(۲, q) باشد، زوج q اگر که می کنیم یادآوری البته است. کرده

ψ(G) دربارۀ دیگر نتایج ۵

ψ‑تقسیم پذیری ۱ .۵

.ψ(H)|ψ(G) باشیم Gداشته Hاز زیرگروه هر برای هرگاه گویند ψ‑تقسیم پذیر Gرا متناهی گروه

−ψ آبلی گروه یک که شد داده نشان و شد مطرح [۲۱] در ۲۰۱۴ سال در اولین بار تعریف این

گروه که شد زده حدس همچنین باشد. مربع از خالی مرتبۀ از دوری اگر تنها و اگر است تقسیم پذیر

همۀ که متناهی گروه یک برای گفته شده نتیجۀ ۲۰۱۲ سال در ندارد. وجود ψ‑تقسیم پذیر ناآبلی

ψ‑نرمال مفهوم تعریف، این از الهام با به علاوه و [۴۸] آمد دست به ψ‑تقسیم پذیرند زیرگروه هایش

برده کار به نرمال زیرگروه های فقط زیرگروه ها همۀ به جای که تفاوت این با شد مطرح تقسیم پذیری

شرط با باشد اول عددی p و ناآبلی سادۀ  گروه یک S اگر که است شده ثابت [۴۸] در شد.

است. تقسیم پذیر ψ‑نرمال گروه یک S × Cp آنگاه gcd(|S|, p) = ۱
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چگالی ۲ .۵

به سادگی همچنین است. (۰, ۱] در مقداری ψ(G)
|G|۲ عدد G متناهی گروه هر برای که است واضح

که پرسید می توان اکنون .|G| ≤ ψ(G) ≤ |G|۲ داریم متناهی گروه هر برای که داد نشان می توان

نزدیک نامساوی این مرز به دلخواه اندازه هر به ψ(G) که دارند وجود نابدیهی متناهی گروه های آیا

می دهد. مثبت پاسخ سؤال این به زیر قضیۀ باشد.

ناآبلی نوع از هم و آبلی نوع از هم G متناهی گروه نامتناهی ϵ > ۰ هر برای .([۲۲]) ۱ .۵ قضیه

کنند. صدق ψ(G) > |G|۲−ϵ و ψ(G) < |G|۱+ϵ نامساوی های در که دارد وجود

برای ψ(G)
|G| مقادیر مجموعۀ که شد داده نشان دیگر، نتایج بر علاوه ،[۶۰] در ۲۰۲۰ سال در

است. [۰, ۱] در چگال مجموعۀ یک G متناهی گروه های

ψ به وابسته توابع ۶

شده اند. تعریف ψ از الهام با متناهی گروه های روی نیز دیگری توابع کردیم اشاره قبلا که همان طور

متناهی گروه یک عناصر مرتبۀ kام توان مجموع ۱ .۶

شد. داده تعمیم [۴۳] در زیر به صورت ψ تابع ۲۰۱۴ سال در

کنید تعریف باشد. طبیعی عددی k و متناهی گروه یک G کنید فرض .۱ .۶ تعریف

ψk(G) =
∑
g∈G

o(g)k.

و G۱ گروه های و k > ۱ طبیعی عدد که کنید توجه .ψ۱(G) = ψ(G) داریم k = ۱ اگر

[۱۸] از ۲ (صفحۀ ψk(G۱) < ψk(G۲) ولی ψ(G۱) > ψ(G۲) که به طوری دارند وجود G۲

اظهار گروه دو آن ψk مقدار مقایسه دربارۀ نمی توان گروه دو ψ مقدار مقایسۀ با بنابراین ببینید). را

است. معتبر نیز k طبیعی عدد هر باه زای ψk تابع برای ۳ .۱ قضیۀ حال این با کرد. نظر

داریم k طبیعی عدد هر به ازای آنگاه باشد n مرتبۀ از غیردوری گروه یک G اگر .۲ .۶ قضیه

.ψk(G) < ψk(Cn)

است معتبر ۲ .۲ قضیۀ نیز هم مرتبه پوچ توان گروه های میان در ψk مقدار کمترین مورد در حتی

گروه یک G اگر دادند نشان [۲۳] همکارانش و هرتسوگ که می کنیم یادآوری ۳ بخش از .[۶۳]
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به صورت ψk برای نتیحه این ۲۰۲۴ سال در .ψ(G) ≤ ۷
۱۱ψ(Cn) باشد، n مرتبۀ از غیر دوری

. [۱۸] شد داده تعمیم زیر

این صورت در باشد. طبیعی عددی k و n مرتبۀ از غیردوری گروه یک G کنید فرض .۳ .۶ قضیه

ψk(G) ≤
۱ + ۲ × ۳k

۱ + ۲k + ۲ × ۴k
ψ(Cn).

مثال در البته می آید. به دست ۷
۱۱ بالای کران همان k = ۱ به ازای می کنید ملاحظه که همان طور

یک [۱۷] در همچنین بالاست. کران بهترین فوق قضیۀ بالای کران که می شود مشاهده [۱۸] از ۵ .۱

است. شده ارائه ψk از استفاده با حل پذیری محک

متناهی گروه یک عناصر مرتبۀ میانگین ۲ .۶

به صورت G عناصر مرتبۀ میانگین باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض

o(G) =

∑
g∈G o(g)

|G|
=
ψ(G)

|G|

بگوییم است لازم البته شد. بررسی و مطالعه [۴۷] در تابع این اولین بار ۲۰۱۱ در می شود. تعریف

بود. ،G تزویجی رده های تعداد ،k(G) برای کران هایی تعیین به متمرکز آنجا در اصلی نتایج که

گروه مرکز Z(G) آن در که o(Z(G)) ≤ o(G) ≤ k(G) که است شده ثابت مقاله آن در مثلا

N و متناهی (p‑)گروه یک G اگر که است شده مطرح سؤال این [۴۷] در همچنین است. G

پاسخی [۵۲] در بعد سال ده o(G)؟ ≥ (o(N))
۱
۲ آیا باشد، آن از (آبلی) نرمال زیرگروه یک

باشیم داشته G متناهی گروه برای اگر که می شود زده حدس و می شود داده سؤال این به منفی

نشان آن ها به علاوه و می شود تأیید [۳۲] در حدس این است. حل پذیر G آنگاه ،o(G) < o(A۵)

شده ثابت [۳۱] در .G ∼= A۵ یا است حل پذیر G یا آنگاه o(G) ≤ o(A۵) اگر که می دهند

اگر که بود شده داده نشان [۶۲] در قبلا البته .G ∼= A۵ اگر تنها و اگر o(G) = o(A۵) که است

.G ∼= A۴ اگر تنها و اگر o(G) = o(A۴) به علاوه و است Gابرحل پذیر آنگاه o(G) < o(A۴)

o(G) = که دادند نشان دیگر جالب نتایج بر علاوه [۵] همکارانش و خسروی ۲۰۲۴ در

که بودند کرده ثابت [۳۲] در همیشگی اش همکاران و هرتسوگ .G ∼= S۴ اگر تنها و اگر o(S۴)

گروه برای هرگاه که است شده داده نشان [۵۹] در .G ∼= S۳ اگر تنها و اگر o(G) = o(S۳)

G به ترتیب آنگاه ،o(G) < ۱
۴ = o(C۴) یا o(G) < ۱۳

۶ = o(S۳) باشیم داشته G متناهی

بود. خواهد حل پذیر یا مقدماتی آبلی ۲‑گروه یک
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گروه یک عناصر مرتبۀ حاصل ضرب ۳ .۶

اولین بار تابع این .ρ(G) =
∏
g∈G o(g) کنید تعریف و باشد متناهی گروه یک G کنید فرض

کردند ثابت نویسندگان ،( ۲ .۴ (حدس ψ تابع برخلاف و شد تعریف [۶۴] در ۲۰۱۳ سال در

.G ∼= H اگر تنها و اگر ρ(G) = ρ(H) داریم H و G هم مرتبۀ آبلی گروه های برای که

[۱۵] در همچنین است. معتبر نیز تابع این برای ۳ .۱ قضیۀ که دادند نشان [۱۹] در نویسندگان

توانستند در[۱۶] همکارانش و خسروی بخشیدند. بهبود را غیردوری گروه های روی ρ برای بالا کران

ضابطۀ با دیگری تابع آن ها مقاله همان در و کنند شناسایی تابع این توسط را خطی گروه های برخی

پوچ توان، آبلی، دوری، برای تابع این از استفاده با را محک هایی و کردند تعریف l(G) = ρ(G)
۱

|G|

|G|

آورند. دست به بودن حل پذیر و ابرحل پذیر،

وابسته توابع دیگر ۴ .۶

است ψ(G) از تعمیمی که زیر تابع [۵۶] در .H ≤ G و باشد متناهی گروه یک G کنید فرض

عدد کوچک ترین oH(g) آن در که است شده تعریف ψH(G) =
∑

g∈G oH(g) به صورت

۳ .۱ قضیۀ .ψH(G) = ψ(G) ،H = ۱ اگر .gm ∈ H که شرط این با است m طبیعی

می شود. داده تعمیم پوچ توان گروه های روی زیر به صورت

G از m مرتبۀ از زیرگروهی H و n مرتبۀ از پوچ توان گروه G کنید فرض .([۵۶]) ۴ .۶ قضیه

Cn گروه m مرتبۀ از زیرگروه تنها Hm آن در که ψH(G) ≤ ψHm(Cn) این صورت در باشد.

است.

این .RG(r, s) =
∑

g∈G
o(g)s

φ(o(g))r کنید تعریف و باشند حقیقی عدد دو s و r کنید فرض

RG(۰, ۱) = ψ(G) که کنید توجه کردند. تعریف ۲۰۱۷ سال در [۱۹] پاتاسینی و گارونزی را تابع

کردند: ثابت آن ها .RG(۰, k) = ψk(G) و

این صورت در باشد. n مرتبۀ از متناهی گروه G و حقیقی عددی r < ۰ کنید فرض .۵ .۶ قضیه

باشد. پوچ توان G می افتد اتفاق وقتی فقط و وقتی تساوی و RG(r, r) ≥ RCn(r, r)

کردند. RG(۰,−۱)مطالعه حالت برای را تابع این [۶] همکارانش و خسروی ۲۰۲۳ سال در

محک هایی m(G) از استفاده با توانستند و m(G) =
∑

g∈G
۱
o(g) کردند تعریف آن ها درواقع،

دهند. ارائه G بودن حل پذیر و ابرحل پذیر، پوچ توان، آبلی، دوری، برای را
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دوستانش زبان از آیزاکس مارتین دربارۀ مختصری ۷

می بریم؛ پایان به آیزاکس مارتین اروینگ علمی فعالیت های و زندگی به اجمالی نگاهی با را مقاله

است. [۵۵] او بود یاد در پاسمن دان نوشتۀ از آزاد برداشتی مطالب این

پژوهشگری ویسکانسین دانشگاه ریاضی گروه (۱۴۰۳ بهمن ۲۹) ۲۰۲۵ فوریۀ ۱۷ دوشنبه روز

مارتین آی. بازنشسته استاد بود. آموزش زمینۀ در متعدد جوایز دارای که داد دست از را برجسته

برکلی در بازنشستگی اش زمان تا و داشت سال ۸۴ او آمد. در پای از کلیه نارسایی برابر در آیزاکس

می کرد. زندگی کالیفرنیا

۲۵) ۱۹۴۰ آوریل ۱۴ در آیزاکس مارتی

(۲۰۲۴ −۱۹۴۰) آیزاکس مارتین اروینگ

برانکس ۱ در و گشود جهان به چشم (۱۳۱۹ فروردین

برانکس علوم دبیرستان در او شد. بزرگ نیویورک

حساب بود. مدرسه ریاضی تیم عضو و درس خواند

ریاضی بخش رئيس از را انتگرال و دیفرانسیل

در هم آن گرفت یاد بروکلین پلی تکنیک انستیتوی

در سال آن در مارتی مؤسسه. غیرمجاز ساعت های

برندۀ سنی، شرایط نداشتن علی رغم مسابقه، یک

پاتنام مرد ممتاز صفت به و شد مدرسه پاتنام ۲ جایزۀ

قرار انفرادی برندگان ردۀ بالاترین جزو که گردید نائل

دانشگاه در او پذیرش باعث امتیاز این می گرفت.

شد. تحصیلی کمک هزینۀ با هاروارد

ریچارد راهنمایی تحت آنجا در او بود. (۱۹۶۴ − ۱۹۶۰) هاروارد دانشگاه فارغ التحصیل مارتی

گروه های دربارۀ پایان نامه اش می کرد. تحقیق کرد، دریافت را علوم ملی مدال بعدها که براوئر ۳ ،

قرار کرد. دریافت را خود دکترای مدرک ۱۹۶۴ ژوئن در او بود. بلیکفلت۴ از مسئله ای و خطی

در خطرناک تصادفی متأسفانه بگیرد. جشن اروپا سراسر در رانندگی و گردش با تابستان آن در بود

به آنکه از قبل کرد. وارد او ظاهر به برگشتی غیرقابل آسیب های و شد او معلولیت به منجر فرانسه

در که بیمارستانی ) گذراند کوشن ۵ بیمارستان در را متعددی ماه های شود، برگردانده متحده ایالات

نیویورک در کلمبیا پرسبیتری ۶ بیمارستان سوختگی بخش در را سال آن تمام او کرد). فوت گالوا آن

1. Bronx 2. Putnam 3. Richard Brauer 4. Blichfeldt 5. Cochin 6. Presbyterian
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را بیمارستان مارتی اما بکشاند؛ تیرگی به را ضعیف فردی آیندۀ تصادفی چنین شاید کرد. سپری

نشد. گذشته اش اسیر هرگز و گرفت دست به را زندگی اش کنترل کرد، ترک

در او بود. سال سه مدت به شیکاگو دانشگاه در مربی سمتِ مارتی دانشگاهی سمت اولین

سال در و آمد مدیسون در واقع ویسکانسین دانشگاه به ریاضی گروه دانشیار حکم با ۱۹۶۹ سال

تمامی استاد رتبۀ به سالگی ۳۱ در و سال همان در او شد. پژوهشی پژوهانۀ کسب به موفق ۱۹۷۱

بود. آنجا در ۲۰۱۱ سال در بازنشستگی اش زمانی تا و یافت ارتقا

نیز جبر شاخه های دیگر در گرچه بود، متناهی گروه های نظریۀ به مارتی اصلی علاقه مندی

علاوه بود . متناهی گروه های سرشت نظریۀ در جهانی برجستۀ متخصص او بی شک می   کرد. تحقیق

گروه های دربارۀ حدسی برای اثباتش و گلاوبرمن ۱‑آیزاکس تناظر به خاطر او دیگر، موضوعات بر

است. معروف مرکزی

حدس به که آنچه در او کرد. آغاز مارتی را سرشت ها درجۀ دربارۀ مطالعه این ها، بر علاوه

ابرسرشت ها نظریۀ دیاکونیس پرسی و او داد. انجام اساسی کارهای است معروف آیزاکس‑سیتس ۲

اساسی قضایای او همچنین کردند. آغاز را حل پذیر گروه های روی براوئر سرشت π‑نظریه تعمیم و

باعث بالامثلثی ماتریس های گروه تزویجی ردۀ و سرشت ها دربارۀ نتایجش و دارد M‑گروه ها روی

شد. جبرها به وابسته گروه های روی کلی تری مطالعۀ

اولین ،۱۹۷۳ سال در قبل تر رفت. مک کی ۳ حدس مطالعۀ سراغ به مارتی بعد، سال های در

گابریل با اخیرش کارهای بیشتر در آورد. به وجود را حدس این اثبات در اساسی پیشرفت های

و ناوارو مشارکت با سپس دادند. ارائه دوباره ای فرمول بندی حدس، بهتر درک برای ناوارو ۴،

را آن دیگران و ،۶ اشپت ،۵ کابانس بعدها که دادند تقلیل ساده گروه های به را حدس گانترمیل،

شد. اثبات حدس سرانجام و کردند حل و فصل

مؤسس برجستۀ اعضای از یکی او نوشت. مقاله ۲۰۰ از بیش علمی فعالیت دوران در مارتی

شد. برگزار اسپانیا والنسیای در او بزرگداشت در کنفرانسی ۲۰۰۹ سال بود. آمریکا ریاضی انجمن

در معلم بهترین او بود. احساسات از لبریز و حرارت پر تدریس و آموزش باب در همیشه مارتی

جایزۀ او کرد. دریافت آموزشی جوایز زیادی تعداد و بود ویسکانسین دانشگاه ریاضی ساختمان

جایزۀ ،۱۹۸۸ سال در پای۷ بتا تاو جایزۀ ،۱۹۸۵ سال در ویسکانسین دانشگاه در برگزیده معلم

پولیای برگزیدۀ سخنران و ،۱۹۹۳ سال در ویسکانسین در آمریکا ریاضی جامعۀ بخش آموزشی

دانشجوی ۲۹ مارتی سال ها این تمام در کرد. دریافت را ۲۰۰۵ −۲۰۰۳ در آمریکا ریاضی جامعۀ

1. Glauberman 2. Seitz 3. McKay 4. Gabriel Navarro 5. Cabanes 6. Spath 7. Tau Beta Pi
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نظریۀ حل پذیر، گروه های سرشت نظریۀ سرشت، نظریۀ دربارۀ کتاب هایی و کرد راهنمایی را دکترا

نوشت. دانشگاه دانشجویان برای هندسه حتی و اول، سال دانشجویان برای جبر متناهی، گروه های

انجمن را آن که می کرد اعطا ریاضی نوشتۀ بهترین برای را آیزاکس مارتی آی. جایزۀ او اخیراً

مسائل که بود ریاضی استعدادیابی بخش عهده دار سال ۳۱ مدت به می کرد. برگزار آمریکا ریاضی

و متحده ایالات سراسر در دبیرستان و متوسطه مقطع دانش آموزان برای را ریاضی چالش برانگیز

می داد. پیشنهاد جهان درواقع

آلن ناتنی اش برادر آیزاکس، روزالی خواهرش فینچ۱، دِبورا او، قدیمی همراه مارتی، بازماندگان

دان، ماری، نام های به پاسمن خانوادۀ افراد دیگر برونس ورد۲، پاسمن باربارا فرزندخوانده اش بروس،

گلابرمن، جرج دیاکونیس، پرسی ازجمله ریاضی جامعۀ در ارادتمندانش و کثیرش دوستان و جان و

هستند. دکترایش دانشجویان البته و ناوارو گابریل لوییس، مارک گرالنیک، رابرت

است نوشته آیزاکس توصیف در که مقاله ای در ناوارو گابریل قلم به [۵۱] از مطالبی نیز ادامه در

می بریم. پایان به را مقاله و می کنیم نقل

داشتم که ایده هایی بعضی دربارۀ آیزاکس پرفسور به کردم جرأت ۱۹۸۷ تحصیلی سال انتهای در

تناظر زدیم حدس که رسیدیم جایی به بحث ها این در بودیم. ارتباط در هم با ایمیل با ما بنویسم. چیزی

برای را اثباتش مارتی کرد. تحویل سرشت ها به استقرا و تحدید با می توان را گلاوبرمن‑آیزاکس

باقی مانده حالت توانستم ۱۹۸۸ سال در و بودم خوش شانس فرستاد. برایم بود فرد |G| که حالتی

در مدعو استاد آیزاکس آنجا در کردم. مسافرت برکلی به ۱۹۸۹ فوریۀ در کنم. اثبات را حدس از

مقاله ای ۱۸ میان در نوشتیم. را [۳۶] مشترکمان مقالۀ اولین ما و بود برکلی در کالیفرنیا دانشگاه

نوشتم خودم را انتهایش تا ابتدا از که بود مقاله ای تنها [۳۷] آن ها آخرین نوشتیم، هم همکاری با که

می نوشت). خودش باید را مقاله ای هر نهایی نسخۀ همیشه مارتی که می دانند آیزاکس (همکاران

رستوران هایش و شهر این عاشق فوراً و آمد والنسیا به ۱۹۹۱ سال در اولین بار برای مارتی

۲۰۰۳ سال در (او آمد آنجا به هم . . . و ۲۰۰۴ ،۲۰۰۳ ،۱۹۹۶ ،۱۹۹۲ سال های در او شد.

با تا بودند علاقه مند دبورا و مارتی کرد). دیدن بیلبائو شهر از سانگرونیز ۴ و مورتو ۳ دعوت با هم

بود نداده اطلاع من به اینکه تا که ندارد گفتن بگردند. رانندگی با را اسپانیا اطراف ماشین اجارۀ

به والنسیا در کنفرانسی ،۲۰۰۹ ژوئن در بودم. دلواپس است برگشته متحده ایالات به صحیح و سالم

اولین بار آن ها بیشتر که کردند شرکت گروه ها نظریۀ متخصصان از بسیاری دادیم. ترتیب افتخارش
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،۱ دادِ سی. ای. مانند افرادی می آمدند، اسپانیا به که بود

(سمت ناوارو و چپ) (سمت آیزاکس
راست)

جِی. هوپرت، جی. بی. گرالنیک، آر. گلاوبرمن، جی.

دیاکونیس. دوستش و . . . تامپسون، جی.

را مدتی والنسیا ریاضی گروه از زیادی استادان

ال. مانند گذراندند مدیسون در ویسکانسین دانشگاه در

مورتو آلکس برجسته تر همه از و تَنت جِی. و سائوس

مقاله ای آن ها (اولین دارد مشترک مقاله پنج مارتی با که

پراستنادترین از یکی که بود بیلبائو در هنوز آلکس که بود

. ([۳۵] آن هاست

مؤسسۀ در ۲۰۱۸ آوریل در را مارتی بار آخرین

نیمسال یک وقت آن کردم. ملاقات برکلی در MSRI

دو (البته مشترک گذراندیم اتاق یک در را تحصیلی

از کرونا همه گیری سپس گذراندیم). آنجا در را ۲۰۰۸ و ۱۹۹۰ سال های در نیز دیگر نیمسال

می کردیم. نامه نگاری هم با ۲۰۲۴ ژوئن تا ما گذاشت. وخامت به رو به تدریج سلامتی اش و رسید راه

نوشت برایم نامه ای دبورا ۲۰۲۵ فوریۀ ۱۸ در بودم. احوالش جویای دبورا از فقط من بعد به آن از

داد. من به را مارتی فوت خبر آن در و

سپاسگزاریم. متن دقیق ویرایش بابت مقصودی سعید دکتر از سپاسگزاری
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been attended. In this paper, we are going to review to the most important obtained
results about some functions connected to element orders of a group and the role of it
in characterizing of finite groups.
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