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گروه نمایش های با آن ها ارتباط و مختلف همانستگی های نظریه های ابتدا مقاله این در چکیده.
با گالوا گروه نمایش های بعضی به طبیعی طور به که می کنیم ارائه روشی سپس و معرفی را گالوا
نظیر شرایطی) (تحت یک و صفر وزن و کمتر، وزن با نمایش  هایی یک، از بزرگ تر هادج‑تیت وزن
با منظم تُنکِ مدرج نمایش های از صادق تماماً تابعگون یک می کنیم ثابت اینکه دقیق تر می کند.
و صفر وزن های با خوب منشوری تحویل با مدرج نمایش  های به گالوا گروه از خوب منشوری تحویل

دارد. وجود یک

مقدمه ۱

اعداد نظریۀ از اول موضوع کنیم. بازگو را مرتبط به هم موضوع دو داستان داریم قصد مقاله این در

Q گالوای گروه باشد، Q جبری بستار Q̄ اگر .Q گالوای گروه نمایش های یعنی، می گیرد؛ نشأت

نظریه اعدادی خواص با نزدیکی ارتباط گالوا گروه ساختار است. Q̄ میدان خودریختی های همۀ گروه

به طور دارد. زیادی اهمیت اعداد نظریۀ در ساختارها این شناخت بنابراین و دارد عددی میدان های

کنید فرض است. آن نمایش های شناخت گروه یک ساختار شناخت برای راه ها بهترین از یکی کلی

گروهی همریختی یک گالوا گروه از نمایش یک باشد، lای اعداد میدان یا مختلط اعداد میدان K

باشیم. داشته توجه پیوسته نمایش های به است ممکن اوقات گاهی .GLn(K) به گالوا گروه از است

که دارد نام رده ای۲ میدان های نظریۀ سرشت ها۱ همان یا گالوا گروه یک بعدی نمایش های مطالعۀ

چندگونای هاج، pای نظریۀ بن مایه، عرضه، گالوا، گروه نمایش های منشوری، همانستگی های کلیدی: کلمات و عبارات
شیمورا
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است. آمده [۱] در مختصری اطلاعات است؛ بوده اعداد جبری نظریۀ از مهمی شاخۀ گذشته ها از

نمایش های مطالعۀ که دریافتند دیگران و سر۴، شیمورا۳، لنگلندز۲، وی۱، میلادی، شصت دهۀ در

مثلا باشد. داشته اعداد تحلیلی و جبری نظریۀ در مهمی نتایج می تواند هم بالاتر ابعاد در گالوا گروه

نمایش های از خاصی دستۀ به راجع وایلز که بود گزاره ای از نتیجه ای فرما آخر قضیۀ برای وایلز اثبات

دربارۀ آرتین حدس می تواند کلی حالت در لنگلندز حدس اثبات یا کرد، اثبات گالوا گروه دوبعدی

دارند. اعداد تحلیلی نظریۀ در مهمی نتایج این ها خود که دهد، نتیجه را L‑تابع ها تحلیلی گسترش

اطلاعات هستند؛ هندسی اشیای از مهمی ناورداهای همانستگی گروه های دیگر، طرف از

است این جالب اما می شوند تعریف مختلفی طرق به گروه ها این است. آمده [۲] در مختصری

هرچند هستند. مقایسه قابل و مرتبط هم به که دارند نتایجی متفاوت، ظاهر به روش های این همۀ که

می دهند، نسبت متفاوتی و جالب ساختارهای همانستگی گروه های به تعریف متفاوت روش های این

می دهد. نشان درام۵ همانستگی در را خود هادج ساختار مثلا

V = تجزیۀ یک از است عبارت V برداری فضای روی n وزن از هادج ساختار یک

یک از همانستگی گروه های خاصی، شرایط تحت .V p,q = V q,p که به طوری ⊕p+q=nV
p,q

نظریۀ و هندسه بین پلی موضوع این داد. خواهند دست به گالوا گروه از نمایش یک هندسی شئ

تعریف Ql ضرایب با طبیعی به طور نمایش ها این که است این مهم نکتۀ می آورد. وجود به اعداد

وابسته اند. l اول عدد انتخاب به ظاهر در حداقل بنابراین و می شوند

نمایش های آن ها همانستگی که هستند هندسی اشیای از مهمی دستۀ شیمورا چندگوناهای

ساختارهای مدولی فضای کلی حالت در چندگوناها این می دهند. دست به گالوا گروه از مهمی

یعنی باشد، داشته را (۱, ۰) را (۰, ۱) درجه های تنها هادج ساختار که حالتی در هستند، هادج

و شیمورا چندگوناهای همانستگی دربارۀ می توان را قوی تری احکام آبلی، چندگوناهای مدولی فضای

فضای که شیمورا، چندگوناهای از خاص دسته این به کرد. اثبات متناظر گالوای نمایش های بنابراین

می گویند. هادج شیمورای چندگوناهای هستند، بیشتری ساختارهای با آبلی چندگوناهای مدولی

و شده اند اثبات باشند یک و صفر برابر هادج وزن های که حالتی در تنها مهم قضیه های از بسیاری

باقی مانده اند. حدس عنوان به فضا این از خارج

گالوای گروه نمایش های شناخت Q گالوای گروه نمایش های شناخت راستای در مهم گام یک

را Ql گالوای گروه نمایش های که زمانی دارد: بخش دو مطالعه این است. موضعی میدان های

و lای توپولوژی بودن انطباق غیر قابل خاطر به می کنیم، مطالعه p ̸= l برای GLn(Qp) در

1. Weil 2. Langlands 3. Shimura 4. Serre 5. de Rham cohomology
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این ساختار که کرد ثابت را گروتندیک۱ همان گشتی قضیۀ همچون قدرتمندی قضایای می توان pای

گروه نمایش های مطالعۀ به را خود اگر طرفی از می کنند. مشخص ما برای خوبی حد تا را نمایش ها

وزن هایی گالوا گروه نمایش یک به می توان کنیم، محدود Qp روی برداری فضاهای در Qp گالوای

وزن های که گالوا گروه از نمایش هایی هستند. مرتبط هندسی شی یک هادج وزن های با که داد نسبت

تنها قضیه ها از برخی هندسی حالت همانند می نامند. منظم۲ نمایش های را است یک و صفر آن ها

شده اند. ثابت منظم نمایش های برای

سرعت به همانستگی مطالعۀ در جدید ابزار هر یا جدید همانستگی نظریۀ هر معمول به طور

موجود، همانستگی نظریۀ جدیدترین کرد. خواهد پیدا کاربرد گالوا گروه نمایش های مطالعۀ در

در مهمی نتایج امروز به تا و کردند تعریف شولتسه۵ و بات۴ را آن که است منشوری۳ همانستگی

شولتسه و بات همانستگی نظریۀ این کمک به است. داشته جابه جایی جبر و هندسه، اعداد، نظریۀ

بنیادی، گروه نمایش های کلی تر آن از و موضعی، گالوای گروه نمایش های از مهمی دستۀ شدند موفق

کنند. متناظر (شبه‑)خطی جبر جنس از ساده تر بسیار موجوداتی با را

در تنها قبلا که را احکامی از برخی [۸] بویتل۶ از ایده ای و ابزار این کمک به [۱۲] مقالۀ در

نوع از که شیمورا چندگوناهای از دسته ای برای بود شده ثابت هادج شیمورای چندگوناهای مورد

شیمورایی چندگونای نوع هیچ مورد در حال به تا جنس این از احکامی کرده ایم. ثابت نیستند هادج

تغییر به گونه ای را هادج وزن های که بود این اصلی فکر بود. نشده ثابت نباشند هادج نوع از که

کند. پیدا تقلیل هادج شیمورای چندگونای حالت به مسئله و نرود دست از داده ای هیچ که دهیم

نیستند منظم که گالوا گروه نمایش های برخی بین صادقی تماماً تابعگون داریم قصد مقاله این در

هندسی حالت همانند که است این در موضوع این اهمیت دهیم. دست به منظم نمایش  های و

تابعگون این از استفاده با بتوان شاید که شده اند ثابت منظم نمایش های مورد در بسیاری قضیه های

را تابعگون بتوان باید قاعدتاً واقع در داد. تعمیم نیستند منظم که نمایش هایی برخی برای را آن ها

راستای در گام اولین مقاله این بنابراین و کرد تعریف دلخواه طرح هر روی موضعی دستگاه روی

است. طرح ها دنیای به منشوری همانستگی از بویتل ایدۀ تعمیم

همانستگی مختلف نظریه های بر اجمالی مروری ۲ بخش در است: قرار این از مقاله این مطالب

مفهوم و یادآوری را کریستالی۸ همانستگی ۳ بخش در کرد. خواهیم گروتندیک بن مایه ۷ ایدۀ و

مختلف pای ضرایب با همانستگی نظریه های بین رابطۀ به ۴ بخش در می کنیم. تعریف را کریستال

1. Grothendieckmonodromy 2. regular 3. prismatic 4. Bhargav Bhatt(1983-) 5. Peter Scholze(1987-)
6. Bültel 7. motive 8. crystalline cohomology
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در کرد. خواهیم مرور را بات و شولتسه منشوری همانستگی نظریۀ ۵ بخش در پرداخت. خواهیم

اثبات برای ما اصلی ابزار که کرد خواهیم تعریف را منشوری۲ و عادی عرضه   های۱ ۷ و ۶ بخش

در استفاده مورد زبان و مفاهیم معرفی نقش واقع در فصل هفت این است. مقاله این اصلی قضیۀ

کرد خواهیم بیان را منشوری عرضه ٔ  یک وزن تغییر روش ۸ بخش در دارند. را مقاله اصلی بخش

قضیۀ اثبات به گالوا گروه نمایش های و منشوری عرضه   های بین تناظر از استفاده با ۹ بخش در و

پرداخت. خواهیم اصلی

بن مایه  مفهوم و همانستگی نظریه های ۲

کرد: نظیر X به می توان مختلفی همانستگی های نظریه های باشد، خمینه یک X کنید فرض

سادک ها مجموعۀ از پیوسته نگاشت های اساس بر که دلخواه حلقۀ یک در ضرایب با تکین۳ همانستگی

تعریف دیفرانسیل فرم های کمک به که C یا R در ضرایب با درام همانستگی می شود؛ تعریف X به

پوشش های ترکیبیاتی رفتار اساس بر که دلخواه حلقۀ یک روی  ضرایب با چِخ۴ همانستگی می شود؛

با که ثابت بافۀ۵ یک بافه ای همانستگی و می شود؛ تعریف انقباض پذیر باز های مجموعۀ با X

نکتۀ می آید. دست به آبلی رستۀ گروه های به رستۀ بافه ها از سرتاسری۷ مقطع مشتق شدۀ۶ تابعگون

دارند تعلق متفاوتی دنیاهای به ظاهر به که همانستگی نظریه های این تمام مقدار که است این جالب

شد. خواهند یکریخت هم با مناسب پایۀ تغییر از بعد

این هادج. ساختار نام به که دارد سودمندی بسیار اضافۀ ساختار کلر۸ خمینۀ یک درام همانستگی

دیفرانسیل فرم های بافۀ بافه ای همانستگی اساس بر خمینه یک درام همانستگی از تجزیه ای ساختار

داد: نسبت خمینه ها این به می توان ظریف تری عددی ناوردا های خاص حالت در می دهد؛ دست به

دارند. نام خمینه این هادج اعداد که hp,q = dimHp(X,Ωq)

ساختارهای می توان آیا می شوند، تعریف C یا R روی خمینه های برای ساختارها این همۀ

نقش سؤال این به پاسخ کرد؟ تعریف دیگر میدان های روی تعریف شده هندسی اشیای روی مشابهی

نظریۀ حتی و جابه جایی جبر و اعداد نظریۀ جمله از ریاضی از مختلفی شاخه های پیشرفت در مهمی

یک جواب های تعداد دربارۀ وی حدس اثبات به می توان سؤال این نتایج از است. داشته هوموتوپی

رد و جابه جایی جبر در [۳] مستقیم جمعوند حدس اثبات اول، عدد یک پیمانۀ به دیوفانتی معادلۀ

برد. نام [۱۰] هوموتوپی نظریۀ در تلسکوپ حدس

1. display 2. prismatic 3. singular cohomology 4. C̆ech cohomology 5. sheaf 6. derived functor
7. global section 8. Kähler
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جبری چندگونای یک ساختار X اگر که بود این دریافت گروتندیک الکساندر که مهمی مطلب

اقلیدسی توپولوژی به توسل بدون و جبری کاملا به صورت را X همانستگی بتوان باید باشد، دارا را

ضرایب که باشند متغیری n چندجمله ای هایی f۱, f۲, . . . , fm کنید فرض واقع ، در کرد. تعریف

بریده f۱, f۲, . . . , fm معادلات Xتوسط ⊂ Cn کنید فرض باشند. Q روی جبری اعدادی آن ها

خودریختی یک به Gaⅼ(Q/Q) گالوا گروه از عضوی گسترش σ کنید فرض همنچنین باشد. شده

است. ناپیوسته نقاط تمام در σ کلی حالت در کنید توجه باشد. C از میدانی

می شود. بریده σ(f۱), σ(f۲), . . . , σ(fm) معادله های با که بگیرید خمینه ای را Xσ حال

(σ(x۱), σ(x۲), . . . , σ(xn)) نقطۀ به را (x۱, x۲, . . . , xn) نقطۀ که σ : X → Xσ تابع

خمینه دو این بین پیوسته ای همریختی هیچ کلی حالت در و است ناپیوسته نقاط همۀ در می فرستد

اما باشد. داشته وجود Xσ و X همانستگی های بین ارتباطی نمی رود انتظار بنابراین ندارد، وجود

وجود موضوع این پشت جبری حقیقتی باید بنابراین هستند، هم بعد همانستگی  ها این که دید می توان

باشد. داشته

همانستگی این ضرایب کرد، تعریف را جبری چندگوناهای اتال۱ همانستگی فکر این با گروتندیک

C روی جبری چندگوناهای برای تنها نه و باشد l‑ای اعداد میدان یا متناهی میدان هر می تواند

چندگوناهای برای باشد، صفر میدان مشخصۀ است.اگر تعریف قابل دلخواه طرح۲ هر برای بلکه

یک برای کلی تر به طور است، یکریخت تکین همانستگی مقادیر با همانستگی این مقادیر سره هموارِ

تکیه گاه با تکین همانستگی مقادیر با فشرده گاه تکیه با اتال همانستگی مقدار هموار چندگونای

بالا در که ،σ تابع می شود تعریف جبری به صورت همانستگی این که آنجا از است. برابر فشرده

ضرایب اتفاقی، به طور اگر، می کند. القا X,Xσ همانستگی  های بین یکریختی یک شد، تعریف

داریم باشد، تعریف قابل Q روی X چندگونای اگر دیگر، عبارت به باشد، گویا اعدادی fiها

یک Q روی چندگونا هر بنابراین می کند. عمل X همانستگی روی گالوا گروه بنابراین X؛ = Xσ

نمایش های می توانیم آن با که است روشی تنها تقریباً این داد. خواهد ما به Q گالوای گروه از نمایش

و جبر در بسیاری و مهم نتایج گالوا گروه ساختار شناخت که آنجا از کنیم. تولید گالوا گروه از نابدیهی

ظاهر هندسه در که گالوا، گروه نمایش های به ویژه و گالوا گروه نمایش های مطالعۀ دارد، نظریۀ اعداد

است. اعداد نظریۀ و جبری هندسۀ در مهمی ابزار می شوند،

X چندگونای اگر کند. تعریف درام همانستگی از جبری صورتی توانست همچنین گروتندیک

1. étale cohomology 2. scheme
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R که حالتی در بود. خواهد R روی مدولی همانستگی این مقدار باشد، شده تعریف R حلقۀ روی

بود. خواهد برابر عادی درام همانستگی با همانستگی این باشد هموار X و C برابر

دارد. نام وی همانستگی که هستند مفهومی از خاصی حالت های کوهمولوژی نظریه های این همه

چندگونای از H∗ =
⊕
H i چون پادوردا۱ تابعگونی وی همانستگی نظریۀ یک .۱ .۲ تعریف

صدق  می کند. زیر خواص در که است k میدان یک روی مدرج۲ جبر های به تصویری هموارِ

هستند. بعد متناهی H i(X) برداری فضاهای X هر برای (۱)

.H i(X) = ۰ داریم i > ۲n هر برای باشد، n بعد از X اگر (۲)

است. موجود k و H۲n(X) بین یکریختی یک (۳)

که است موجود H i(X) × H۲n−i(X) → H۲n(X) تام جفت کننده۳ نگاشت یک (۴)

دارد. نام پوانکاره دوگانی
کونث۴ یکریختی که است موجود H∗(X)⊗H∗(Y ) → H∗(X ×Y ) یکریختی یک (۵)

دارد. نام

H۲r(X) به X از r هم بعد۶ با بسته زیرچندگوناهای از دوری۵ نگاشت یک ،r هر برای (۶)

می کند. صدق مطلوب خواص در که است موجود

H i(X) → نگاشت باشد، تصویری فضای در ابرصفحه یک با X اشتراک W اگر (۷)

است. یک به یک i = n− ۱ برای و یکریختی یک i ≤ n− ۲ برای H i(W )

یک wi در کردن ضرب ،i ≤ n هر برای باشد دوری نگاشت تحت W تصویر w اگر (۸)

می دهد. دست به Hn+i(X) و Hn−i(X) بین یکریختی

اتال همانستگی شود، تعریف p مشخصۀ با میدان یک روی X جبری چندگونای یک اگر

وی همانستگی نظریۀ یک دیگر که معنی بدین بود، نخواهد خوش رفتار دیگر Qp در ضرایب با

رفتار به خوبی l ̸= p برای Ql ضرایب با همانستگی هایی همچنان البته داد. نخواهد دست به

این حال، با بود. نخواهد خوش رفتار چندگوناها این برای هم جبری درام همانستگی همچنین می کنند.

یک X̃ و باشد Fp روی هموار جبری چندگونای یک X کنید فرض برد: پی نکته ای به گروتندیک

شده  بریده Fp در ضرایب با معادلاتی با X کنید فرض مثلا) باشد Zp به X از هموار فراکشی۷

که کرد مشاهده می توان فرابکشیم). Zp به دلخواه تقریباً به طور را معادلات این ضرایب ما و است

است. برابر X از دیگری هموار فراکشی هر جبری درام با X̃ جبری درام همانستگی
1. contravariant 2. graded algebras 3. pairing 4. Künneth 5. cycle map 6. codimension 7. lift
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موفق گروتندیک گرفت. نظر در X از ناوردایی عنوان به را همانستگی این می توان بنابراین

نظریه این باشد، نداشته Zp به X فراکشیدن به نیازی که دهد ارائه ناوردا این برای تعریفی شد

p مشخصۀ با درام همانستگی صورت واقع در که دارد نام کریستالی همانستگی وی، همانستگی

حلقه یک برای حتی یا p مشخصۀ با میدان هر روی جبری چندگونای هر برای را آن می توان و است

کرد. تعریف دلخواه pای

نظریه های این همۀ که باشد داشته وجود همانستگی عام نظریۀ یک باید گروتندیک، دیدگاه از

به راحتی دلخواه، میدان یک روی چندگوناها برای کلی حالت در باشند. آن از سایه هایی مختلف

از دیگری مفهوم به بنابراین ندارد. وجود گویا ضرایب با همانستگی نظریۀ هیچ داد نشان می توان

رستۀ نام به کرد تعریف رسته یک گروتندیک منظور بدین داریم. نیاز عام همانستگی نظریۀ یک

جبری بستۀ میدان یک روی هموار تصویری جبری چندگوناهای رستۀ از تابعگون یک و طرح ها

تابعگون باشند، درست متداول حدس های از تعدادی اگر که داد نشان و کرد تعریف رسته این به

است. تابعگون این از عاملی وی همانستگی نظریۀ هر برای همانستگی

رسته این خاص، حالت در گروه. یک نمایش های رستۀ مشابه است رسته ای تاناکی رستۀ یک

داشته وجود آشنا خواص با دوگان گیری و تانسور مثل اعمالی آن روی که باشد آبلی رستۀ یک باید

مورد متداول حدس های اگر باشد. تنّاکایی۱ رستۀ یک بن مایه  ها رسته ٔ که می شود زده حدس باشد.

وی همانستگی خواص تمام بیان و بود خواهد تنّاکایی رستۀ یک بن مایه  ها رستۀ باشند، درست اشاره

سایه ای مختلف همانستگی  های در خواص این دیگر، به عبارت بود. خواهد درست بن مایه  ها برای

استوار ثابت نشده حدس تعدادی بر به خودی خود بن مایه ها نظریۀ هر چند بود. خواهند بن مایه  ها از

جبری هندسۀ در مهمی قضیه های اثبات و صورت بندی به پیش بینی هایش و آن کلی فلسفۀ است،

کنید. مطالعه را [۱۵] می توانید نظریه این با بیشتر آشنایی برای است. شده منجر اعداد نظریۀ و

نظریۀ به می توان جمله آن از که شدند مطرح طرح ها رستۀ برای هم دیگری نامزدهای زمان طول در

کرد. اشاره [۱۷] وِی ۇدسکی۲ بن مایه  های

کریستال ها و کریستالی همانستگی ۳

جزئیات برای بپردازیم. کریستال ها و کریستالی همانستگی مفهوم یادآوری به می خواهیم بخش این در

[۱۳] به می توانید کریستال ها دربارۀ بیشتر مطالعۀ برای و [۴] به می توانید نظریه این دربارۀ بیشتر

کنید. مراجعه

1. Tannakian category 2. Voevodsky
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پیچیده کمی حلقه این تعریف باشد. R ضرایب با ویت۱ بردارهای حلقۀ W (R) کنید فرض

حالت این در و است کافی ما مقصود برای باشد تام۲ p مشخصۀ با حلقه Rیک که حالتی اما است،

شکل به سری هایی حلقۀ با است برابر W (R) حلقۀ دارد. وجود حلقه این از ساده ای ∑توصیف
aip

i (ai ∈ R)

می شود تعریف طبیعی فروبنیوس نگاشت یک ویت بردارهای حلقۀ روی طبیعی. ضرب و جمع با

p مشخصۀ از و تام حلقه ای R که حالتی در فروبنیوس نگاشت داد. خواهیم نشان σ با را آن که

می نگارد.
∑
api p

i سری به را
∑
aip

i سری باشد

تعریف را کریستالی جای مفهوم ابتدا که می شود تعریف صورت این به کریستالی همانستگی

تعریف در مهم بازیگر یک می کنیم. محاسبه جا این در را ساختاری بافۀ همانستگی سپس و می کنیم

است. منقسم۴ توان های ساختار با R ضخیم سازی های ۳ مفهوم جا

که هستند γn : I → R توابع R حلقۀ از I ایده آل روی منقسم توان ساختار یک .۱ .۳ تعریف

کنند. صدق زیر موضوع اصول در باید توابع این دقیق تر، بیان به می کنند؛ رفتار xn

n! تابع شبیه

.γn(x) ∈ I ،n > ۰ هر برای و γ۰(x) = ۱, γ۱(x) = x داریم •

.γn(x+ y) =
∑
γi(x)γn−۱(x) •

.γn(λx) = λnγn(x) •

.γn(x)γm(x) = (n+m)!
n!m! γn+m(x) •

.γn(γm(x)) = (mn)!
(m!)nn!γmn(x) •

می آوریم. را ضخیم سازی تعریف اکنون

می گوییم ضخیم سازی را I = Ker f هستۀ با f : R → R′ حلقه ای نگاشت یک .۲ .۳ تعریف

می گوییم منقسم توان های با ضخیم سازی یک را نگاشت این باشد. کامل I ایده آل به Rنسبت هرگاه

باشد. داشته منقسم توان های ساختار I ایده آل هرگاه

با R ضخیم سازی هر به نسبت می توان را R حلقۀ روی تعریف شده طرح یک همانستگی

کرد، محاسبه منقسم توان های ساختار

برای طبیعی انتخاب یک باشد، پوشا آن فروبنیوس نگاشت یعنی باشد، نیم تام R حلقۀ اگر
1. Witt vectors 2. perfect 3. thickening 4. divided power structure
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توان های ساختار با R عام ضخیم سازی حلقه این است. Aⅽrys(R) حلقۀ ضخیم سازی ای چنین

یک باشد، منقسم توان های ساختار با ضخیم سازی یک (R′, I, γ) اگر که معنا بدین است؛ منقسم

در باشد. سازگار منقسم توان های ساختار با که است موجود R′ به Aⅽrys(R) از یکتا نگاشت

.Aⅽrys(R) =W (R) داشت خواهیم باشد، p مشخصۀ با تام حلقۀ یک R که حالتی

به نسبت بیشتری خواص R روی X کریستالی همانستگی باشد، آبلی چندگونای یک X اگر

W (R) روی P چون تصویری Xمدول هایی کریستالی همانستگی  های اولا دارد: عادی مدول یک

وارون از بعد که است موجود F : P → P فروبنیوس خطی نگاشت یک اینکه دوم بود، خواهند

کنیم. تعریف را زیر اشیای تا است انگیزه ای موضوع این می شود. تبدیل یکریختی یک به p کردن

مدول یک ،k روی کریستال یک باشد. p مشخصۀ از تام میدان یک k کنید فرض .۳ .۳ تعریف

کردن وارون  از بعد که F : P → P فروبنیوس خطی تابع یک همراه به است W (k) روی P آزاد

شود. تبدیل یکریختی یک به p

داریم m ∈ P و a ∈ R هر برای که معناست بدین F نگاشت بودن فروبنیوس خطی

.F (am) = σ(a)F (m)

به را پایه این اگر داد، نمایش A ماتریس با را F تابع می توان P برای پایه یک انتخاب با

اگر بنابراین شد. خواهد جایگزین B−۱Aσ(B) ماتریس با A ماتریس دهیم تغییر B ماتریس

H(k) = GLn(W (k)[
۱
p
]) ∩Mn(W (k)),

خارج قسمت گروه واره با طبیعی به طور می آید، دست به nبعدی کریستال های رستۀ از که گروه واره ای

آن اشیای که است گروه واره ای خارج قسمت گروه وارۀ بود. خواهد برابر [H(k)/GLn(W (k))]

و g بین ریختار یک k ∈ GLn(W (k)), g ∈ H(k) هر برای و هستند H(k) اعضای

داریم. k−۱gσ(k)

طبق بنابراین است، p آن ماکسیمال ایده آل مولد که است گسسته ارزۀ حلقۀ یک W (k) حلقه ٔ

به صورت تجزیه ای حلقه این روی ماتریسی هر گسسته، ارزۀ حلقه های روی مدول ها ساختاری قضیۀ

روی درایه های با قطری ماتریسی µ(p) و A,C ∈ GLn(W (K)) که دارد A = Bµ(p)C

کریستال این هادج وزن های w۱ ≤ w۲ ≤ · · · ≤ wn اعداد است. pw۱ , pw۲ , . . . , pwn قطر

می آید دست به یکدیگر به (i, wi) نقاط کردن متصل از که محدبی شکستۀ خط به دارند. نام
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از کریستال این که حالتی در می گوید مازور۱ از قضیه ای می گویند. کریستال این هادج چندضلعی

باشد، Q به چندگونا این هموار فراکشی یک X̃ و باشد دست آمده به X چندگونای یک همانستگی

بود. خواهند برابر XC خمینۀ هادج وزن های با کریستال هادج وزن های

این کار، سادگی برای داد؛ نسبت کریستال یک به می توان هم دیگری مهم عددی ناورداهای

فروبنیوس نگاشت کنید فرض می کنیم. تعریف باشد متناهی میدانی k که حالتی در تنها را ناورداها

نیستند خوش تعریف بالا هم ارزی رابطۀ تحت F ویژۀ مقادیر باشد، شده داده F ماتریس با کریستال

مقادیر این به خوش تعریف اند. ویژه ها مقدار این pای ارزۀ که کرد مشاهده می توان به سادگی اما

کرد. تعریف را نیوتن چندضلعی می توان قبل همانند می گویند. کریستال این نیوتن وزن های

دست به زبرتکین بیضوی خم یک اول همانستگی از که بگیریم نظر در را کریستالی اگر .۴ .۳ مثال

بود. خواهند زیر شکل به آن نیوتن و هادج چندضلعی های می آید،

۰ ۱

(۱, ۱)

می دهد. نشان را هادج چندضلعی سیاه رنگ خط و نیوتن چندضلعی نقطه چین خط .۱ شکل

به طور تکزایی۲ حد تا را کریستال ها می توان آن طریق از که است آن در نیوتن وزن های اهمیت

کرد. رده بندی کامل

f : یکریختی یک (P, F ), (P ′, F ′) کریستال دو بین تکزایی یک از منظور .۵ .۳ تعریف

.f ◦ F = F ′ ◦ f شرط با است P [ ۱
p ] → P ′[ ۱

p ]

می کنیم. بیان باره این در قضیه ای اکنون

داشته یکسانی نیوتن وزن  های اگر فقط و اگر هستند تکزا هم با کریستال دو .([۱۳]) ۶ .۳ قضیه

باشند.

نیستند. هم به بی ارتباط کریستال یک هادج و نیوتن وزن های

انتهایی نقطۀ و دارد قرار هادج چندضلعی از بالاتر همواره نیوتن چندضلعی .([۱۳]) ۷ .۳ قضیه

است. یکسان چندضلعی دو این

1. Mazur 2. isogeny
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در داد. نسبت کریستال یک میدانْ یک روی هندسی شی هر به می توان شد بیان که همان طور

کریستال ها، و هندسی اشیای از خاص دسته هایی بین هم  ارزی یک  تابعگون این خاصی های حالت

مطالعۀ که است اهمیت حائز جهت این از موضوع این می کند. القاء دارند، جبر خطی ماهیتی که

است. ساده تر هندسی اشیای مطالعۀ از کریستال ها

در زیادی اهمیت خودشان هم که هستند هندسی اشیای از مهمی دستۀ گروه هایp‑تقسیم پذیر۱

است. لنگلندز برنامۀ در مهمی ابزار آن ها مدولی فضای مطالعۀ هم و دارند اعداد نظریۀ

کریستال های و تام میدان یک روی p−تقسیم پذیر گروه های بین هم ارزی یک  .([۱۳]) ۸ .۳ قضیه

دارد. وجود میدان آن روی یک و صفر هادج وزن با

هادج pای نظریۀ ۴

نظریۀ سه X برای باشد، K موضعی میدان یک روی سره هموارِ چندگونای یک X کنید فرض

گالوای گروه نمایش یک ساختار که X اتال، همانستگی دارد: وجود pای ضرایب با مهم همانستگی

با که ،X هادج‑تیت همانستگی دارد، را K⊕
i+j=n

H i(X,Ωj
X)

پالایش۲ یک که ،X درام همانستگی و دارد، خود روی طبیعی درجه بندی یک و می شود تعریف
همچنین می شود. القا دیفرانسیل فرم های همبافت۳ روی طبیعی پالایش از که دارد خود روی طبیعی

هم را X/p کریستال همانستگی می توان باشد، داشته X همچون OK روی هموار مدولی X اگر

همانستگی و OK ضرایب با X/p کریستال همانستگی بین یکریختی به توجه با داد. نسبت X به

است پالایشی همان مازور قضیۀ طبق که دارد وجود همانستگی این روی طبیعی پالایش یک X درام

می شود. حاصل هادج چندضلعی از که

Xباشند، طرح از سایه هایی همانستگی نظریه های این همۀ داریم انتظار گروتندیک، دیدگاه بنا بر

پایۀ تغییر از پس نظریه ها این که کرد ثابت [۹] فالتینگز۴ باشند. هم به بی ارتباط نباید بنابراین و

بود. خواهند یکریختار هم با مناسب

ضرایب با تکین و درام همانستگی Q روی تعریف شده خمینۀ یک برای که همان طور واقع، در

دو این میدان، به متعالی عناصر افزودن با و C روی اما نبودند یکریخت هم با Q حتی یا Q روی

هست بزرگی ضرایب حلقه های به نیاز هم pای دنیای در می شدند، یکریخت هم با همانستگی نظریۀ

دهد. نشان را خود مختلف همانستگی نظریه های بین ارتباط تا
1. p-divisible group 2. filteration 3. complex 4. Faltings
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BHT
K حلقۀ که می شود، تعریف BⅭrys

K ،BⅮR
K ،BHT

K ضرایب حلقۀ سه هادج pای نظریۀ در

حلقه و دارد، وجود پالایش یک BⅮR
K حلقه روی است، آن روی گالوا گروه عمل با مدرج حلقۀ یک

روی فروبنیوس فراکشی یک است. فروبنیوس فراکشی یک به مجهز پالایش، این بر علاوه BⅭrys
K

همان σ : R/p→ R/p القایی نگاشت که به شرطی است σR : R→ R مثل نگاشتی R حلقۀ

کنیم. تعریف را فالتینگز قضیه های می توانیم حال باشد. فروبنیوس نگاشت

داریم هموار و سره X هر برای .۱ .۴ قضیه

Hn
et(X,K)⊗ gr۰BHT

K
∼= gr۰(BHT

K ⊗
⊕

p+q=n

Hp(X,Ωq)),

H et(X,K)⊗BⅮR
K

∼= Hn
ⅮR(X/K)⊗BⅮR

K .

دارای اصطلاح (به داد گسترش OK روی X سرۀ هموار طرح یک به بتوان را X اگر همچنین

داریم آنگاه باشد) خوب کاهش

H et(X,K)⊗B
Ⅽrys
K

∼= HⅭrys(Xk/p)⊗B
Ⅽrys
K .

طرف، دو روی پالایش و گالوا گروه عمل دوم یکریختی طرف، دو روی گالوا گروه عمل اول یکریختی

می کند. حفظ را طرف دو پالایش و کریستالی ساختار گالوا گروه عمل سوم یکریختی و

گالوای گروه از نمایش هایی K روی تصویری چندگونای هر همانستگی  های گفتیم، که همان طور

موضوع این می کند. صدق بالا قضیۀ در که داد خواهد دست به Qp روی برداری فضای یک به K

برقرار آن ها برای بالا قضیۀ از صورتی که کند می راهنمایی گالوا گروه از نمایش هایی مطالعۀ به را ما

طرف از و باشند گرفته نشأت هندسه از می توانند که هستند نمایش هایی این ها طرف یک از باشد؛

نظریۀ در مثلا لنگلندز، برنامۀ از مختلفی بخش های در اضافه شرایط این با نمایش هایی مطالعۀ دیگر

است. اهمیت دارای گالوا، نمایش های ۱ دگردیسی

هرگاه گوییم هادج‑تیت را نمایش این باشد، دلخواه گالوای نمایش یک V کنید فرض حال

به پایه تغییر از بعد اول، یکریختی مشابه که باشد داشته وجود K روی DHT(V ) مدرج مدول

باشد. یکریخت V با ،BHT
K

1. deformation theory
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کنید تعریف باشد. گالوا گروه از هادج‑تیت نمایش یک V کنید فرض .۲ .۴ تعریف

wi = dimK griDHT(V ).

می گویند. V نمایش هادج‑تیت وزن های اعداد این به

نوع از را نمایش یک کرد. تعریف هم را کریستالی و درام نمایش های می توان بالا، مشابه

به پایه تغییر از بعد که باشد داشته وجود آن روی  پالایش یک با DⅮR(V ) مدول اگر می گوییم درام

می گوییم کریستالی را نمایش باشد. برقرار V و آن بین قضیه دوم یکریختی مشابه یکریختیی ،BⅮR
K

باشد داشته وجود DⅭrys(V )⊗K روی پالایشی و W (k) روی DⅭrys(V ) کریستال اگر هرگاه

باشد. داشته V با قضیه سوم یکریختی مشابه یکریختیی ،BⅭrys
K به پایه تغییر از بعد که

این عکس داریم انتظار است. درام گالوا گروه هندسی نمایش هر که می کند بیان فالتینگز قضیۀ

ظاهر طرح یک همانستگی در گالوا گروه درام نمایش هر که معنی این به باشد، برقرار هم مطلب

همانستگی در داریم انتظار بنابراین هست، هم درام نمایش یک کریستالی نمایش هر چون شود.

اگر است: مرتبط X داشتن خوب کاهش با نمایش این بودن کریستالی شود. ظاهر X بن مایه  یک

حکم این عکس است. کریستالی متناظر نمایش فالتینگز قضیۀ طبق باشد خوب کاهش دارای X

فقط و اگر است خوب کاهش دارای باشد، آبلی چندگونای یک X اگر مثلا اما نیست، درست لزوماً

باشد. کریستالی متناظر گالوای نمایش اگر

منشوری همانستگی ۵

نظریه  های تمام که دهد ارائه عام همانستگی نظریۀ یک که بود این گروتندیک رؤیای دیدیم که همان طور

بات و شولتسه کرد. تعریف را بن مایه   ها رستۀ منظور این به او و باشد داشته بر در را وی همانستگی

چندگوناهای برای همانستگی عام نظریۀ یک آن ها پرداختند. مسئله این به دیگری دیدگاه از [۵]

ضرایب با همانستگی شناخته شدۀ نظریه های تمام که ساختند منشوری همانستگی نام به pای صوری

پایه تغییر با می توان را هادج‑تیت) همانستگی و اتال، درام، کریستالی، همانستگی جمله (از pای

آورد. دست به آن روی از

بگذارید دارد. کریستال ها به زیادی بسیار شباهت دارد وجود نظریه این مقادیر روی که ساختاری

کلی ترین و می دهیم خرج به تسامح کمی تعریف این بیان در کنیم، یادآوری را منشور تعریف ابتدا

کنید. مراجعه [۵] به می توانید کامل تعریف دیدن برای نمی کنیم. بیان را آن صورت
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σ : R→ R فروبنیوس فراکشی یک از است عبارت R حلقۀ روی δ ساختار یک .۱ .۵ تعریف

زیر شرایط با δ : R→ R تابع و

δ(۰)؛ = δ(۱) = ۰ •

δ(xy)؛ = xpδ(y) + ypδ(x) + pδ(x)δ(y) •

.δ(x+ y) = δ(x) + δ(y) + (x+y)p−xp−yp

p •

یک روی از یکتا به طور δ ساختار نباشد، صفر مقسوم علیه R در p که حالتی در .۲ .۵ ملاحظه

به بیشتری اطلاعات δ ساختار کلی حالت در می شود. تعیین σ : R → R فروبنیوس فراکشی

است. سودمند موارد بعضی در که می دهد دست

ایده ال یک و و آن، روی δ ساختار یک ،A حلقۀ یک از است عبارت منشور یک .۳ .۵ تعریف

.p ∈ (I, σ(I)) و باشد کامل (I, p) به نسبت A که به  طوری I کارتیه۱

کلی تر به طور است. منشور یک (W (R), p) باشد p مشخصۀ با تام حلقۀ یک R اگر .۴ .۵ مثال

منشور یک (Acrys(R), p) حلقۀ آید، دست به منظم دنبالۀ یک بر تام حلقۀ یک تقسیم از R اگر

می گویند. کریستالی منشور باشند (A, p) شکل به که منشور هایی به است.

می آوریم. دیگر مثال دو اکنون

همچنین باشد. OK باقی مانده میدان k و Qp از متناهی گسترش یک K کنید فرض .۵ .۵ مثال

در باشد. شده داده E(u) آیزنشتاین چندجمله ای ریشۀ با W (k)[۱/p] روی K میدان کنید فرض

.W (k)[[u]]
E(u) = OK و است کیسن۲، منشور نام به منشور، یک (W (k)[[u]], E(u)) صورت این

داد. انجام هم دیگری موضعی منظم حلقۀ هر برای می توان را ساختار این مشابه

در باشد. آن صحیح اعداد حلقۀ OC و Qp جبری بستار کامل ساخت C کنید فرض .۶ .۵ مثال

نگاشت و می دهند نسبت را ،OC♭ به موسوم ،p مشخصۀ با تام حلقۀ OC حلقۀ به هادج  pای نظریۀ

،d عنصر یک توسط Ker θ که دید می توان دارد. وجود θ :W (OC♭) → OC پوشای و طبیعی

است. منشور یک (W (OC♭),Ker θ) زوج بنابراین می شود. تولید نیست، صفر مقسوم علیه که

کرد. تکرار تام واره۳ حلقۀ هر برای را ساختار این می توان

حافظ که است f : A → B مثل نگاشتی (B, J) و (A, I) منشور دو بین نگاشت یک

.f(I) ⊂ J و ،f ◦ σA = σB ◦ f یعنی است، فروبنیوس
1. Cartier 2. Kisin 3. perfectoid
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کردند. ثابت منشورها برای را زیر مفید ویژگی [۵] در بات و شولتسه

.J = IB آنگاه باشد منشور دو بین نگاشتی (A, I) → (B, J) اگر .۷ .۵ گزاره

باشد. A/I روی صوری طرح یک X = SpfR و باشد (A, I) منشور کنید فرض حال

یک (B, J) که هستند منشورهایی آن اشیای که است جایی (A, I) به نسبت X منشوری جای

توپولوژی را جا این روی توپولوژی باشد. R روی جبر یک B/J و (A, I) از نگاشتی با منشور

می گیریم. نظر در اتال ۱ کاملا

نگاشت یک می دهد. نسبت را متناظر حلقۀ منشور یک به که دارد ساختاری بافۀ یک جا این

بافۀ این از مشتق ۲ مستقیم تصویر گرفتن با دارد، وجود X اتالِ جای و جا این بین که طبیعی

همانستگی آن زبرهمانستگی  که آورد دست به اتال جای روی همبافت یک می توان ساختاری

منشوری همانستگی مقایسۀ قضیه های از بعضی صورت نمونه، برای می دهد. دست به را منشوری

برقرار کرد خواهیم بیان آنچه از قوی تری بسیار احکام اگرچه می آوریم. را دیگر همانستگی  های با

می کنیم. صرف نظر آن ها ذکر از آن ها صورت بودن پیچیده دلیل به است،

آنگاه باشد، A/p روی هموار طرح یک X و کریستالی منشور یک (A, p) اگر .۸ .۵ قضیه

σ∗H i
∆(X,A) = H i

Ⅽrys(X,A).

است. این بخش این قضیۀ آخرین

است. X آن عمومی تار که باشد OC روی سره و هموار صوری طرح یک X اگر .۹ .۵ قضیه

همانستگی و X اتال همانستگی بین یکریختی یک θ هستۀ کردن وارون از بعد صورت این در

دارد. وجود ۶ .۵ مثال منشور به نسبت X منشوری

می آید؛ همین جا از هم منشور تسمیۀ وجه و دارد خود درون را قضیه های این اطلاعات زیر تصویر

رنگ های به می شود وارد آن به بن مایه  یک نور پرتو که است منشوری همانند منشور یک واقع، در

می شود. تجزیه هستند، مختلف همانستگی های نظریه های اینجا در که مختلف،

عرضه   ها نظریۀ ۶

با کریستال های و p‑تقسیم پذیر گروه های بین تناظر یک تام میدان یک روی که دیدیم ۴ بخش در

نمی کند. پیدا تسری دلخواه pای حلقه های به تناظر این دارد. وجود یک و صفر هادج‑تیت وزن های

1. (p,I)-completely étale 2. derived direct image
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منشوری همانستگی با مختلف همانستگی های نظریه های ارتباط .۲ شکل

هستند، معادل کریستال ها با تام میدان های روی که می کند تعریف را اشیایی [۱۸] در زینک

تعمیم غنی تری اشیای به دلخواه حلقه های روی و دارند خود دل در صریح تری به طرز را هادج اعداد اما

بیشتر سادگی برای دهد. گسترش حلقه ها این به را بالا تناظر توانست تعریف این با زینک می یابند.

پیچیده تری ساختار W (R) کلی حالت در می کنیم، تعریف W (k) روی صرفاً را اشیا این ما کار

شوند. ظاهر تعریف این در بیشتری بازیگر های می شوند باعث که دارد

که (P, (Qi)
r
i=۰, F, (Fi)

r
i=۰) چهارتایی یک از است عبارت k روی عرضه   یک .۱ .۶ تعریف

زیر شرایط با فروبنیوس خطی تابعی F : P → P و است W (k) روی آزاد مدول یک P آن در

است

piP؛ ⊂ Qi ⊂ P •

F|Qi؛
= piFi و است فروبنیوس خطی تابعی Fi : Qi → P •

که به طوری باشد داشته وجود (Li)ها
r
i=۰ آزاد مدول های به P تجزیه یک •

Qi =

i⊕
j=۰

pi−jLj ⊕
r⊕

j=i+۱
Lj . (۱)

می نامیم. P نرمال تجزیۀ را تجزیه این
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با متناظر که داد ارائه r = ۱ حالت در تنها را بالا تعریف خود اولیۀ مقالۀ در زینک .۲ .۶ ملاحظه

باشد. داشته یک و صفر وزن تنها کریستال که است حالتی

در می توان را عرضه   یک اطلاعات تمام بگیریم، نظر در ثابت را Qiها بعد اگر که کنید توجه

نگاشت

ⅾivF := Fr|Lr
⊕ Fr−۱|Lr−۱ ⊕ · · · ⊕ F۰|L۰

کرد. خلاصه

درون به را Qi زیرمدول های که است h : P → P ′ چون نگاشتی عرضه   دو بین نگاشت یک

.F ′
P = h−۱ ◦ F ′

Pσ(h) یعنی شود، جابه جا فروبنیوس نگاشت های با و بنگارد خود

باشد. داشته باید شرایطی چه h خطی نگاشت ببینیم دو بعدی مثال یک با بگذارید

کنید فرض .۳ .۶ مثال

P =W (k)۲, Q۱ = e۱ + pe۲

باشیم داشته باید صورت این در هستند. فضا برای استاندارد پایۀ e۱, e۲ آن در که

h(e۱) = a۱۱e۱ + pa۱۲e۲, h(e۲) = a۲۱e۱ + a۲۲e۲.

شکل به پایه این روی ⅾivF نگاشت باشد. بخش پذیر p بر باید h ماتریس از a۱۲ درایۀ بنابراین

کرد. خواهد عمل زیر

ⅾivF (h(e۱)) = σ(a۱۱)ⅾivF (e۱) + σ(a۱۲)ⅾivF (e۲),

ⅾivF (h(e۲)) = pσ(a۲۱)ⅾivF (e۱) + pσ(a۱۲)ⅾivF (e۲).

برابر بستایی با pr عدد آن قطر روی که باشد قطری ماتریس µ(p) کنید فرض کلی حالت در

باشد زیر خاصیت دارای باید عرضه   پایۀ تغییر نگاشت صورت این در است. شده ظاهر Lr بعد با

µ(p)hµ(p)−۱ ∈ GLn(W (k)).

چنین که می شود نتیجه ساده ای محاسبۀ با می نامیم. Gµ(k) را خاصیت این ماتریس هایبا زیرگروه

بنابراین برد. خواهد h−۱Uσ(µ(p)hµ(p)−۱) ماتریس به را U = ⅾivF ماتریس پایه ای تغییر

خارج قسمت گروه وارۀ با باشد، شده داده µ(p) ماتریس با آن ها نرمال تجزیۀ بعد که عرضه   هایی

بود. خواهند تناظر در [G(W (k))/Gµ(k)]
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این از اختصار، رعایت برای باشد. نگاشت یک σ : A → A و حلقه یک A کنید فرض

گاهی .Φd
µ(h) := µ(d)σ(h)µ(d)−۱ می کنیم تعریف حلقه این از d دلخواه عضو برای بعد به

گروه های مثلا باشند. داشته دیگری ساختارهای که داریم توجه p‑تقسیم پذیری گروه های به اوقات

کنیم توجه عرضه   هایی به باید مواقع این در می کند. عمل آن ها روی W (Fpm) که p‑تقسیم پذیری

آن ها روی  W (Fpm) که p‑تقسیم پذیری گروه های برای بالا، مثال در دارند. غنی تری ساختار که

عرضه   هایی با اضافه ساختارِ این با عرضه   هایی ،W (Fpm) ⊂ K باشیم داشته اگر می کند، عمل

عرضه   یک روی درجه بندی یک از منظور دارد. وجود آن ها روی درجه بندی نوع یک که متناظرند

نگاشت و باشند مدرج زیر مدول هایی Qiها که به طوری است P =
⊕m

i=۱ Pi درجه بندی یک

القا کند. را Fi : Pi → Pi−۱ نگاشت که معنی بدین باشد، داشته یک منفی درجۀ فروبنیوس

.Pm+۱ = P۱ یعنی است، دوری درجه بندی که کنید توجه

,µ۱(p)رمزگذاری µ۲(p), . . . , µm(p)ماتریس های در نرمال تجزیۀ بعد گروه ها نظریۀ زبان به

[GLn(W (k))m/Gµ◦
] خارج قسمت گروه وارۀ با برابر عرضه   هایی چنین گروه وارۀ و می شود

می کند عمل زیر فرمول با GLn(W (k))m روی و Gµ◦
=

∏m
i=۱ G

µi آن در که بود خواهد

(hi)
m
i=۱.(Ui)

m
i=۱ = (h−۱

i UiΦ
p
µi−۱(hi−۱))

m
i=۱.

منشوری عرضه   های و کریستال ها ۷

A به نسبت X منشوری همانستگی از می توان باشد شده تعریف A/I روی X چندگونای اگر

تعریف قابل عرضه   شبیه ساختاری آن روی که بود خواهد A‑مدول یک کار حاصل گفت. سخن

منشوری کریستال های و منشوری عرضه   های می شود باعث که است انگیزه ای موضوع این است.

می پردازیم. X روی منشوری کریستال های تعریف به ابتدا کنیم. تعریف را

همۀ جای X منشوری جای از منظور باشد، صوری طرح یک X کنید فرض .۱ .۷ تعریف

توپولوژی با را جا این است. SpeⅽA/I → X نگاشت همراه به (A, I) چون منشور هایی

گرفت. خواهیم نظر در تخت۱ کاملا pای

برداری۲ کلاف های از بافه یک از است عبارت X روی P منشوری کریستال یک .۲ .۷ تعریف

F : که به طوری F : P → P فروبنیوس خطی نگاشت یک همراه به X منشوری جای روی

1. p-adically completely flat 2. vector bundle
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داشته جا این در منشور دو بین A → B نگاشت اگر و باشد یکریختی P [۱/I] → P [۱/I]

.P (B) = P (A)⊗A B آن گاه باشیم،

شهوداً که می آید دست به X روی موضعی۱ دستگاه یک منشوری کریستال هر با متناظر

میدان یک K و X = SpeⅽK که علاقه مندیم حالتی به خاص، حالت در است. کریستالی

کرده اند. اثبات را زیر قضیۀ بات و شولتسه حالت این در باشد. موضعی

منشوری کریستال های و K گالوای گروه pای نمایش های بین رسته ای هم ارزی یک .۳ .۷ قضیه

دارد. وجود OK حلقۀ روی

زیرا است، ساده تر آن ها با کار که دارند وجود K روی منشوری کریستال های از خاصی دستۀ

این در باشد. OK با متناظر منشور یا کیسن منشور (A, d) کنید فرض دارند. صریح تری تعریف

عرضه  ٔ تعریف دلخواه منشور یک (برای می کنیم تعریف زیر به صورت را منشوری عرضه  ٔ یک صورت

کنید). مراجعه [۱۱] به می توانید تعریف این دیدن برای است، پیچیده تر منشوری

چهارتایی یک از است عبارت OK روی منشوری عرضه ٔ  یک .۴ .۷ تعریف

(P, (Qi)
r
i=۰, F, (Fi)

r
i=۰)

زیر شرایط با است فروبنیوس خطی تابعی F : P → P و A روی آزاد مدول یک P آن در که

diP؛ ⊂ Qi ⊂ P •

F|Qi؛
= diFi و است فروبنیوس خطی تابعی Fi : Qi → P •

که به طوری باشد داشته وجود (Li)ها
r
i=۱ آزاد مدول های به P تجزیه یک •

Qi =
i⊕

j=۰
di−jLj ⊕

r⊕
j=i+۱

Lj . (۲)

می گوییم. عرضه  ٔ نرمال تجزیۀ تجزیه، این به

این ها تعبیری به کرد، تعریف هم را مدرج منشوری عرضه   های می توان قبل بخش مشابه

می کند. عمل آن ها روی  W (Fpm) حلقۀ دارند: اضافه ساختاری که بود خواهند عرضه   هایی

رستۀ به کیسن منشور روی منشوری عرضه   های رستۀ از صادق تماماً تابعگون یک .۵ .۷ قضیه

دارد. وجود منشوری کریستال های

1. local system
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بین تناظر در هرگاه گوییم منشوری۱ خوب تحویل دارای Kرا گالوای گروه نمایش یک .۶ .۷ تعریف

منشوری عرضه ٔ  یک ساختار متناظر کریستال منشوری، کریستال های و K گالوای گروه نمایش های

باشد. داشته را

Zp روی سره ای و هموار مدل اگر دارد خوب تحویل p پیمانۀ به X سرۀ هموار طرح می گوییم

X که بیاید X طرح یک همانستگی از گالوا گروه نمایش یک اگر کرد ثابت می توان باشد. داشته

اینکه بنابراین است. منشوری خوب تحویل دارای حتماً متناظر گالوای نمایش دارد، خوب تحویل

بودن کریستالی از را بیشتری اطلاعات باشد داشته منشوری خوب تحویل گالوا گروه نمایش یک

می دهد. ما به نه یا دارد خوب تحویل متناظر طرح اینکه دربارۀ

منشوری عرضه  ٔ یک وزن تغییر ۸

خواهیم تُنُک عرضه   های را آن ها که داریم سر و کار مدرج عرضه   های از خاصی دستۀ با بخش این در

ماتریس های در آن نرمال تجزیۀ ابعاد که داریم مدرج منشوری عرضه ٔ  یک کنید فرض نامید.

ظاهر شده p توان بزرگ ترین wi کنید فرض و باشد شده رمزگذاری µ۱(p), µ۲(p), . . . , µm(p)

باشند. µiها در

کنید تعریف نیازمندیم. ترکیبیاتی تعریف دو به

Γ =

{
i ∈ Z

mZ
: µi ̸= Id

}
را γ۱ < γ۲ < · · · < γs ترتیب خاص حالت در و ، Z

mZ عناصر برای ترتیب یک کنید فرض و

γi < j < هر برای همچنین .rγi = γi+۱ − γi کنید تعریف گرفته ایم. نظر در Γ اعضای روی

.d+(j) = γi+۱ − γj کنید تعریف ،γi+۱

یک .rγ > wγ باشیم داشته γ ∈ Γ هر برای اگر می گوییم تنک را منشوری عرضه ٔ  یک

باشد. زوج و ثابت عددی γ ∈ Γ هر برای rγ مقدار هرگاه گوییم منظم تنکِ را منشوری عرضه  ٔ

باشید. داشته ذهن در را تنک منشوریِ جلوه ٔ یک از زیر سادۀ مثال است خوب ادامه در

به صورت مدول .µ۱ = (۱, p۲), µ۲ = µ۳ = Id کنید فرض .۱ .۸ مثال

P۱ ⊕ P۲ ⊕ P۳

1. prismatic good reduction
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نگاشت های و بود خواهد

F۱ : P۱ → P۲, F۲ : P۲ → P۳, F۳ : P۳ → P۱

داشت. خواهیم را

فرض فعلا کار، راحتی برای کنیم. بررسی خاص مثال این در را وزن تغییر پدیدۀ دهید اجازه

که شرط این با بگیرید نظر در را P̃i مدول های .d = p می کنیم

P̃۱ = P۱, P̃۲ = p۲P۲ + F۱P۱, P̃۳ = pP۳ + F۲ ◦ F۱P۱.

که کنید توجه

p۲P۲ ⊂ F۱P۱, F۲P۲ = P۳, F۳P۳ = P۱

به یک و صفر وزن های با کریستال یک بنابراین .pP̃i ⊂ Fi−۱P̃i−۱ که می شود نتیجه اینجا از و

می شود تعریف صورت این به که تابعگونی به وضوح تکزاست. اولیه کریستال با که آورده ایم دست

کرد. بازسازی تصویرش روی از را اصلی کریستال می توان زیرا بود خواهد صادق تماماً

نگاشت بنابراین و σ(d) ̸= d که است این مشکل داشت. خواهیم بیشتری چالش d ̸= p اگر

نگاشت بلکه نیست، dP۳ + F۲ ◦ F۱P۱ به d۲P۲ + F۱P۱ از نگاشتی F۲

F۲ : d۲P۳ + F۱P۱ → σ(d)P۳ + F۲ ◦ F۱P۱

در .P̃۳ = σ(d)P۳ +F۲ ◦F۱P۱ بنویسیم و دهیم تغییر را P̃۳ تعریف می توانیم می آید. دست به

کنیم وارون پذیر را d عنصر باید F۱ کردن وارون پذیر برای می  آید: پیش  جدیدی مشکل صورت این

به کریستالی یا عرضه   بنابراین داریم. σ(d) کردن وارون پذیر به نیاز F۲ کردن وارون پذیر برای ،اما

نمی آوریم. دست به سنتی معنای

دیگری تام واره حلقۀ هر یا OC با متناظر منشور که حالتی در ،[۱۲] در حاضر مقاله نویسندگان

و فارگ خم روی اشتوکاها۱ نظریۀ از استفاده اصلی نکتۀ یافته اند. مشکل این حل برای راهی باشد،

حالت آوردیم دست به بالا در که شیی کردند. تعریف [۱۶] در واینشتاین۳ و شولتسه که است فونتن۲
بویل‑لسلو۵ قضیۀ کمک به [۱۲] در ما می شود. نامیده چند پا با اشتوکا۴ که است چیزی از خاصی

یا یک پا با اشتوکا یک و کرد ادغام هم در را چند پا با اشتوکا یک پاهای بتوان که کردیم ارائه روشی

آورد. دست به منشوری عرضه ٔ   همان
1. Shtuka 2. Fargues-Fontaine 3. Weinstein 4. shtuka 5. Beauville–Laszlo
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را R تام واره حلقۀ یک روی منشوری عرضه ٔ  یک چگونه دهیم توضیح نیست بد .۲ .۸ ملاحظه

جلوه ٔ یک داشتن با کنید توجه موضوع این دیدن برای دید. تک پا اشتوکای یک چشم به می توان

به F : σ∗P → P تابع یک و Ainf(R) روی P تصویری مدول یک خاص حالت در منشوری ،

مدول این است کافی حال می شود. تبدیل یکریختی یک به d کردن وارون از بعد که می آوریم دست

دست به یک پا اشتوکای یک تا کنیم تحدید YR = SpaAinf(R)/(p, π) به را تابع و تصویری

آید.

دست به یک و صفر وزن های با منشوری عرضۀ یک دهید انجام را کار این بالا مثال در اگر

می آید.

متناظر منشور روی منظم تنکِ مدرج منشوری عرضه   های از صادق تماماً تابعگون یک .۳ .۸ قضیه

را آن که دارد وجود کیسن منشور روی یک و صفر هادج وزن های با منشوری عرضه   های به OC با

می دهیم. نشان Fⅼex با

منشور روی نه را وزن تغییر عملیات داریم نیاز داریم نظر در مقاله این در که کاربردی برای

یک می توان کنید توجه ابتدا منظور بدین دهیم. انجام کیسن منشور روی بلکه OC با متناظر

نیاز زیر لم به موضوع این اثبات برای کرد. تعریف W (OC♭) و W (k)[[u]] بین طبیعی نگاشت

داریم.

.E(α) ∈ Ker θ که به طوری دارد وجود α ∈W (OC♭) چون ناصفری عنصر .۴ .۸ لم

در π چون ریشه ای E(u) = ۰ معادلۀ است، جبری بسته C و تکین E(u) که آنجا از اثبات.

که به طوری دارد وجود α عنصر بنابراین پوشاست، θ : W (OC♭) → OC نگاشت دارد. OC

.θ(α) = π

گسسته ارزۀ حلقۀ یک W (C♭) زیرا E(α) ̸= ۰ طرفی از .E(α) ∈ ker θ که است واضح

ریشه حلقه ای چنین در آیزنشتاین چندجمله ای یک و است p آن ماکسیمال ایده آل مولد که است

ندارد.

می کنیم. بیان را نظر مورد قضیۀ اکنون

کیسن منشور روی منظم تنک مدرج منشوری عرضه   های از صادق تماماً تابعگون یک .۵ .۸ قضیه

دارد. وجود کیسن منشور روی یک و صفر هادج وزن های با منشوری عرضه   های به
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ابتدا .f(u) = α آن در که بگیرید نظر در را f : W (k)[u] → W (OC♭) نگاشت اثبات.

به طور بالا نگاشت .α ∈
√
(Ker θ, p) که جا آن از زیرا است، تخت نگاشت این که کنید دقت

توپولوژی با W (OC♭) و uای توپولوژی با W (k)[[u]] حلقه های بین پیوسته نگاشت یک به یکتا

این دهیم نشان است کافی است، تخت نگاشت این می کنیم ادعا داد. گسترش Ker)ای θ, p)

حلقۀ حلقه ها این دوی هر بود. خواهد تخت W (k),W (k)[[u]][ ۱
u ] به پایه تغییر از بعد نگاشت

بنابراین p‑تابدارند عناصر Wفاقد (OC♭)/α,W (OC)[
۱
α ] ی دو هر و هستند pای گسستۀ ارزۀ

است. تخت مربوط نگاشت

یک D کنید فرض می کنیم. استفاده حکم اثبات برای نگاشت این به نسبت فرود۱ از حالا

،۳ .۸ گزارۀ از استفاده با صورت این در باشد. کیسن منشور روی منظم تنک مدرج منشوری جلوه ٔ

روی فرود دادۀ یک که بود خواهد OC با متناظر منشور روی منظم تنک مدرج عرضه ٔ  یک f(D)

به Fⅼex(f(D)) عرضۀ تا می دهیم اثر f(D) روی را وزن تغییر تابعگون حال داشت. خواهیم آن

آید. دست

و باشند کانونی نشاننده  های i = ۱, ۲ برای τi : OC → OC⊗̂W [k][[u]]OC کنید فرض

OC⊗̂W [k][[u]]OC که آنجا از باشد. f(D) برای فرود دادۀ ψ : τ∗۱ f(D) → τ∗۲ f(D)

برای فرود دادۀ یک Fⅼex(ψ) و است صادق تمتماً Fⅼex تابعگون است، تام واره حلقۀ یک

به  را کیسن منشور روی Fⅼex(D) منشوری عرضه ٔ  فرود از بعد و بود خواهد Fⅼex(f(D))

بودن صادق تماماً می توان فرود بنابر همچنین بود. خواهد D عرضه ٔ  وزن تغییر که می آوریم دست

ثابت حکم بنابراین است، برقرار می دانیم قبل از که کرد بررسی OC پوشش به رفتن از بعد را

می شود.

گالوا گروه نمایش های وزن تغییر ۹

داریم. لازم تعریف چند ابتدا پرداخت. خواهیم مقاله این اصلی قضیۀ اثبات به بخش این در

گالوای گروه نمایش یک .K ⊂W (Fpr) و باشد موضعی میدان Kیک کنید فرض .۱ .۹ تعریف

کند. عمل آن روی W (k) هرگاه گوییم مدرج را M همچون K

بخش های معنای به آن با متناظر کریستال باشد، کریستالی مدرج نمایش یک اگر که کنید توجه

بود. خواهد مدرج قبلی

1. descent



رضوی هدایت زاده ./پرتوفرد، . . و همانستگی نظریه های ۲۴

منظم) (تنک تنک M همچون K گالوای گروه مدرج کریستالی نمایش یک می گوییم .۲ .۹ تعریف

باشد. منظم) (تنک تنک Dcrys(M) هرگاه است

بپردازیم. اصلی قضیۀ بیان به می توانیم حال

خوب منشوری تحویل با منظم تنک مدرج نمایش های از صادق تماماً تابعگون یک .۳ .۹ قضیه

دارد. وجود یک و صفر وزن های با خوب منشوری تحویل با مدرج نمایش  های به گالوا گروه

منشوری تحویل با منظم تنک مدرج نمایش های بین رسته ای هم ارزی یک ۳ .۷ قضیۀ بر بنا اثبات.

بنابر دارد. وجود کیسن منشور روی منظم تنک مدرج منشوری عرضه   های و K گالوای گروه خوب

منشوری عرضه   های رستۀ به منظم تنک مدرج منشوری عرضه   های رستۀ از تابعگونی ۵ .۸ قضیۀ

تحویل با مدرج نمایش های رستۀ با رسته این خود اما دارد. وجود یک و صفر وزن های با منظم

است. هم ارز یک و صفر وزن های و خوب منشوری

یک و صفر هادج وزن های با گالوا گروه کریستالی نمایش های رستۀ  که این به توجه با .۴ .۹ ملاحظه

با گالوا گروه منظم تنک نمایش هر به می توانیم است، OK روی p‑تقسیم پذیر گروه های رستۀ همان

دهیم. نسبت p‑تقسیم پذیر گروه یک کانونی به طور خوب منشوری تحویل

این برای داد. تعمیم منظم تنک کریستالی نمایش های تمام به بتوان را حکم این داریم انتظار

کرد. استفاده کیسن مدول های رستۀ از باید منشوری جای های به کار
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Abstract. In this paper, we first introduce various cohomology theories and their rela-
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