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میدان یک متناهی آبلی گسترش  های تمامی توصیف برای چارچوبی رده ای میدان های نظریۀ چکیده.
به ویژه و نظریه این بررسی به مقاله این می کند. ارائه میدان همان حسابی ویژگی های برحسب عددی
ایدۀ ازجمله نظریه این تعمیم های این، بر علاوه می پردازد. تک عضوی میدان روی بر دایره بری مسئلۀ
فرمول بندیِ ارائۀ نوشته، این اصلی هدف می گیرد. قرار بررسی مورد بلوخ به متعلق حسابی سطوح
روشن تصویری تا است تک عضوی میدان روی هندسۀ و آرتین حدس با مرتبط بخش های از منسجمی

آید. دست به انتزاعی فضای این در کرونکر‑وبر قضیۀ تعمیم چگونگی از

مقدمه ۱

می گیرند قرار Q دایره بری گسترش  های در Q آبلی گسترش های تمام اینکه بر مبنی کرونکر حدس

آبلی گسترش های تمام یافتن وظیفۀ رده ای میدان های نظریۀ وبر و کرونکر برای کرد. اثبات وبر را

در اول اعداد وجود دربارۀ دیریکله قضیۀ کار این از نتیجه ای عنوان به آن ها داشت. عهده بر را Q

است. معتبر نیز عددی میدان های در قضیه این که دادند نشان و دادند تعمیم را حسابی دنباله های

این هدف کار این شرح کنیم؛ فرمول بندی تک عضوی میدان روی را آن باید قضیه این اثبات برای

است. نوشته

پاریس در ریاضی دانان بین المللی کنگرۀ در ۱۹۰۰ سال در خود معروف سخنرانی در هیلبرت

برای رفت؛ خواهد موضوعات و مباحث این از فراتر بسیار رده ای میدان های نظریۀ که کرد پیش بینی

یک در تقابل قانون کلی ترین آوردن دست به هیلبرت نهم مسئلۀ کنید. مطالعه را [۲] بیشتر، آشنایی

قانون از اثبات هایی دیدن برای دهد؛ تعمیم را گاوس مربعی تقابل قانون که بود دلخواه عددی میدان
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آمد، در آرتین تقابل قانون شکل به آبلی گسترش های برای مسئله این کنید. مطالعه را [۱] گاوس،

تقابل قوانین این شکل بیان و فرمول بندی است. مانده بی پاسخ هنوز غیرآبلی گسترش های برای اما

است. دشوار ما برای F۱ تک عضوی میدان روی

کرد. مطرح نداشت، خارجی وجود آن از پیش که را ، F۱ میدان روی هندسه تیتس۱ پیش نیم قرن

منین کردند. ارائه [۱۵] وکی و تون و [۱۳] سول و [۸ ،۷] دایتمار را F۱ روی جبری هندسۀ مبانی

گسترش  های تمام اسمیرنوف و کاپرونوف۲ کرد. مطرح [۱۲] در F۱ روی را تحلیلی هندسۀ نوع یک

ایفا F۱ روی هندسه فرمول بندی در مهمی نقش کار این با و گرفتند نظر در هم زمان را F۱ متناهی

گسترش از پس ،F۱ روی V هندسی شیء یک آن در که انجامید سول رویکرد به دیدگاه این کردند.

معمولی ۳ طرح دایره بری نقاط هندسۀ در F۱ چارچوب در V هندسۀ و می یافت تجسم Z به پایه

دایره بری مفهوم از مستقل و رسته ها نظریۀ از استفاده با وکی و تون و دایتمار می یابد. بازتاب VZ

کردند. تعریف F۱ روی را طرح هایی

یکسان سازی برای را راه است ممکن که داد ارائه [۹] دوروف را مسئله این به دیگر رویکرد یک

حساب بسط برای او فرمول بندی از ما کند. هموار تک عضوی میدان برای فرمول بندی ها این همۀ

و حاره ای۵ هندسۀ و آراکلوف۴ نظریۀ دوروف رویکرد کرد. خواهیم استفاده تک عضوی میدان روی

می گیرد. بر در نیز را حسابی محتوای با هندسی اشیاء فرمول بندی های دیگر

و است یافته گسترش و بسط F۱ روی تحلیلی هندسۀ و جبری هندسۀ تاکنون آنکه خلاصه

روی چندگوناها۶ زتای توابع تعریف برای ایده هایی است. آن روی حساب ابداع به نوبت اکنون

و F۱n دایره بری گسترش  های بررسی می گیرد. بر در را اعداد نظریۀ تحلیلی جنبۀ که دارد وجود F۱

بخش های فرمول بندی شرح است. آسانی کار F۱ روی کرونکر‑وبر قضیۀ از صورتی فرمول بندی

رده ای میدان های نظریۀ از صورتی همچنین است. نوشته این اصلی هدف آرتین حدس به مربوط

موضوع این به ایننوشته ادامۀ در است. داده بسط [۳] در حسابی رویه های برای بلوخ که دارد وجود

نه. یا کرد بیان نیز F۱ روی خم های برای را فرمول بندی این می توان آیا که پرداخت خواهیم

قانون و رده ای میدان های نظریۀ به مربوط مفاهیم که شویم متذکر مقدمه این پایان در است لازم

و دایره بری مسئلۀ با مرتبط بخش های و بوده [۱۶] وایمن و [۱۰] گارباناتی آثار از برگرفته تقابل

شده تلاش است. شده تدوین [۱۲] مقالۀ اساس بر مستقیماً تک عضوی ، میدان روی تحلیلی هندسۀ

شود. فراهم خواننده برای قابل فهمی و یکپارچه ساختار منابع، این دادن قرار هم کنار با تا است

1. Tits 2. Kapranov 3. scheme 4. Arakelov 5. tropical geometry 6. varieties
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کار میان پیوند و بازنویسی را حسابی) سطوح و آرتین حدس (مانند مفاهیم و نمادگذاری ها همچنین،

تک عضوی، میدان روی هندسه به کلاسیک نظریۀ از گذار مسیر تا کرده ایم برجسته تر را بلوخ و منین

گردد. ملموس تر و هموارتر حوزه این پژوهشگران برای

چیست؟ رده ای میدان های نظریۀ ۲

ایدۀ این تعبیر می کنند. رفتار اعداد مشابه توابع، که بودند دریافته ریاضی دانان گالوا، از پیش مدت ها

بنابراین، هستند؛ اول اعداد مشابه تحویل ناپذیر چندجمله ای های که بود این اعداد نظریۀ در قدیمی

کرده مطرح را توابع با اعداد مقایسۀ هند در آریاباتا۱ هم زمان این از پیش کرد. مطالعه را آن ها باید

بودند. کرده جلب خود به نیز را دکارت توجه تحویل ناپذیر چندجمله ای های بود.

صحیح ضرایب با f یکین تحویل ناپذیرِ چندجمله ای یک به را Kf عددی میدان یک گالوا

می شود تعریف اول۲ پیمانه   های از مجموعه ای عنوان به که ،Spl(f) که مطلب این می کند. مرتبط

کشف نوزدهم قرن در می کند، تعیین یکتا به طور را Kf می شود، شکافته۳ کامل به طور آن ها در f که

Spl(f) اول، اعداد متناهی تعداد تقریب با که می دانیم ددکیند‑کومر نظریۀ از استفاده با شد.

می شوند. شکافته کامل به طور Kf صحیح اعداد حلقۀ در که است Z اول پیمانه های از مجموعه ای

میدان های بر حسب را چیز همه و بگیریم نادیده را تحویل ناپذیر چندجمله ای های می توانیم بنابراین،

Kf ⊃ Kg ،Z[X] در g و f تحویل ناپذیر چندجمله ای های برای کنیم. فرمول بندی متناظر عددی

است. متناهی» تعداد استثنای «به معنای به ⊂∗ اینجا، در .Spl(f) ⊂∗ Spl(g) اگر تنها و اگر

بر هم نهشتی ها کمک با می توان را Spl(f) مجموعۀ آبلی). چندجمله ای های (قضیۀ ۱ .۲ قضیه

یک Kf اگر تنها و اگر کرد، توصیف است، وابسته fKf
هادی۴ به تنها که پیمانه ای اساس

باشد. Q از آبلی گسترش

به طور آرتین تقابل قانون در می شوند، واقع مفید هم نهشتی ها آبلی، گسترش  های برای اینکه

تک عضوی میدان برای موضوع این فرمول بندی یادداشت، این در ما هدف است. شده بیان دقیق

و صحیح اعداد حلقۀ مطالعۀ عددی، میدان های حساب مطالعۀ اگر است: این اساسی پرسش است.

خارج قسمتی گروه های و زیرگروه ها و ایدل۵ رده ای گروه مطالعۀ و ایده آل ها توسط آن خارج قسمت های

مطالعۀ پرسش این به پاسخ بود؟ خواهد معنا چه به تک عضوی میدان حساب مطالعۀ پس است، آن ها

1. Aryabhata 2. prime modules 3. split 4. conductor 5. idele class group
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متناهی میدان های که داریم انتظار مثال، عنوان به می کند. روشن تر برایمان نیز را متناهی میدان های

حالت مانند درست باشند، آبلی متناهی گروه هر با یکریخت گالوای گروه با آبلی گسترش  های دارای

گرفته نادیده را نکته ای میدان، نظریۀ گسترش هنگام گالوا آیا باشند؟ مشابه نباید چرا عددی. میدان

است. اول اعداد پیمانۀ به چندجمله ای ها شدن شکافته به مربوط دیگر، حسابی مسئلۀ یک است؟

f(x) = x۲ − q دوم درجۀ چندجمله ای است: مربعی تقابل قانون به معطوف ما توجه اینجا در

به f(x) یا حالت، این در هستند. فرد اول اعداد q و p آن در که بگیرید، نظر در p پیمانۀ به را

وقتی (که دارد جواب یک تنها x۲ ≡ q (mod p) که معنی این به است، کامل مربع p پیمانۀ

به که می شود تجزیه مجزا خطی عوامل حاصل ضرب به p پیمانۀ به f(x) یا می دهد)، رخ p = q

به f(x) اینکه یا ،(( qp) = ۱ که (زمانی دارد جواب دو x۲ ≡ q (mod p) که است معنی این

(زمانی ندارد جوابی هیچ x۲ ≡ q (mod p) که است معنی این به که است تحویل ناپذیر p پیمانۀ

بوده دشوار مسئله ای دیرباز از دارد، جواب pها کدام برای هم نهشتی اینکه تعیین .(( qp) = −۱ که

قانون کلی، حالت در می رهاند. دشواری این از را ما مربعی تقابل قانون سنتی شکل اما است.

هر که چیست تک عضوی میدان در مشابه پرسش اما می کند. ایفا را نقش همین نیز آرتین تقابل

دهد؟ پاسخ آن به باید تقابلی قانون

چیست؟ رده ای میدان های نظریۀ اهداف ۳

بود: خواهد صورت این به چیزی دهیم ارائه گالوایی گسترش  های برای مفهومی زبانی بخواهیم اگر

آن نسبی خودریختی گروه که داریم نسبی شیء یک داریم، متناهی گالوایی میدان گسترش یک وقتی

چنین ریاضیات در نسبی ساختار هر برای می توانیم ما می کند. عمل چیزی روی تراگذر به صورت

گروه که است نسبی هندسی شیء یک گالوا پوششی فضای مثال، عنوان به باشیم. داشته وضعیتی

هندسی، چیدمان این در می کند. عمل تراگذر صورت به تارها۱ روی بر آن نسبی خودریختی های

کار همین می خواهیم کرد. توصیف پایه فضای بنیادی گروه بر حسب را گالوا پوشش های تمام می توان
ناورداهای۲ برحسب را K گسترش  های تمام می خواهیم یعنی دهیم. انجام K عددی میدان برای را

کنیم. توصیف K با مرتبط

می شود معلوم اما کنیم. بیان K حساب برحسب را Gal(L/K) می خواهیم خاص، طور به

جابه جایی جبری ساختارهای اساس بر را غیرآبلی اشیاء نمی توان نباشد، آبلی Gal(L/K) وقتی که

1. fibers 2. invariants
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محدود آبلی گالوای گروه های به را خود یا بگیریم کار به غیرآبلی ناورداهایی باید یا بنابراین، ساخت.

فقط حسابی. نه هستند هندسی اشیاء کلی، به طور تقارن، گروه های که است این کلی روش کنیم.

بگیریم. نظر در حسابی ساختارهایی را آن ها می توانیم هستند، آبلی که زمانی

کنیم. توصیف K حساب بر حسب را آبلی گسترش  های تنها بتوانیم که داریم انتظار بنابراین،

به ویژه، کنیم. بیان K حساب بر حسب را آن باشد، آبلی Gal(L/K) هرگاه داریم انتظار همچنین

حساب بر حسب آبلی L/K حالت در باید می شود۱ برده بالا L به که هنگامی اول ایده آل یک تجزیۀ

به را خود اگر هندسی، چیدمان در است. تقابل قانون یک ارائۀ معنای به این باشد. فهم قابل K

عنوان به می کند. کفایت هندسی فضای برای آبلی ناورداهای کنیم، محدود آبلی گالوایی پوشش های

که کرد طبقه بندی پایه فضای اول هومولوژی گروه بر حسب می توان را آبلی گالوایی پوشش های مثال،

کوهومولوژی نظریه های گسترش که می دهد نشان این است. بنیادی گروه آبلی سازی همان واقع در

این از مثال هایی بالاتر، بنیادی گروه های باشد. کار دستور در باید هندسی فضاهای برای غیرآبلی

هستند. دست

جبری هندسۀ در بالاتر بنیادی گروه های است. جبری‑هندسی مشابه های دارای بنیادی گروه

آن کلی بسط اما بازمی گردد، آبیانکار۴ به اتال۳ جایگاه ایدۀ ریشۀ . است کرده تعریف مازور۲ را

به غیرآبلی کوهومولوژی نظریه های نسبت دادن برای نیز دیگری تلاش های داد. انجام گروتندیک را

بنیادی گروه دارد: بیشتر بررسی به نیاز که دارد وجود نکته ای اینجا در دارد. وجود هندسی اشیاء

گروه یک تفسیر برای را راه حل این چرا است. آن گالوای گروه همان میدان، یک طیف۶ حسابی۵

مرتبط ناورداهای که است این پاسخ نمی گزینیم؟ بر پایه میدان با مرتبط ناورداهای بر حسب تقارن

کرد. تعریف تقارن مفهوم از استفاده با دوباره نباید را

Q روی رده ای میدان های نظریۀ ۴

دارند. مهمی نقش Qm = Q(e
۲πi
m = ξ) دایره بری گسترش  های ،Q آبلی گسترش  های مطالعۀ در

نشانده۷ Qm دایره بری گسترش  یک در Q متناهی آبلی گسترش  هر کرونکر‑وبر قضیۀ اساس بر

L مجاز۹ پیمانۀ یا معرف۸ پیمانۀ را m مثبت صحیح عدد ،L/Q آبلی گسترش  برای می شود.

دیگر پیمانۀ هر fL هادی است. L مجاز پیمانۀ کوچک ترین fL هادی .L ⊂ Qm اگر می نامیم

(a, n) = ۱ شرط با a ∈ Z برای (La ) آرتین نماد L؛ ⊂ Qm کنید فرض می کند. عاد را m

1. lifted 2. Mazur 3. étale site 4. Abhyankar 5. arithmetic fundamental group 6. spectrum
7. embedded 8. defining modulus 9. admissible modulus
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می آید دست به L به (ξ 7→ ξa) دایره بری خودریختی کردن محدود با که است L خودریختی یک

(
L

· ) : (
Z
mZ

)
∗
→ Gal(L/Q).

آرتین نگاشت هستۀ IL,m کنید فرض است. پوشا نگاشتی و دارد نام آرتین نگاشت بالا، نگاشت

یکی Gal(Qm/L) با IL,m آنگاه بگیریم، یکی Gal(Qm/Q) با را (Z/mZ)∗ اگر باشد.

بود. خواهد IL,m
ثابت۱ میدان L و بود خواهد

m معرف پیمانۀ با متناهی آبلی گسترش  یک L/Q کنید فرض آرتین). تقابل (قانون ۱ .۴ قضیه

است دقیق زیر دنبالۀ آنگاه باشد.

۱→ IL,m → (Z/mZ)∗ → Gal(L/Q)→ ۰.

یک به یک تناظر در (Z/mZ)∗ خارج قسمتی گروه های با Qm درون آبلی گسترش  های همچنین

هستند.

تحقق Q حساب بر حسب گالوا گروه که است معنی این به (Z/mZ)∗
IL,m

با Gal(L/Q) یکریختی

کرد. طبقه بندی K خود حساب بر حسب می توان نیز را آبلی گسترش ِ fL هادی می یابد.

p یک آنگاه باشد، Q از متناهی آبلی گسترش  یک L اگر هادی‑انشعاب۲). (قضیۀ ۲ .۴ قضیه

.p | fL اگر تنها و اگر می شود منشعب L در Q از اول

اگر تنها و اگر می شود منشعب L در Q در اول p که کرد ثابت مینکوفسکی۳ دیگر، سوی از

وجود مبین۴ و هادی بین ارتباطی باید آبلی گسترش  های برای که می دهد نشان این .p | disc(L)

باشد. داشته

حالت (در p ∤ m اگر باشد. L معرف پیمانۀ یک m کنید فرض تجزیه). (قضیۀ ۳ .۴ قضیه

درجۀ همان که است f با برابر (Z/mZ)∗
IL,m

در pIL,m مرتبۀ آنگاه است) انشعاب بدون p خاص،

است. مانده ها۵ ردۀ

m = کنید فرض است. نظر مورد (Z/mZ)∗ در p مرتبۀ ،Qm دایره بری گسترش  مورد در

داریم ،efg = [L : Q] از آنجا که fL؛

p ∈ Spl(L/Q)⇐⇒ (e = ۱, f = ۱)⇐⇒ (p ∤ fL, p ∈ IL,fL).

1. fixed field 2. conductor-ramification theorem 3. Minkowski 4. discriminant 5. residue class
degree
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بین رابطۀ بر اکنون، می شود. تعریف هم نهشتی ها اساس بر Spl(L/Q) که است معنی بدان این

بنابراین باشد. (Z/mZ)∗ مشخصۀ۱ گروه نمایانگر Xm کنید فرض می کنیم. تمرکز مبین و هادی

χ برای معرف پیمانۀ یک d می گوییم است. χ : (Z/mZ)∗ → C∗ همریختی یک χ ∈ Xm

کنید فرض .a ≡ ۱(d (به پیمانۀ هر برای χ(a) = ۱ اگر است

XL,m = {χ ∈ Xm | χ(h) = ۱ ∀h ∈ IL,m}.

پس

XL,m = Gal(Qm/L)⊥ ∼=
Gal(Qm/Q)

Gal(Qm/L)
∼= Gal(L/Q)

متناهی آبلی گسترش  یک برای مجاز پیمانۀ یک m کنید فرض هادی‑مبین). (قضیۀ ۴ .۴ قضیه

در .|disc(L)| =
∏

χ∈XL,m
fχ و fL = lcm{fχ | χ ∈ XL,m} آنگاه باشد. L/Q

.Q ⊂ L ⊂ QfL ⊂ Q|disc(L)| و fL | disc(L) خاص، حالت

F۱ روی جبری هندسۀ ۵

رستۀ یک به نسبت جبری هندسۀ از خاصی حالت F۱ روی جبری هندسۀ [۱۵] وکی و توئن نظر از

است. درونی همریختی های پذیرای و بوده پادکامل۳ و کامل که است (C,
⊗

, ۱) تکواره ای۲ متقارن

Comm(C)می شود یکدار و شرکت پذیر، جابه جایی، تکوارهای از رسته ای به Cمنجر مانند رسته ای

−A رستۀ Comm(C) از A شیء هر است. معمولی جابه جایی حلقه های رستۀ برای جایگزینی که

µ : عمل با همراه C از شیء یک M که است (M,µ) جفت های شامل که می کند تعیین را مدول ها

AffC := Comm(C)opp مقابل رستۀ می کند. برآورده را معمولی شرایط و A⊗Mبوده →M

Speⅽ را Comm(C) → AffC
همانگوی۴ تابعگون می شود. نامیده C‑آفین طرح های رستۀ

می نامیم.

با مجموعه ها تکواره ای رستۀ به نسبت هندسه ای عنوان به را F۱ هندسۀ [۱۵] اساس بر

(Ens,×, ∗) به نسبت جابه جایی حلقه های می آوریم. دست به (Ens,×, ∗) مستقیم حاصل ضرب

در می شوند. نوشته ضربی به صورت که هستند معمولی یکدار و شرکت پذیر جابه جایی تکوارهای همان

گرفت، نادیده را جمعی ساختار باید F۱ روی جبر انجام برای که رایج شعار این منظر، این از واقع،

بازیابی جمعی ساختار کنیم، اعمال را ⊗F۱Z پایه» «تغییر عملگر که هنگامی است. مشاهده قابل

1. character group 2. monoidal 3. co-complete 4. tautological functor
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با تکوارها مقابل رستۀ می شود. تبدیل Z[M ] یکدار و شرکت پذیر جابه جایی حلقۀ به تکوار و شده

روی آفین طرح های ،R جابه جایی حلقۀ هر با پایه تغییر مشابه، به طور می شود. داده نشان AffF۱

نامیده دایره بری مختصات R[M ] در آن ها تصاویر و M تکوار اعضای می کند. ایجاد را SpeⅽR

تا می نامد speⅽM را آن و می کند مرتبط M یک به را توپولوژیکی فضای یک [۷] دایتمار می شوند.

هستند. اول زیرتکوارهای همان نقاط، می دهد. بافه۱ یک ساختار آن به و کند، متمایز Spec از را آن

مانند درست می شوند؛ تعیین موضعی سازی طریق از تکوارها (پیش)بافۀ و اصلی باز مجموعه های

مناسب ریختار های حسب بر AffF۱ در را ریختار  ها دایتمار جابه جایی. حلقه های کلاسیک حالت

می کند. مشخص ساختاری بافۀ با speⅽ توپولوژیکی فضای از

عنوان به که باشد آبلی گروه یک M کنید فرض دهیم. قرار بحث مورد را نمونه چند بگذارید

داریم می شود. گرفته نظر در Ens در تکوار یک

speⅽ M ⊗F۱ Z = Spec Z[M ]

پس آن طیف و است شده تعریف Z/nZ (گروه) تکوار عنوان به F۱n [۱۵] در خاص، حالت در

می آید در زیر صورت به Z به بردن بالا از

speⅽ F۱n ⊗F۱ Z := Spec Z[q]/(qn − ۱).

تبدیل Z به آن بردن بالا با می شود. داده نشان Z نامتناهی دوری گروه طیف با Gm,F۱ آفین طرح

اگر است. N نامتناهی دوری تکوار آفین، خط می شود. معمولی Gm = Spec Z[q, q−۱] به

برای Nk طیف Ak
F۱

مشابه، به طور می آید. دست به A۱
Z := Spec Z[q] ببریم، بالا Z به را آن

است. k ≥ ۱

n مرتبۀ از آزاد مدول یک خودریختی های طبیعی بافۀ ،GL(n)F۱
آفین طرح تعریف برای

نشان Sn و Gn
m نیم  مستقیم حاصل ضرب با را آن ،Z به آن بردن بالا از پس بگیرید. نظر در را

کرد تعریف زیر صورت به را GL(n)F۱
A‑مقدار نقاط گروه [۷] در دایتمار .[۱۵] می دهیم

GL(n)F۱
(A) := AutA(An).

عنصر یک دقیقاً که A از درایه هایی با n × n ماتریس های گروه با می توان را تعریف این

ارائه [۱۵] در که است تعریفی همان دقیقاً این دانست. یکی دارند، ستون هر و سطر هر در غیرصفر

1. sheaf
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به GL(n)Z ،Z به GL(n)F۱
بالابردن از پس داد، رخ Gm و Ak برای آنچه برخلاف است. شده

حاصل F۱‑بافه یک بالابردن از n > ۱ برای GL(n)Z ،[۱۵] اساس بر واقع، در نمی آید. دست

نمی شود.

F۱ برای دوروف فرمول بندی ۶

طرح ها و تعمیم یافته حلقه های نظریۀ نام به جبری چارچوبی [۹] خود دکترای رسالۀ در دوروف

و حاره ای، هندسۀ آراکلوف، هندسۀ مدل ها، نظریۀ جبری، هندسۀ کلاسیک، طرح های که کرد ارائه

چه و جابه جایی چه تعمیم یافته، حلقه های نظریۀ می کرد. یکشکل را تک عضوی میدان روی هندسه

حلقه های طیف های او می گیرد. بر در نیز را یکدار و شرکت پذیر کلاسیک حلقه های ناجابه جایی،

حلقه های طیف های چسباندن با را تعمیم یافته طرح های و کرد تعریف را جابه جایی تعمیم یافته ی

فضاهای یعنی هستند؛ تعمیم یافته حلقه ای فضاهایی تعمیم یافته، طرح های این ساخت. تعمیم یافته

بین جدیدی همریختی هیچ که است این مهم نکتۀ تعمیم یافته. حلقه های از بافه ای با توپولوژیکی

نمی آید. وجود به تعمیم یافته طرح های بزرگ تر رستۀ در کلاسیک طرح های

موضعی «حلقه از هم دقیقی تعاریف او به ویژه، دارد. نیز دیگری بسیار فواید دوروف نظریۀ

آورد. دست به F۱ تک عضوی» «میدان از هم و Z∞ ارشمیدسی»

او است. کرده ابداع [۱۱] مکلین را آن اصل در که می کند استفاده مونادها۱ زبان از دوروف

یک مثلا) دکارتی۳ بستۀ رستۀ یک روی را درونی مونادهای و داخلی۲ درون تابعگون های نظریۀ

روی داخلی مونادهای یا مجموعه ها رستۀ روی مونادهای روی معمولا او می دهد. بسط توپوس) ۴

بودند. مربوط مجموعه ها رستۀ روی مونادها طرح های به شهودی به طور که داشت تمرکز توپوس ها

و F : C → D الحاقی۵ تابعگون های جفت توسط که هستند آن هایی مونادها نمونه های مهم ترین

همراه به مجموعه ها (رستۀ جبری رستۀ یک D و مجموعه ها رستۀ C معمولا آن در که G : D → C

مونادهای نظریۀ سپس شده اند. تعریف است، غیره) و حلقه ها گروه ها، رستۀ مانند جبری ساختار یک

بود مونادهایی و تابعگون ها بر حسب رسته ای توصیف اول، زبان داد. توسعه زبان دو به را جبری

جبری توصیف دوم، زبان بسازد. را جبری مونادهای تصویری۶ حدهای تا می ساخت قادر را او که

حدهای می ساخت قادر را او که بود آن ها روی عملیات برخی با طرح ها از مجموعه هایی عنوان به

است. زیر صورت به اصلی تعریف بسازد. تانسوری) ضرب (مانند استقرایی۷

1. monads 2. inner endofunctors 3. Cartesian closed category 4. topos 5. adjoint 6. projective
limits 7. inductive limits
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شود. جابه جا پالوده۱ استقرایی حدود با اگر است جبری درون تابعگونْ یک .۱ .۶ تعریف

اصل کرد. تعریف را جبری موناد مفهوم و کرد نظیر
∑

alg جبری موناد یک
∑

موناد هر به او

به را توجه سپس می شوند. تعیین متناهی اطلاعات با جبری اشیاء که است این موضوع این در کلی

مونادهای اگرچه می نامند. تعمیم یافته حلقه های را آن ها و می کنند جلب جابه جایی جبری مونادهای

به طور (غیر جابه جایی) جبری مونادهای می کنند، رفتار جابه جایی حلقه های مانند جابه جایی جبری

دارند. کلاسیک غیر جابه جایی حلقه های با متفاوتی بسیار رفتار کلی

نهاد. بنا آن ها اساس بر را طرح نظریۀ و داد بسط را تعمیم یافته حلقۀ یک طیف مفهوم دوروف

موناد همچنین می شود. تعیین آن توسط یکتا به طور و می شود مرتبط نیم حلقه یک به جمعی موناد هر

مونادهای کلی، به طور باشد. جابه جایی آن با متناظر نیم حلقۀ اگر تنها و اگر است جابه جایی جمعی

Z∞ ⊂ مثال برای علاقه مندیم؛ آن ها به ما که مونادهایی مخصوصاً نیستند. جمعی جابه جایی، جبری

R یعنی جابه جایی موناد یک زیرمونادهای همۀ F∅ ⊂ F۱ ⊂ F±۱ ⊂ Z∞ ⊂ Q همچنین و R

به ادامه در که F۱ = F∅[۰[۰]] = F∅{۰[۰]} دوروف، فرمول بندی در است. غیر جمعی که هستند

می پردازیم. نمادها این مفهوم توضیح

F۱ روی دایره بری میدان های ۷

که است LA(S) آزاد A‑مدول ،A(n) از ما منظور باشد. جبری موناد یک A کنید فرض

همان که |A| نیست. یکریخت An با غیر جمعی A برای حداقل معمولا که ،S = {۱ . . . n}

|A|‑مدول یک عنوان به هم و e ∈ |A| یکتای عضو با موناد یک عنوان به هم را است A(۱)

یک بودن جابه جایی است.
⨿

n≥۰ A(n) عملیات از مدرج۲ مجموعۀ ،||A|| می گیریم. نظر در

مونادهای با متناظر R کلاسیک جابه جایی حلقه های می شود. تعریف ||A|| بر حسب جبری موناد

− ∈
∑

(۱) یکتایی۳ عمل یک یعنی می پذیرند؛ را [−] تقارن که هستند
∑

جابه جایی جمعی

دارد. (−)۲ = e بر دلالت خودکار به طور که e+ (−e) = ۰ به طوری که دارد، وجود

مدرج مجموعۀ هر برای سپس می گیریم. نظر در را Λ مثل تعمیم یافته حلقۀ یک

S =
⨿
n≥۰

S(n)

آزاد Λ‑جبر یک مشابه، (به طور دهیم نسبت Λ{S} مثل ناجابه جایی آزاد Λ‑جبر یک می توانیم

1. filtered 2. graded set 3. unary operation
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مشابه (به طور ناجابه جایی Λ‑جبر به نسبت موناد سرتاسری۱ ویژگی کمک به .(Λ[S] جابه جایی

واقع، در می سازیم. S → ||
∑
|| مدرج نگاشت های و

∑
جابه جایی)

Λ{S} := Λ〈S | [S,Λ]〉 = Λ〈S〉/〈[S,Λ]〉, Λ[S] := Λ〈S | [S,Λ], [S, S]〉

از ناجابه جایی متغیرهای با چندجمله ای ها از حلقه ای Λ{S} باشد، یکتایی S در عمل هر اگر

با چندجمله ای ها حلقۀ Λ[S] و Λ در صورتی که ثابت ها با می شود فرض حال این با که است، S

با تقسیم ترتیب به حالت، این در همچنین می شوند. جابه جا باشند، S از جابه جایی متغیرهای

متناهی مولد جبرهای و بوده امکان پذیر E ⊂ ||Λ[S]||۲ و E ⊂ ||Λ{S}|| روابط از مجموعه ای

کرد. خواهد پیدا معنا متناهی نمایش با و

IdSets روی مونادی ساختار تنها توسط که است F∅ اولیۀ شیء دارای جبری، مونادهای رستۀ

با و شده حاصل ۱ مقدار با ثابت ضریب با که است ۱ نهایی شیء دارای همچنین، می آید. دست به

می پذیرد، را یکتا ∅F‑مدولی ساختار یک مجموعه ای هر است. شده مجهز خود مونادی ساختار تنها

تابعگون یک با مجموعه ها روی موناد یک یعنی جبری، موناد یک .F∅−Ⅿoⅾ = Sets داریم یعنی

بین نگاشت های از برخی و {
∑

(n)}n≥۰ مجموعه ها از دنباله ای بر حسب می تواند جبری، درونی

شود. فرمول بندی شرایطی گرفتن نظر در با آن ها حاصل ضرب و مجموعه ها این

ما اگر .
∑

(X) =
∪

متناهی I⊆X

∑
(I) که است معنی این به

∑
موناد یک بودن جبری

شرط این بگیریم، نظر در X عناصر از ‑خطی
∑

ترکیبات تمام از مجموعه ای عنوان به را
∑

(X)

به است. X اعضای از متناهی تعداد شامل فقط واقع در ‑خطی
∑

ترکیب هر که است معنی این به

مونادهای می شوند، تعریف جبری سیستم های توسط که مونادهایی چرا که می شود روشن ترتیب این

هستند. جبری

می نامیم. را |
∑
| =

∑
(۱) و ثابت ها را

∑
(۰) عناصر دارد. یکانی عنصر جبری موناد هر

عضو یک دقیقاً
∑

(۰) اگر داریم. F∅ مانند ثابت بدون موناد یک می گوییم باشد، تهی
∑

(۰) ∑اگر
(۰) = یعنی می نامیم؛ ۰ را عضو این و است صفر با موناد یک

∑
که می گوییم باشد، داشته

ri درجۀ از ui هر F∅〈u۱, . . . , un〉 موناد یک مولدهای برای که کنیم کید تأ بخواهیم اگر .{۰}

کنیم تعریف می توانیم اکنون نماد، این با .F∅〈u
[r۱]
۱ . . . u

[rn]
n 〉 می نویسیم می آید،

F۱ = F∅[۰[۰]] = F∅{۰[۰]}, F۱n = F۱[ζ
[۱]
n | ζnn = e],

1. global property
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F±۱ = F۱[−[۱] | (−)۲ = e] = F۱{−[۱] | (−)۲ = e}.

حاصل ζn 7−→ ζmmn با که داریم F۱n → F۱mn طبیعی نشانندۀ یک ،n,m ≥ ۱ هر برای

جدید تعمیم یافته حلقۀ یک نگاشت ها، این همۀ (پالوده) استقرایی حد گرفتن نظر در با می شود.

به وضوح می آوریم. دست به F۱∞ = lim−→F۱n

F۱∞ = F۱{ζ۱, ζ۲, · · · | ζ۱ = e, ζn = ζmnm}

به ζnm 7−→ ζn با که F۱nm → F۱n یکتای پوشای نگاشت ،n,m ≥ ۱ برای مشابه، به طور

یک همچنین کنیم. محاسبه را F۱−∞ = lim←−F۱n معکوس حد می توانیم داریم. را می آید دست

F۱[ζ] ⊂ است. شده تعریف ζn وارون نمای دستگاه با که داریم ζ ∈ F۱−∞ خاص یکانی عمل

تعمیم یافته حلقه های رستۀ در F∅ → F۱ است. یکریخت F۱[T
[۱]] چندجمله ای جبر با F۱−∞

نیست. چنین جبری مونادهای همۀ رستۀ در اما است، پوشا

F۱ روی رده ای میدان های نظریۀ ۸

است، مناسب بسیار F۱ روی رده ای میدان های نظریۀ فرمول بندی برای [۱۵] در ساخته شده زبان

نظریۀ در را آن نتایج بتوانیم تا می گیریم نظر در مونادها زبان به تکوارها به جای را فرمول بندی ما اما

تکوار F۱n می دانیم که همان طور کنیم. بررسی بالا بعد طرح های نظریۀ و حاره ای، هندسۀ آراکلوف،

.Gal(F۱n/F۱) ∼= (Z/nZ)∗ که می دانیم همچنین بدیهی. تکوار F۱ و است Z/nZ

Fρ شیء یک با باید G جابه جایی گروه یک به ρ : (Z/nZ)∗ → G پوشای نگاشت هر

Gal(F۱n | Fρ) ∼= Gal(Fρ|F۱)و ∼= G که F۱به طوری ⊆ Fρ ⊆ F۱n آن در که باشد متناظر

و F۱ ⊆ Σ ⊆ F۱n آن در که Σ جبری مونادهای بین یک به یک تناظر یک باید همچنین .Ker ρ

را کرونکر‑وبر نظریۀ نه تنها ما ترتیب، این به باشد. داشته وجود (Z/mZ)∗ آبلی خارج قسمت های

دارند، قرار F۱∞ در آبلی Gal(
∑

/F۱) با F۱ روی
∑

گالوایی جبری مونادهای همۀ می گوید که

می کنیم. حاصل هم را آرتین تقابل قانون از صورتی بلکه می آوریم، دست به

عنوان به مربوط m که است یکریخت (Z/mZ)∗ از زیرگروهی با G متناهی آبلی گروه هر

باشند. یکریخت باید متناظر جبری مونادهای تمام واقع، در می کند. عمل متناظر جبری موناد هادی

که F۱n خودریختی کردن محدود با (Fρ

∗ ) : (Z/nZ)∗ → Gal(Fρ/F۱) آرتین تقابل نگاشت

می آید. دست به می شود، محدود Fρ به و شده داده نشان ζn → ζan با
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داریم Fp متناهی میدان یک به پایه گسترش با که باشید داشته توجه

Fp ⊗F۱ F۱n = Fpn .

با جبری مونادی گسترش  یک باید Fρ ،G متناهی آبلی گروه های همۀ برای که می دهد نشان این

از که Gal(F̄p/Fp) ∼= Ẑ که می دانیم است. شده نشانده F̄p در که باشد داشته G گالوای گروه

خارج قسمت های متناهی، آبلی گروه های همۀ که می کند بیان و می شود Gal(F۱∞/F۱)ناشی ∼= Ẑ

هستند. Ẑ =
∏

p Zp

و چنبره ای۱ چندگوناهای نمی شوند. نتیجه F۱ روی چندگوناهای از حسابی چندگوناهای همۀ

روی جبری چندگوناهای کشیدن بالا از پیمانه ای۲ فضاهای از بسیاری و آبلی، چندگوناهای در نتیجه

یعنی حسابی، رویه های برای که دارد رده ای میدان های نظریۀ از صورتی بلوخ می آیند. دست به F۱

خم یک تار هر که می کند استفاده خاصیت این از او است. شده فرمول بندی ،Spec Z روی خم های

جبری خم های برای مشابهی فرمول بندی آیا بپرسیم که است منطقی دارد. ژاکوبی۳ بنابراین و است

رده ای میدان های نظریۀ اصلی فرمول بندی ابتدا خیر. یا است امکان پذیر تک عضوی میدان روی

می کنیم. مرور را بلوخ

حسابی رویه های برای بلوخ رده ای میدان های نظریۀ ۹

می شود. مرتبط K سرتاسری۴ میدان یک آبلی گسترش  های به کلاسیک» رده ای میدان های «نظریۀ

بدون گسترش  بزرگ ترین که ،K هیلبرت رده ای میدان گالوای گروه شناسایی مهم، نتایج از یکی

را ایدل رده ای گروه می باشد. OK صحیح اعداد حلقۀ ایدل رده ای گروه با است، K آبلی انشعاب

همۀ رستۀ با مرتبط K۰(OK) گروتندیک گروه کرد: تفسیر می بینیم، ادامه در به صورتی که می توان

K۰(OK) است، منظم۵ حلقۀ یک OK از آنجا که بگیرید. نظر در OK روی تصویری مدول های

خصوصاً، است. یکسان نیز متناهی مولد OK‑مدول های همۀ رستۀ با مرتبط گروتندیک گروه با
نقطه ای۶ محمل با مدول هایی ردۀ توسط تولید شده زیرگروه عنوان به را F۰K۰(OK) می توانیم

به را هستند بسته نقاط pi ∈ Spec OK آن در که
∑

ni(pi) مقسوم علیه اگر کنیم. تعریف

با را ایدل رده ای گروه می توان است، p نقطه در مانده ها میدان K(p) که ببریم،
∑

ni[K(pi)]

بنویسیم د می توانیم بنابراین و دانست یکی F۰K۰(OK)

F۰K۰(OK) ∼= Gal(H/K).

1. toric varieties 2. moduli spaces 3. Jacobian 4. global field 5. regular ring 6. punctual support
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است، تخت۲ و سره۱ Spec OK روی که X دو بعدی منظم طرح یک با Speⅽ OK جایگزینی با

بگیریم نظر در را K۰(X) می توانیم ،SpeⅽOK روی خم ها از خانواده ای با آن کردن جایگزین یعنی

از آزاد طرح های موضعی به صورت که است X روی برداری۳ کلاف های رستۀ گروتندیک گروه که

یکی OX
منسجم۴ مدول های گروتندیک گروه با می توان را K۰(X) هم باز هستند. متناهی مرتبۀ

بسته نقاط روی محمل با طرح ها از F۰K۰(X) زیرگروه مورد در که است منطقی بنابراین گرفت.

کنیم. صحبت

با که را K۱(X) گروه باشد. K میدان یک روی هموار۵ تصویری خم یک X کنید فرض

K۱(X) = π۲(BQ(Coh(X)))

رده بندی کننده۶ فضای نشان دهنده ی BQ(Coh(X)) آن در که می گیریم نظر در می شود تعریف

نگاشت های برای کوئیلن، K‑گروه است. X روی همگن بافه های رستۀ به مربوط کوئیلن۷ رستۀ

ساختاری نگاشت برای بنابراین هستند، هموردا۸ تابعگون های سره،

π : X → Spec(K)

داریم i : x→ X بستۀ نقطۀ و

π∗ : K∗(X)→ K∗(K), i∗ : K∗(K(x))→ K∗(X).

دارد وجود زیر دقیق بلند موضعی سازی دنبالۀ همچنین،

· · · → Ki(x)→ Ki(K(X))→
⨿
x∈X۱

Ki−۱(K(x))→ Ki−۱(X)→ . . .

در را زیر دنبالۀ است. توابع میدان K(X) و X روی یک هم بعد۹ با نقاط مجموعۀ X۱ آن در که

بگیرید نظر

K۲(K(X))→
⨿
x∈X۱

K۱(K(x))→ K۱(X)→ K۱(K(X))→
⨿
x∈X۱

Z.

گروه با است برابر نیم  موضعی۱۰، حلقۀ یک K۱ که کردیم استفاده واقعیت این از ما اینجا، در

تعریف طبق است. Z با برابر آن K۰ و حلقه، آن یکه های۱۱

F۰K۱(X) = Ker(K۱(X)→ K۱(K(X)))

1. proper 2. flat 3. vector bundles 4. coherent 5. smooth 6. classifying space 7. Quillen 8.
covariant 9. codimension 10. semi-local 11. units
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ایدل رده ای گروه کلاسیک، نظریۀ در اساسی ابزار

C(K) =
∏
v

K۱(Kv)/K۱(K)

یک به یک تناظر یک است. محدود۱ ضرب نماد
∏

و می گیرد را ممکن مقادیر تمام v آن در که است

دارد. وجود K منشعب) احتمالا) آبلی گسترش  های و C(K) در متناهی اندیس۲ با زیرگروه های بین

،X(K) 6= ∅ یعنی می پذیرد، برش۳ یک که π : X → Spec OK سره و هموار نگاشت برای

می شوند منشعب π تارهای امتداد در فقط که X ′ → X آبلی پوشش های بین یک به یک تناظر یک

گروه در متناهی اندیس از H زیرگروه های و

C(X) =
∏
v

F۰K۱(XKv)/F۰K۱(XK)

داریم و دارد وجود
Aut(X ′/X) ∼= C(X)/H.

F۱ روی بلوخ رده ای میدان های نظریۀ ۱۰

که را جبری هموار خم های دوروف می رسد. نظر به منطقی نیز تک عضوی میدان برای شد گفته آنچه

مونادها زبان به را همگن بافه های رستۀ همچنین و شده اند نشانده F۱ روی تصویری فضاهای در

مانعی هیچ می دهد. بسط خود فرمول بندی در را K نظریۀ از نوعی همچنین او می کند. تعریف

ندارد. وجود F۱ روی بلوخ رده ای میدان های نظریۀ فرمول بندی برای

پس باشد؛ مفید نیز دلخواه ابعاد برای است ممکن زبان این می کند، اشاره بلوخ که همان طور

روی بالاتر ابعاد در ژاکوبی چندگوناهای گرفتن نظر در روش اگرچه نباشد. کارامد F۱ روی چرا

باشید داشته توجه دارد. بیشتری تلاش به نیاز F۱ روی روش این بسط نیست، موجود Speⅽ OK

می آیند. دست به F۱ از آبلی چندگوناهای مانند ژاکوبی چندگوناهای که

آن ها از یکی می کند. بیان بیشتر تحقیقات برای را ایده هایی خود، مقالۀ مقدمۀ پایان در بلوخ

از سرنخی باید که است متناهی میدان های روی خم های برای رده ای میدان های نظریۀ یک فرمول بندی

تک عضوی میدان روی ایدل گروه که دلیل این به دهد؛ دست به F۱ روی مسئله این فرمول بندی نحوۀ

موضعی‑سرتاسری پدیده های نداریم). را میدان روی ارزش گذاری۴ مفهوم (زیرا نیست دسترس در

1. restricted product 2. index 3. section 4. valuation
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مقالۀ به نظریه، این در موضعی‑سرتاسری پدیده های بهتر درک برای ندارند. حضور حوزه این در

کرده صورت بندی مونادها چارچوب در را آراکلوف نظریۀ آن در که می دهیم ارجاع [۹] دوروف

است.
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