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معروف بسیار sin ۲θ = ۲ sin θ cos θ یعنی سینوس، تابع برای زاویه برابر دو فرمول چکیده.
به صورت می توان را sin ۲θ که می بینیم فرمول این در cos θ در sin

(
π
۲ − θ

)
جایگزینی با است.

تقارن و θ زاویۀ فاز تغییر از استفاده با دوم سینوس تابع که نوشت، سینوس تابع دو حاصل ضرب
برای که داد خواهیم نشان مقاله این در است. آمده دست به پایه سینوس تابع از افقی محور به نسبت
شامل فقط که نوشت سینوس تابع n حاصل ضرب به صورت می توان را sinnθ ،n طبیعی عدد هر
برای می توان نیز مشابهی فرمول های است. افقی محور به نسبت تقارن یک و θ زاویۀ فاز تغییرات

یافت. تانژانت و کسینوس توابع

مقدمه ۱

جلب جالب اتحاد این به را توجه ام جورجیا، میدل ایالتی دانشگاه در همکارانم از یکی ووگل، دیوید

کرد

cos(۲۰◦)cos(۴۰◦)cos(۸۰◦) =
۱
۸
.

اما نیستند، گویا عددی ضرب این عوامل از هیچ یک زیرا بود، جذاب بسیار برایم اتحاد این

و گذاشتم میان در همکارانم، از دیگر یکی آیکین، جرمی با را اتحاد این گویاست. عددی حاصل ضرب
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وجود هم دیگری مشابه حاصل ضرب های آیا که بود این آن ها از یکی که کرد مطرح جالب سؤال چند او

دارند وجود صحیحی اعداد آیا رسمی تر و دقیق تر عبارت به باشند. داشته عامل سه از بیش که دارند

عددی
∏n

k=۱ cos(i
◦
k) حاصل ضرب n ≥ ۳ برای و ۰ < i۱ < i۲ < · · · < in < ۹۰ که

می نامیم. صحیح کسینوس های گویای حاصل ضرب های را حاصل ضرب ها نوع این باشد؟ گویا

کارم اولین و باشم حاصل ضرب هایی چنین از دیگری نمونه های یافتن دنبال به گرفتم تصمیم

برای داشت: وجود آن ها از زیادی تعداد تعجب، کمال در بود. آن ها یافتن برای کامپیوتر از استفاده

با داشتند. عامل پنج که کرد پیدا را صحیح کسینوس های گویای حاصل ضرب ۶۰ کامپیوتر مثال،

را نام این است. معروف نیز ماری قانون نام با اصلی معادلۀ که شدم متوجه بیشتر، بررسی های

پسری از خود کودکی دوران در را اتحاد این او زیرا است، کرده انتخاب فیزیک دان فاینمن ریچارد

بود. گرفته یاد [۳] جیکوبز ماری نام به

است، ماری نوع از رابطه های از خاص حالت یک ماری قانون که است شده داده نشان [۱] در

زیر رابطه های یعنی

۲k
k−۱∏
j=۰

cos(۲jx) =
sin(۲kx)
sinx

قانون برای ظریف بسیار هندسی اثبات یک به ترتیب [۵ ،۴] در .k = ۳ و x = ۲۰◦ به ازای

بخش تنها ماری نوع از فرمول ها متأسفانه، است. شده داده ماری نوع از دیگر فرمول یک و ماری

اثبات در رفته کار به روش های و هستند صحیح کسینوس های گویای حاصل ضرب های از کوچکی

حال، این با است. دشوار صحیح کسینوس های گویای حاصل ضرب های سایر به تعمیم برای هندسی

الگوی یک به که رسید نظرم به می کردم بررسی بیشتری دقت با را حاصل ضرب ها داشتم که حالی در

رسیده ام sin(nθ) تابع برای جالب

sin(۳θ◦) = ۴ sin(θ◦) sin(۶۰◦ − θ◦) sin(۶۰◦ + θ◦),

sin(۴θ◦) = ۸ sin(θ◦) sin(۴۵◦ − θ◦) sin(۴۵◦ + θ◦) sin(۹۰◦ − θ◦),

sin(۵θ◦) = ۱۶ sin(θ◦) sin(۳۶◦ − θ◦) sin(۳۶◦ + θ◦) sin(۷۲◦ − θ◦) sin(۷۲◦ + θ◦).

دو فرمول از تعمیمی عنوان به می تواند سینوس تابع برای الگو این که شدم متوجه زود خیلی

شود لحاظ زاویه شدن برابر

sin(۲θ◦) = ۲ sin(θ◦) sin(۹۰◦ − θ◦).
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فرمول های سایر و فوق چندگانۀ زاویۀ فرمول های اثبات برای تحلیلی روش یک از مقاله، این در

کرد. خواهم استفاده مشابه

نتایج ۲

کنیم. ذکر را آن خلاف مشخصاً اینکه مگر هستند رادیان بر حسب زاویه ها مقاله، این این در

داریم n فرد صحیح عدد هر برای .۱ قضیه

sin(nθ) = ۲n−۱ sin(θ)

n−۱
۲∏

m=۱

[
sin

(m
n
π + θ

)
sin

(m
n
π − θ

)]
.

داریم دِموآور قضیۀ از استفاده با اثبات.

(۱)

cos(nθ)+ i sin(nθ) = (cos(θ)+ i sin(θ))n =

n∑
k=۰

(
n

k

)
cosn−k(θ)(i sin(θ))k

داشت خواهیم n فرد عدد برای معادله، طرف دو مختلط جزء مقایسۀ با

sin(nθ) =

n−۱
۲∑

j=۰
(−۱)j

(
n

۲j + ۱

)
cosn−(۲j+۱)(θ) sin۲j+۱(θ). (۲)

بنویسیم می توانیم sin(θ) فاکتورگیری و sin۲(θ) + cos۲(θ) = ۱ اتحاد از استفاده با

sin(nθ) = sin(θ)

n−۱
۲∑

j=۰
(−۱)j

(
n

۲j + ۱

)
(۱ − sin۲(θ))

n−۱
۲ −j sin۲j(θ) (۳)

در sin θ حاصل ضرب به صورت را sin(nθ) می توان فرد، n برای دوجمله ای بسط از استفاده با

از دارد، شکلی چه چندجمله ای این بفهمیم اینکه برای نوشت. sin۲(θ) بر حسب چندجمله ای یک

به ساده سازی از پس می کنیم. استفاده (۱− sin۲ θ) عبارت توان های بسط برای دوجمله ای قضیۀ

می رسیم زیر رابطۀ

(۴)

sin(nθ) = sin θ

n−۱
۲∑

j=۰

n−۱
۲ −j∑
m=۰

(−۱)
n−۱

۲ −m

(
n

۲j + ۱

)(n−۱
۲ − j

m

)
sinn−۱−۲m θ
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بنابراین،

sin(nθ) = sin θ Pn−۱
۲
(sin۲ θ) (۵)

می شود تعریف زیر به صورت که است چندجمله ای یک Pn−۱
۲

آن در که

(۶)

Pn−۱
۲
(sin۲ θ) =

n−۱
۲∑

j=۰

n−۱
۲ −j∑
m=۰

(−۱)
n−۱

۲ −m

(
n

۲j + ۱

)(n−۱
۲ − j

m

)
sinn−۱−۲m θ.

درجۀ که گرفت نتیجه می توان (۵) رابطۀ در است m = ۰ که جمله ای گرفتن نظر در با

با برابر آن پیشروی جملۀ ضریب و است n−۱
۲ با برابر Pn−۱

۲
چندجمله ای

(−۱)
n−۱

۲

n−۱
۲∑

j=۰

(
n

۲j + ۱

)
= (−۱)

n−۱
۲ ۲n−۱. (۷)

هر برای که می شود نتیجه ۵ رابطۀ از ،sin(mπ) = ۰ داریم m صحیح عدد هر برای از آنجا که

درحالت است، Pn−۱
۲

برای ریشه یک sin۲ (m
n π

)
نباشد، n از مضربی که m ناصفر صحیح عدد

به را (۵) رابطۀ می توان بنابراین، داریم. متمایز ریشۀ n−۱
۲ ،m = ۱, . . . , n−۱

۲ برای خاص،

کرد بازنویسی زیر شکل

sin(nθ) = (−۱)
n−۱

۲ ۲n−۱ sin(θ)

n−۱
۲∏

m=۱

[
sin۲(θ)− sin۲

(m
n
π
)]

. (۸)

اتحادهای از استفاده با کنیم. بازنویسی را (۸) رابطۀ باید مطلوب نتیجۀ به دست آوردن برای

است برقرار زیر رابطۀ x هر و u هر برای که می بینیم سینوس تابع برای تفاضل و جمع

sin(u+ x) sin(u− x) = (sinu cosx+ sinx cosu)(sinu cosx− sinx cosu)

= sin۲ u cos۲ x− sin۲ x cos۲ u

= sin۲ u(۱ − sin۲ x)− sin۲ x(۱ − sin۲ u)

= sin۲ u− sin۲ x. (۹)
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کرد بازنویسی زیر صورت به را (۸) رابطۀ می توان نتیجه، در

sin(nθ) = (−۱)
n−۱

۲ ۲n−۱ sin θ

n−۱
۲∏

m=۱

[
sin

(
θ − mπ

n

)
sin

(
θ +

mπ

n

)]
. (۱۰)

یک سینوس تابع اینکه به توجه با و حاصل ضرب داخل به (−۱)
n−۱

۲ ضریب کردن وارد با اکنون

می رسیم. مطلوب نتیجۀ به (sin(−x) = − sin(x) (یعنی است فرد تابع

θ = ۱۰◦ و n = ۳ جایگذاری با برد. کار به ماری قانون اثبات برای می توان را ۱ قضیۀ مثال.

داریم

sin(۳ × ۱۰◦) = ۲۳−۱ sin(۱۰◦) sin(۶۰◦ − ۱۰◦) sin(۶۰◦ + ۱۰◦)

یا
۱
۲
= ۴ cos(۸۰◦) cos(۴۰◦) cos(۲۰◦).

داریم n زوج صحیح عدد هر برای .۲ قضیه

sin(nθ) = ۲n−۱

n
۲∏

m=۱

[
sin

(
m− ۱

n
π + θ

)
sin

(m
n
π − θ

)]
.

داشت خواهیم n = ۲k دادن قرار با اثبات.

sin(۲kθ) = ۲۲k−۱
k∏

m=۱
sin

(
m− ۱

k

π

۲
+ θ

) k∏
m=۱

sin

(
m

k

π

۲
− θ

)
(۱۱)

است. برقرار k ∈ N هر برای که

دو فرمول کمک به رابطه این k = ۱ برای می دهیم. انجام استقراء با را (۱۱) رابطۀ اثبات

زیرا است، برقرار سینوس تابع زاویۀ برابر

sin ۲θ = ۲ sin θ sin
(
π

۲
− θ

)
.

برای (۱۱) دهیم نشان می خواهیم باشد. برقرار k ≤ n هر برای (۱۱) کنیم فرض حال

داریم سینوس تابع برای زاویه برابر دو فرمول از استفاده با است. برقرار نیز k = n+ ۱

sin
[
۲(n+ ۱)θ

]
= ۲ sin

[
(n+ ۱)θ

]
sin

[
π

۲
− (n+ ۱)θ

]
. (۱۲)
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است. زوج n+ ۱ :۱ حالت شوند. بررسی باید که دارد وجود حالت دو

گرفت نتیجه و کرد استفاده k = n+۱
۲ با استقراء فرض از می توان حالت، این در

(۱۳)

sin
[
(n+ ۱)θ

]
= ۲n

n+۱
۲∏

m=۱
sin

(
۲m− ۲
n+ ۱

π

۲
+ θ

) n+۱
۲∏

m=۱
sin

(
۲m
n+ ۱

π

۲
− θ

)
,

داشت خواهیم ساده سازی از پس که

sin

[
π

۲
− (n+ ۱)θ

]
= sin

[
۲ · n+ ۱

۲

(
π/۲
n+ ۱

− θ

)]

= ۲n
n+۱

۲∏
m=۱

sin

(
۲m− ۱
n+ ۱

· π
۲
− θ

)

×

n+۱
۲∏

m=۱
sin

(
۲m− ۱
n+ ۱

· π
۲
+ θ

)
.

(۱۴)

مضارب (۱۴) رابطۀ عوامل و دارند، را π/۲
n+۱ زوج مضارب (۱۳) رابطۀ عوامل که می کنیم مشاهده

می رسیم زیر رابطۀ به هم در (۱۴) و (۱۳) عبارت دو ضرب با بنابراین، می شوند. شامل را π/۲
n+۱ فرد

sin
[
۲(n+ ۱)θ

]
= ۲ sin

[
(n+ ۱)θ

]
sin

[
π

۲
− (n+ ۱)θ

]
= ۲ · ۲n · ۲n

n+۱∏
m=۱

sin

(
m− ۱
n+ ۱

· π
۲
+ θ

)

×
n+۱∏
m=۱

sin

(
m

n+ ۱
· π

۲
− θ

)
.

(۱۵)

می رسد. پایان به زوج n+ ۱ حالت برای استقراء گام کار، این با

است. فرد n+ ۱ :۲ حالت

با است برابر sin
[
(n+ ۱)θ

]
که بینیم می و می کنیم استفاده ۱ قضیۀ از حالت، این در

(۱۶)

۲n+۱−۱ sin θ

n+۱−۱
۲∏

m=۱
sin

(
m

n+ ۱
π + θ

) n+۱−۱
۲∏

m=۱
sin

(
m

n+ ۱
π − θ

)

= ۲n sin θ

n
۲∏

m=۱
sin

(
۲m
n+ ۱

· π
۲
+ θ

) n
۲∏

m=۱
sin

(
۲m
n+ ۱

· π
۲
− θ

)
,
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با است برابر sin
[
π
۲ − (n+ ۱)θ

]
ساده سازی کمی از پس و

۲n sin
(

π/۲
n+ ۱

− θ

) n
۲∏

m=۱
sin

(
۲m+ ۱
n+ ۱

· π
۲
− θ

)

×

n
۲∏

m=۱
sin

(
۲m− ۱
n+ ۱

· π
۲
+ θ

)
. (۱۷)

کرد. تکمیل اول حالت مشابه استدلالی از استفاده با می توان را استقراء گام

می رسیم: زیر معادلۀ به ،θ = ۵◦ و n = ۶ با مثال.

sin(۵◦) sin(۲۵◦) sin(۳۵◦) sin(۵۵◦) sin(۶۵◦) sin(۸۵◦) =
۱
۶۴

. (۱۸)

رادیان π
۳۶ عدد فرد مضرب های (۱۸) معادلۀ در موجود زاویه های تمام که باشید داشته توجه

cos
(
rπ
q

)
مقادیر باشد، خود شکل ساده ترین به r

q کسر اگر است، آمده [۵] در که همان طور هستند.

حقیقی گویای اعداد متناهی ریشه های استخراج و پایه حسابی اعمال از استفاده با فقط می توان را

p۱p۲ · · · ps و است نامنفی صحیحی عدد k آن در که q = ۲kp۱p۲ · · · ps اگر تنها و اگر کرد بیان

است قضیه ای از نتیجه ای این است. متمایز فرمای اول اعداد از تهی) (شاید متناهی مجموعه ای

اما می شود، محسوب فرما اول عدد یک ۳ عدد اگرچه .[۶ ،۲] کرده اند اثبات وانتْسل و گاوس که

ترکیبی به صورت بسته ای فرم (۱۸) معادلۀ در موجود عوامل از هیچ یک ۳۶ = ۲۲ · ۳۲ از آنجا که

ندارند. حقیقی گویای اعداد روی متناهی ریشه های استخراج و پایه حسابی اعمال از

،n فرد صحیح عدد هر برای .۳ قضیه

cos(nθ) = ۲n−۱ cos(θ)

n−۱
۲∏

m=۱

[
cos

(m
n
π + θ

)
cos

(m
n
π − θ

)]
.

کنید. استفاده cosx = sin
(
π
۲ − x

)
جایگذاری با ۱ قضیۀ از اثبات.

،n زوج صحیح عدد هر برای .۴ قضیه

cos(nθ) = ۲n−۱

n
۲∏

m=۱

[
cos

(
n+ ۱ − ۲m

n
· π

۲
+ θ

)
× cos

(
n+ ۱ − ۲m

n
· π

۲
− θ

)]
. (۱۸)
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کنید. استفاده cosx = sin
(
π
۲ − x

)
جایگذاری با ۲ قضیۀ از اثبات.

زیرا می دهد، دست به کسینوس برای زاویه دوبرابر فرمول یک قضیه این که کنید توجه ملاحظه.

cos(۲θ) = ۲ cos
(
π

۴
− θ

)
cos

(
π

۴
+ θ

)
.

می شود. حاصل زیر نتیجۀ ۳ و ۱ قضیه های نتایج ترکیب با

،n فرد صحیح عدد برای .۵ قضیه

tan(nθ) = tan(θ)

n−۱
۲∏

m=۱

[
tan

(m
n
π + θ

)
tan

(m
n
π − θ

)]
.

داریم ،θ = ۲۰◦ و n = ۳ جایگذاری با مثال.

tan(۶۰◦) = tan(۲۰◦) tan(۴۰◦) tan(۸۰◦).

می رسیم زیر رابطۀ به tan(۶۰◦) در بالا تساوی طرف دو ضرب با

tan(۲۰◦) tan(۴۰◦) tan(۶۰◦) tan(۸۰◦) = ۳.

زوج عددی n وقتی tan(nθ) برای فرمول ،۴ و ۲ قضیه های تفاوت های دلیل به متأسفانه

فرمول از می توان را tan(nθ) برای زیر بازگشتی رابطۀ بود. نخواهد فرد حالت به سادگی باشد،

آورد دست به تانژانت تفریق و جمع

tan(nθ) =
tan

[
(n− ۱)θ

]
+ tan θ

۱ − tan
[
(n− ۱)θ

]
tan θ

. (۱۹)

،n زوج صحیح عدد برای .۶ قضیه

tan(nθ) =
tan(θ)

∏n−۲
۲

m=۱ tan
(

mπ
n−۱ + θ

)∏n−۲
۲

m=۱ tan
(

mπ
n−۱ − θ

)
+ tan θ

۱ − tan۲(θ)
∏n−۲

۲
m=۱ tan

(
mπ
n−۱ + θ

)∏n−۲
۲

m=۱ tan
(

mπ
n−۱ − θ

) .

کاربردها

حاصل ضرب های از بسیاری تولید برای می توان را ۴ و ۳ قضیه های زاویه هادر برابر دو فرمول های

به گونه ای را درجه) (برحسب θ و n که است این در نکته برد. کار به صحیح کسینوس های گویای



۱۴۳ (۱۴۰۵ تابستان و (بهار ۱ شمارۀ ،۴۵ سال ریاضی، اندیشۀ و فرهنگ

اگر مثال، برای کند. تقسیم را ۹۰◦ مساوی به طور n و باشد گویا عددی cos(nθ) که کنیم انتخاب

می رسیم زیر رابطۀ به نهایت در شود، انتخاب ۴ قضیۀ در θ = ۱۲◦ و n = ۵

cos(۱۲◦) cos(۲۴◦) cos(۴۸◦) cos(۸۴◦) =
۱
۱۶

.

حاصل ضرب های برخی محاسبۀ برای می توانند نیز ۲ و ۱ قضیه های در زاویه ها برابر دو فرمول های

است. شده داده نشان زیر نتیجۀ در که همان طور گیرند، قرار استفاده مورد سینوس

،n ≥ ۳ برای نتیجه.

⌊n−۱
۲ ⌋∏

m=۱
sin

(
m · π

n

)
=

√
n

۲
n−۱

۲
(۲۰)

باشد، زوج n اگر ⌋اثبات.
n− ۱

۲

⌋
=

n

۲
− ۱

آوریم دست به را زیر رابطۀ و کنیم استفاده ۲ قضیۀ از می توانیم و

(۲۱)

sin(nθ)

sin θ
= ۲n−۱

n
۲ −۱∏
m=۱

sin
(m
n
π + θ

) n
۲ −۱∏
m=۱

sin
(m
n
π − θ

)
sin

(
π

۲
− θ

)
.

می رسیم زیر رابطۀ به و می گیریم حد θ → ۰ وقتی طرف دو از

n = ۲n−۱ ∏n
۲ −۱
m=۱ sin

۲(mπ
n

) (۲۲)

حالتی برای نتیجه تا می گیریم را طرف دو جذر و کرده تقسیم ۲n−۱ بر را (۲۲) معادلۀ طرف دو هر

آید. دست به است زوج n که

باشد، فرد n ⌋اگر
n− ۱

۲

⌋
=

n− ۱
۲

,

می آوریم دست به را زیر رابطۀ و کنیم استفاده ۱ قضیۀ از می توانیم و

sin(nθ)

sin θ
= ۲n−۱

n−۱
۲∏

m=۱
sin

(m
n
π + θ

) n−۱
۲∏

m=۱
sin

(m
n
π − θ

)
. (۲۳)

کنیم. کامل قبلی دقیق حدیِ استدلال همان از استفاده با را اثبات می توانیم
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داریم ،n = ۱۸۰ دادن قرار با مثال.

۸۹∏
m=۱

sin(m◦) =

۸۹∏
m=۱

cos(m◦) =
۳
√

۱۰
۲۸۹ .
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Abstract. The angle doubling formula sin 2θ = 2 sin θ cos θ for the sine function
is well known. By replacing the cosine in this formula with sin(π/2 − θ), we see
that sin 2θ can be written as the product of two sine functions where the second sine
function is obtained from the basic sine function by only using a phase shift of the angle
θ and a reflection about the horizontal axis. In this paper, we will show that, for any
natural number n, sinnθ can be written as the product of n sine functions involving
only phase shifts of the angle θ and a possible reflection about the horizontal axis.
Similar formulas will be derived for the cosine and tangent functions.
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