
ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
١۴٧ تا ١٢٩ صص. (١٣٩٧ زمستان و (پاییز ۶٣ شمارۀ ،٣٧ سال

گراف رأس های رتبه بندی
طاهری محمود سید و حیدری حسن

چکیده
اهمیت کردن مشخص اجتماعی، شبکه های و کامپیوتر علوم گراف، نظریۀ در مهم مسئلۀ یک
روش های و معیارها منظور، بدین است. شبکه) یک گره های (یا گراف یک رأس های
گام برداریِ پایۀ بر که است رتبه بندی روش ها، این از یکی است. شده پیشنهاد گوناگونی
شکل دو به رتبه بندی الگوریتم  توضیح مقاله، این در ما هدف است. شده بنا تصادفی
آن محاسبۀ الگوریتم و رتبه بندی مفهوم نخست منظور، این به است. توزیع شده  و متمرکز
بر مبتنی توزیع شده رتبه بندی الگوریتم یک سپس می دهیم. توضیح متمرکز به صورت را
می کنیم. تشریح می پذیرد، پایان زیاد احتمال با O(logدور n) در که را مونت کارلو شبیه سازی
سیستم  های در کارها زمان بندیِ و بسته ها مسیریابی در را الگوریتم این از کاربردهایی همچنین

می کنیم. بیان توزیع شده

انگیزه و سرآغاز .١
و زیستی۴ شبکه های و اجتماعی٣ شبکه های وب٢، جهانی شبکۀ در به ویژه (گراف ها١) شبکه ها در
می شود. استفاده مرکزیت۶ معیارهای از گره ها اهمیت تعیین به منظور توزیع شده۵ سیستم های در همچنین
حقیقی عددی گره، آن اهمیت با متناسب شبکه گره های از کدام هر به که است تابعی مرکزیت معیار یک

توزیع شده. سیستم های مرکزیت؛ معیارهای تصادفی؛ گام برداریِ مونت کارلو؛ روش کلیدی. کلمات و عبارات
در می شود استفاده (پیوند) لینک و گره شبکه، واژه های از اجتماعی، شبکه های و وب جهانی شبکۀ به مربوط نوشتارهای در ١
واژه های مجموعه دو هر از مقاله، این در می شوند. گرفته به کار یال و رأس گراف، واژه های به ترتیب، ریاضی متن های در حالی که

کرده ایم. استفاده مورد حسبِ مذکور،
٢world wide web ٣social networks ۴biological networks ۵distributed systems ۶centrality

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٧ ©
١٢٩
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بردار درجه١، بر مبتنی مرکزیت قبیل از گوناگون روش های اساس بر را مرکزیت معیارهای می دهد. نسبت
توسط بار اولین برای که رتبه بندی روش میان، این در .[١٣] می کنند تعریف نزدیکی۴ و رتبه بندی٣ ویژه٢،
شد مطرح وب الگوریتم های حوزۀ در و وب صفحه های اهمیت تعیین به منظور ١٩٩٨ سال در پیج و برین
علوم حوزه های سایر در بعدها که گسترده ای کاربردهای به دلیل گردید، گوگل شرکت شکل گیریِ موجب و
روش این بررسی و معرفی به مقاله، این در .[۴] است برخوردار ویژه ای اهمیت از کرد، پیدا کامپیوتر
مسائل در شبکه یک گره های رتبه بندی اهمیت تشریح به منظور و بحث ادامۀ از پیش ولی پرداخت خواهیم

می کنیم. جلب زیر مثال های به را خواننده توجه کاربردی،

که را ۶، اَبرلینک هایی۵ و شبکه گره های با معادل را وب صفحه های اگر وب). شبکۀ در (کاربرد ١ . ١ مثال
وب شبکۀ را شده ایجاد شبکۀ بگیریم، نظر در شبکه لینک های می کنند، ایجاد پیوند وب صفحه های بین
گوگل مانند جستجو موتورهای در عبارت یک جستجوی با وب، صفحه های پیمایش کنندگان٧ می نامیم.
بسیاری در و زمان  بر صفحه ها این همۀ بررسی که می شوند مواجه صفحه هزاران یا صدها با غالباً بینگ، یا
اهمیت که صفحه هایی و شوند مرتب مناسب شیوه ای به مذکور صفحه های باید لذا است. ناممکن اوقات

بگیرند. قرار جستجو نتیجۀ ابتدای در دارند، بیشتر

و شبکه گره های را نظامی لشگر یک فرماندهان و سربازان اگر نظامی). امور در (کاربرد ١ . ٢ مثال
می نامیم. نظامی شبکۀ یک را ایجادشده شبکۀ بگیریم، نظر در شبکه لینک های را آنها بین ارتباط های
دشمن نیروی های همۀ می توانیم دشمن، به ممکن آسیبِ بیشترین رساندن و نظامی حملۀ انجام به منظور
نابودی که آنجا از بود. خواهد زمان بر و پر هزینه عملیات این که است واضح دهیم. قرار حمله مورد را
همۀ به حمله به جای لذا شد، خواهد (لشگر) شبکه گسیختگی هم از باعث (فرماندهان) اهمیت با گره های
را مهم گره های نخست که است نیاز کار، این برای کنیم. حمله مهم گره های به تنها می توانیم شبکه، گره های

کنیم. شناسایی

در به ترتیب شبکه  دو این .(ResearchGate و LinkedIn اجتماعی شبکه های در (کاربرد ١ . ٣ مثال
و مهارت ها اجتماعی، شبکه های این اعضای می کنند. فعالیت «پژوهش» و کار» و «کسب حوزه های
«رتبه بندی ترکیب از گاه هر مقاله، این در است. PageRank معادل رتبه بندی واژۀ شبکه، علوم نوشتارهای در که کنید توجه ٣
است اهمیت) اساس بر (مرتب سازی رتبه بندی عام معنای منظور می کنیم، استفاده شبکه» گره های «رتبه بندی یا گراف» رأس های

است. گراف رأس های رتبه  بندی برای ویژه روش  یک ،PageRank از منظور وگرنه
می گردد، دیگر وب صفحه های به انتقال موجب آنها، روی بر کلیک که Aرا از اجزایی تمام باشیم. A وب صفحۀ در کنیم فرض ۶
A می گوییم یابیم، انتقال B وب صفحۀ به آن، روی بر کلیک با و باشد داشته وجود A در جزئی چنین اگر می نامیم. اَبرلینک

دارد. B به خروجی اَبرلینک یک
١degree centrality ٢eigenvector centrality ۴closeness centrality ۵hyperlink ٧surfer



١٣١ گراف رأس های ١٣١رتبه بندی گراف رأس های ١٣١رتبه بندی گراف رأس های رتبه بندی
واردشده توانایی های و مهارت ها می توانند همچنین می کنند. وارد اجتماعی شبکۀ در را خود توانایی های
از می توانیم اجتماعی، شبکۀ اعضای از تن چند توانایی های مقایسۀ برای کنند. تأیید١ را اعضا سایر توسط
تأییدیه های تعداد بررسی که است روشن کنیم. استفاده مهارت ها تأییدیه های و ایشان مهارت های لیست
مهم نیز تأییدکننده افراد اعتبار چراکه باشد، مقایسه برای مناسب معیاری نمی تواند به تنهایی مهارت، یک
تأییدیه ها و گراف رأس های را اعضا اگر نیست. بدیهی و ساده مسئله ای اعضا، مقایسۀ مسئلۀ لذا است.
گراف، رأس های رتبه بندی سازوکار یک از مسئله این حل برای می توانیم بگیریم، نظر در گراف یال های را

.[١۶] کنیم استفاده

حالت در که است مارکوف زنجیر یک بر مبتنی رتبه بندی، می گردیم. باز رتبه بندی موضوع به اکنون
مذکور عملیات انجام اگر حتی می  شود. محاسبه مارکوف زنجیر انتقال٣ ماتریس  رساندنِ به توان با متمرکز٢،
بسیار ارتباطی، و زمانی نظر از باشد، مقدور [١۴] متراکم۴ محاسباتی مدل روی بر توزیع شده به صورت
از استفاده مستلزم متراکم، محاسباتی مدل روی بر رتبه بندی توزیع شدۀ محاسبۀ لذا بود. خواهد پرهزینه
توزیع شده، سیستم های در تصادفی گام برداریِ ارتباطی و زمانی هزینۀ است. متمرکز روش با متفاوت روشی
مبتنی جدید روشی اساس، همین بر .[١٨] است کمتر بسیار انتقال، ماتریس توان رسانی عملیات به نسبت

.[١٧ ،٢] است گردیده ارائه رتبه بندی توزیع شدۀ محاسبۀ برای مونت کارلو شبیه سازی بر
توزیع شده و متمرکز الگوریتم یک بررسی و گراف یک رأس های رتبه بندی تشریح مقاله، این موضوع
مارکوف، زنجیر درجه، بر مبتنی مرکزیت معیار مرکزیت، معیار ،٢ بخش در است. مسئله این برای
،٣ بخش در می دهیم. توضیح را رتبه بندی محاسبۀ متمرکزِ الگوریتم و رتبه بندی تصادفی، گام برداریِ
محاسبۀ از کاربردهایی و می کنیم بیان را استفاده مورد محاسباتی مدل و توزیع شده سیستم های تعریف
بخش در می دهیم. توضیح توزیع شده سیستم های در بسته ها مسیریابی و کارها زمان بندی در را رتبه بندی
آن از و [٢] است مونت کارلو شبیه سازی پایۀ بر که می دهیم شرح را الگوریتمی رتبه بندی، محاسبۀ برای ،۴

می کنیم. استفاده رتبه بندی توزیع شدۀ الگوریتم ارائۀ برای

مقدماتی نتایج و مفاهیم .٢
برخی با همراه را تصادفی) گام برداریِ و رتبه بندی (مرکزیت، مقاله این کلیدی مفاهیم بخش، این در

می کنیم. تشریح و بیان آنها با مرتبط مفاهیم

مفهوم دربارۀ می شوند، انجام شبکه ها حوزۀ در که پژوهش هایی از عظیمی حجم مرکزیت. .٢ . ١
واقع در می گوییم. مرکزی گره های هستند، بیشتری اهمیت دارای که شبکه از گره هایی به است. مرکزیت
١endorse ٢centralized ٣transition matrix ۴congest
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معیار رسمی تعریف هستند؟» مرکزی شبکه، گره های «کدام است: پرسش این با معادل مرکزیت مفهوم
می کنیم. بیان ادامه در را مرکزیت

و رأس ها مجموعۀ به ترتیب E و V آن، در که باشد گراف یک G = (V,E) کنیم فرض .٢ . ١ تعریف
C(v) آن، در که می شود نامیده C مرکزیت معیار یک C : V → R تابع هر هستند. گراف یال های

می دهد. نشان را v ∈ V گره اهمیت
مرکزیت، معیارهای رایج ترین از یکی است. شده ارائه متفاوتی معیارهای مرکزیت، تعیین به منظور
شبکه ها در غالباً است. گره آن درجۀ با متناسب گره هر اهمیت آن، در که است درجه بر مبتنی معیار
نیست. صادق همیشه موضوع این عکس اما دارند. نیز بیشتری اهمیت دارند، بزرگتری درجۀ که گره هایی
گره درجۀ اینکه با ١ شکل در مثال، برای نیستند. کم ارزش الزاماً کوچک، درجۀ با گره های دیگر، بیان به
برخوردار زیادی اهمیت از می شود، شبکه شدن ناهمبند موجب آن حذف چون ولی است کوچک خاکستری
شدن ناهمبند موجب آنها حذف که ١ شکل در ستاره دار رأس های مانند رأس هایی به که است گفتنی است.
بی جهت ،١ شکل گراف که باشید داشته نظر در می گوییم. برشی٢ رأس های یا مفصلی١ نقاط می شود، گراف

درجۀ است، شده نوشته گره هر در که عددهایی درجه. بر مبتنی مرکزیت معیار از مثالی .١ شکل
گره های است. درجه بر مبتنی مرکزیت معیار در گره آن اهمیت با معادل که می دهند نشان را گره آن
(برشی) مفصلی به دلیل دارد، کوچکی درجۀ اینکه با خاکستری گره هستند. (برشی) مفصلی ستاره دار،

دارد. زیادی اهمیت بودن،

بر و جهتدار گراف های در را درجه بر مبتنی معیار می توانیم هستند، جهتدار شبکه ها اکثر چون و است
مبتنی مرکزیت معیار است، پیدا ١ شکل در که همان طور کنیم. تعریف خروجی و ورودی درجه های اساس
برای خاکستری). گره (مانند نمی کند تعیین به درستی را گره ها اهمیت و ارزش موارد، از برخی در درجه، بر

کنید. مطالعه را [١٣] آنها، بررسی و مرکزیت معیارهای مطالعۀ
دربارۀ را مطالبی رتبه بندی، روش بررسی از پیش تصادفی. گام برداریِ و مارکوف زنجیر .٢ . ٢
مانند تصادفی متغیرهای از خانواده ای تصادفی فرآیند یک می کنیم. یادآوری [١١ ،٧] از تصادفی فرآیندهای
١articulation points ٢cut vertices



١٣٣ گراف رأس های ١٣٣رتبه بندی گراف رأس های ١٣٣رتبه بندی گراف رأس های رتبه بندی
متغیرهای این از کدام هر که است زمان) (مجموعۀ T اندیس گذار مجموعۀ با X = {Xt : t ∈ T}
از یک هر و حالت فضای را S مجموعۀ می نگارد. S مجموعۀ یک به را Ω نمونه ای فضای تصادفی،
موردها این S حالت فضای و T اندیس گذار مجموعۀ برای معمولا می نامیم. حالت یک آن را عضوهای
به .S = R یا S = N (ب) T؛ = [٠,∞) یا T = {٠, ١, ٢, ...} (الف) می شود: گرفته نظر در
گسسته-حالت زمان می شوند: تقسیم رده چهار به تصادفی فرآیند های کلی، تقسیم بندی یک در ترتیب، این
یک پیوسته. پیوسته-حالت زمان و گسسته پیوسته-حالت زمان پیوسته؛ گسسته-حالت زمان گسسته؛
هر و n ∈ N هر به ازای گاه هر می نامیم مارکوف زنجیر را گسسته گسسته-حالت زمان تصادفی فرآیند

باشیم داشته i٠, i١, ..., in−١, i, j ∈ S

P (Xn+١ = j|X٠ = i٠, . . . , Xn−١ = in−١, Xn = i) = P (Xn+١ = j|Xn = i)

مارکوفی ویژگی را رابطه این .P (X٠ = i٠, . . . , Xn−١ = in−١, Xn = i) > ٠ که شرط این به
حال پیشامد به فقط ({Xn+١ = j}) آینده پیشامد شرطی احتمال که است این آن معنای و می خوانیم
وابسته ({X٠ = i٠, . . . , Xn−١ = in−١}) گذشته  پیشامدهای به و است وابسته ({Xn = i})
شرطی احتمال های i, j ∈ S برای است. مستقل گذشته از حال، به شرط آینده دیگر، بیان به نیست.
انتقال احتمال های ساده به طور یا یک مرحله ای، انتقال احتمال های را P (Xn+١ = j|Xn = i)

انتقال احتمال و می گوییم همگن را فرآیند باشند، نداشته بستگی n به انتقال احتمال های اگر می نامیم.
قرار n× n ماتریس یک در را انتقال احتمال های سپس می دهیم. نشان pij با را j حالت به i حالت از

می نامیم. انتقال احتمال های ماتریس را آن و می دهیم
شروع با زنجیر اگر i→ j می نویسم و است i حالت دسترس در j حالت می گوییم i, j ∈ S برای
و i → j اگر می نامیم، یکدیگر دسترس در را j و i حالت دو برسد. j حالت به مثبت احتمال با ،i از
داشته i, j ∈ S هر به ازای اگر گوییم تحویل نا پذیر را مارکوف زنجیر یک .i ↔ j می نویسیم و j → i

.i↔ j باشیم
nمرحله ای انتقال احتمال p(n)ij و j حالت به iحالت از یک مرحله ای انتقال احتمال pij کنیم فرض
مقسوم علیه بزرگترین از است عبارت که می دهیم نشان d(i) با را i حالت تناوب دورۀ باشد. j به i از

دیگر، بیان به .p(n)ii > ٠ آنها در که n ≥ ١ صحیح عددهای همۀ مشترک
d(i) = gcd{n ≥ ١ : p

(n)
ii > ٠}.

را i حالت ،d(i) = ١ اگر می گیریم. نظر در ١ را d(i) آن گاه ،{n ≥ ١ : p
(n)
ii > ٠} = ∅ اگر

d(i) می خوانیم. تناوب دورۀ با متناوب را i حالت ،d(i) > ١ اگر و نامتناوب



طاهری محمود سید و حیدری حسن طاهری١٣۴ محمود سید و حیدری حسن طاهری١٣۴ محمود سید و حیدری حسن ١٣۴

deg(u) نماد با را u رأس درجۀ باشد. همبند و متناهی بی جهت، G = (V,E) گراف کنیم فرض
انتقال ها از دنباله ای که است مارکوف زنجیر یک ،Gگراف روی همگن تصادفی گام برداریِ می دهیم. نشان
با برابر آن همسایۀ رأس هر به u رأس از انتقال احتمال که طوری نشان می دهد را گراف رأس های بین

است. ١
deg(u)

v رأس به u رأس از یالی که است این منظورمان (u, v) می نویسیم وقتی جهتدار، گراف  یک در
تصادفی گام برداریِ می دهیم. نشان VO(u) با ،(u, v) که را v مانند رأس هایی همۀ مجموعۀ دارد. وجود
اگر که تفاوت این با است تعریف قابل نیز جهتدار گراف های روی بی جهت، گراف های مشابه همگن،

است. ١
|VO(u)| با برابر v به u از انتقال احتمال آن گاه ،(u, v)

یک شد. مطرح وب صفحه های اهمیت تعیین برای ابتدا در رتبه بندی روش رتبه بندی. .٢ . ٣
یکی ،A مشاهدۀ از پس بگیرید. نظر در A وب صفحۀ مشاهدۀ حال در را وب صفحه های پیمایش کنندۀ

دهد: رخ است ممکن زیر پیشامد چهار از
پایان  می دهد؛ (وِبگردی) وب صفحه های پیمایش به پیمایش کننده (١)

شود؛ A از دیگر قسمتی وارد A خروجی اَبرلینک های از یکی طریق از پیمایش کننده (٢)
شود؛ B صفحۀ وارد ،A خروجی اَبرلینک های از یکی طریق از پیمایش کننده (٣)

نیست. A خروجی لینک های جزء که شود C صفحۀ وارد پیمایش کننده (۴)
که می گیریم نظر در این گونه دوم)، (حالت Aمی شود از دیگر قسمتی Aوارد از پیمایش کننده حالتی که در
Aو صفحۀ چهارم)، و سوم (حالت گردد (C B(یا Aوارد از پیمایش کننده اگر است. شده دیده بار Aدو
کدام هر برای که بگیرید نظر در را پیمایش کننده زیادی تعداد حال شده اند. دیده یک بار کدام هر (C B(یا
صفحه ها اهمیت تعیین روش های از یکی می   دهد. رخ شده ذکر پیشامد چهار از یکی لحظه هر در آنها از
واقع در شده اند. آنها وارد که است پیمایش کنندگانی تعداد با متناسب صفحه ها اهمیت بگوییم که است این
را وب صفحه های اهمیت بالا، شیوه پایۀ بر و است پیمایش کنندگان رفتار ریاضی مدل سازیِ رتبه بندی،
پیمایش کنندگانِ توسط هستند، بیشتری ورودی لینک های دارای که صفحه هایی روش، این در می سنجد.
در ورودی لینک های همۀ سهم البته می شود. داده نسبت بالاتری رتبۀ آنها به لذا می شوند. مشاهده بیشتری
صفحه های به نسبت بالا رتبۀ با صفحه های از ورودی لینک های تأثیر و نیست اندازه یک به گره یک رتبۀ

است. بیشتر پایین، رتبه با
A و V آن، در که D = (V,A) جهتدار گراف توسط را وب شبکۀ رتبه بندی، محاسبۀ برای
بین یک به یک تناظر یک D گراف در می کنیم. مدل سازی هستند، یال ها و رأس ها مجموعۀ به  ترتیب،
اگر تنها و اگر دارد وجود یال یک v رأس به u رأس از و است برقرار وب صفحه های و رأس ها مجموعۀ



١٣۵ گراف رأس های ١٣۵رتبه بندی گراف رأس های ١٣۵رتبه بندی گراف رأس های رتبه بندی

می کنیم فرض باشد. v رأس با متناظر صفحۀ به خروجی اَبرلینک یک دارای u رأس با متناظر صفحۀ
می سازیم: زیر به صورت را P̃n×n مربعی ماتریس ،D گراف هر برای .|V | = n

p̃v,u =




١

|VO(v)| u ∈ VO(v)

٠ اگرنه
|VO(v)| > ٠

١
n |VO(v)| = ٠

(٢ . ١)

می کنیم. استفاده مارکوف زنجیر یک انتقال ماتریس ساخت برای P̃ ماتریس از
می کنیم. ارائه را رتبه بندی رسمی تعریف اکنون

فضای که را مارکوفی زنجیر مانای١ توزیع باشد. جهتدار گراف یک D = (V,A) گیریم .٢ . ٢ تعریف
می گوییم. رتبه بندی باشد، P = ϵP̃ + (١ − ϵ)(١/n)J آن انتقال ماتریس و V مجموعۀ آن حالت
احتمال که است (٠, ١) بازه در حقیقی عددی ϵ و ١ درایه های با n× n مربعی ماتریس یک J اینجا در

می دهد. نشان را گره) در ماندن (باقی گره یک در جذب
و نامتناوب٢ P اگر باشد. مارکوف زنجیر یک انتقال ماتریس P کنیم فرض .([١٢]) ٢ . ٣ قضیه
شرایط با می گوییم) مارکوف زنجیر مانای توزیع آن به (که π سطری بردار یک آن گاه باشد، تحویل ناپذیر٣

هستند. ١ آن درآیه های همۀ که است ستونی برداری ١ آن، در که دارد وجود π١ = ١ و πP = π

و دارد وجود limt→∞ p
(t)
ji ≥ ٠ حد ،(i = ١, ٢, . . . , n) i حالت هر به ازای دیگر، به عبارت

تشکیل را π درآیه های اینها و می دهیم نشان πi با را حد این است. مستقل (j = ١, ٢, . . . , n) j از
می دهند.

می کند. صدق ٢ . ٣ قضیۀ شرایط در ،٢ . ٢ تعریف در P انتقال ماتریس .([٢]) ۴ . ٢ قضیه
حل و P انتقال ماتریس محاسبۀ یکی می کند. ارائه روش دو ٢ . ٣ قضیۀ رتبه بندی، محاسبۀ برای
گراف ٢ شکل در مثال، برای آن. رساندنِ به توان و انتقال ماتریس محاسبۀ دیگری، و πP = π معادلۀ
روش با رأس ها رتبۀ که می کنید مشاهده آن رأس های رتبۀ به همراه را صفحه ۵ از متشکل وب شبکۀ یک
به صورت گام به گام ٢ . ٣ قضیۀ و ٢ . ٢ تعریف از استفاده با رتبه بندی محاسبۀ شیوۀ شده اند. محاسبه رتبه بندی

است: زیر
اول) روش

می دهیم). توضیح کار را این دلیل ادامه (در ϵ = ٠٫٨۵ می دهیم قرار (١)
١stationary distribution ٢aperiodic ٣irreducible



طاهری محمود سید و حیدری حسن طاهری١٣۶ محمود سید و حیدری حسن طاهری١٣۶ محمود سید و حیدری حسن ١٣۶

می سازیم: زیر به صورت (٢ . ١) رابطۀ اساس بر را P̃ ماتریس (٢)

P̃ =



٠ ١٢ ٠ ١٢ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١
١۵ ١۵ ١۵ ١۵ ١۵


.

می کنیم: عمل زیر به صورت و تعریف اساس بر P ساختن برای (٣)

P = ϵP̃ + (١ − ϵ)(١/n)J =



٠٫٠٣٠ ٠٫۴۵۵ ٠٫٠٣٠ ٠٫۴۵۵ ٠٫٠٣٠
٠٫٠٣٠ ٠٫٠٣٠ ٠٫٨٨٠ ٠٫٠٣٠ ٠٫٠٣٠
٠٫٨٨٠ ٠٫٠٣٠ ٠٫٠٣٠ ٠٫٠٣٠ ٠٫٠٣٠
٠٫٠٣٠ ٠٫٠٣٠ ٠٫٠٣٠ ٠٫٠٣٠ ٠٫٨٨٠
٠٫٢٠٠ ٠٫٢٠٠ ٠٫٢٠٠ ٠٫٢٠٠ ٠٫٢٠٠


.

می دهیم تشکیل را π = πP معادلۀ ،٢ . ٣ قضیۀ بنابر (رتبه بندی)، مانا بردار محاسبۀ برای (۴)
می آید: به دست زیر خطی معادلات دستگاه آن، از که

٠٫٠٣٠x١ + ٠٫٠٣٠x٢ + ٠٫٨٨٠x٣ + ٠٫٠٣٠x۴ + ٠٫٢٠٠x۵ = x١
٠٫۴۵۵x١ + ٠٫٠٣٠x٢ + ٠٫٠٣٠x٣ + ٠٫٠٣٠x۴ + ٠٫٢٠٠x۵ = x٢
٠٫٠٣٠x١ + ٠٫٨٨٠x٢ + ٠٫٠٣٠x٣ + ٠٫٠٣٠x۴ + ٠٫٢٠٠x۵ = x٣
٠٫۴۵۵x١ + ٠٫٠٣٠x٢ + ٠٫٠٣٠x٣ + ٠٫٠٣٠x۴ + ٠٫٢٠٠x۵ = x۴
٠٫٠٣٠x١ + ٠٫٠٣٠x٢ + ٠٫٠٣٠x٣ + ٠٫٨٨٠x۴ + ٠٫٢٠٠x۵ = x۵

(∑۵
i=١ xi = ١ معادل، (به طور π١ = ١ شرط از استفاده و بالا معادلات دستگاه حل با (۵)

می آید: به دست (رتبه بندی) مانا بردار
π ≈

[
٠٫٢۴٣ ٠٫١۶٩ ٠٫٢٠٩ ٠٫١۶٩ ٠٫٢٠٩

]
می کنیم. تکرار را اول روش از ٣ و ٢ ،١ مراحل دوم) روش



١٣٧ گراف رأس های ١٣٧رتبه بندی گراف رأس های ١٣٧رتبه بندی گراف رأس های رتبه بندی

.D گراف رأس های رتبۀ   (ب) .D گراف (آ)

شکل در و است صفحه ۵ از متشکل که وب شبکۀ یک با متناظر D گراف ٢(آ)، شکل در .٢ شکل
است. شده داده نشان گردیده، محاسبه رتبه بندی روش با که D گراف رأس های رتبۀ  ٢(ب)،

داریم می کنیم. محاسبه را P دوم توان (۴)

P ٢ =



٠٫٠۶١ ٠٫٠۴٨ ٠٫۴٢٢ ٠٫٠۴٨ ٠٫۴٢٢
٠٫٧٨٣ ٠٫٠۴٨ ٠٫٠۶١ ٠٫٠۴٨ ٠٫٠۶١
٠٫٠۶١ ٠٫۴٠٩ ٠٫٠۶١ ٠٫۴٠٩ ٠٫٠۶١
٠٫٢٠۵ ٠٫١٩٢ ٠٫٢٠۵ ٠٫١٩٢ ٠٫٢٠۵
٠٫٢٣۴ ٠٫١۴٩ ٠٫٢٣۴ ٠٫١۴٩ ٠٫٢٣۴


.

کنیم، محاسبه را انتقال ماتریس از بزرگتری توان هرچه کنیم. پیدا نیز را ... و P ۴ و P ٣ باید (۵)
محاسبه را صدم توان تا اینجا در می کنیم. پیدا دست مانا توزیع بردار از دقیق تری تقریب به

کرده ایم:

P ١٠٠ =



٠٫٢۴٣ ٠٫١۶٩ ٠٫٢٠٩ ٠٫١۶٩ ٠٫٢٠٩
٠٫٢۴٣ ٠٫١۶٩ ٠٫٢٠٩ ٠٫١۶٩ ٠٫٢٠٩
٠٫٢۴٣ ٠٫١۶٩ ٠٫٢٠٩ ٠٫١۶٩ ٠٫٢٠٩
٠٫٢۴٣ ٠٫١۶٩ ٠٫٢٠٩ ٠٫١۶٩ ٠٫٢٠٩
٠٫٢۴٣ ٠٫١۶٩ ٠٫٢٠٩ ٠٫١۶٩ ٠٫٢٠٩


دارید توجه می گیریم. نظر در π به عنوان را P ١٠٠ ماتریس سطرهای از یکی ،٢ . ٣ قضیۀ بنابر (۶)

کنیم. انتخاب π به عنوان را سطر کدام نیست مهم که
در که است O(

n٣(log n)٢) مرتبۀ از گاوس، حذفی روش از استفاده با اول روش محاسباتی پیچیدگی
ضرب روش از استفاده با دوم، روش محاسباتی پیچیدگی همچنین .[۵] است شبکه گره های تعداد n آن،
به نسبت دوم روش محاسباتی پیچیدگی لذا (n٢٫٣٧٣)Oاست. مرتبۀ از ،[١] همکاران و آهو ماتریس های



طاهری محمود سید و حیدری حسن طاهری١٣٨ محمود سید و حیدری حسن طاهری١٣٨ محمود سید و حیدری حسن ١٣٨

استفاده دوم روش از وب صفحه های رتبه بندی محاسبۀ برای گوگل دلیل، همین به و است کمتر اول روش
.[١٠] می کند

چند به ازای را می کنیم) محاسبه را P (i) iام، دور (در دوم روش اجرای دورهای١ تعداد ،١ جدول در
است، پیدا جدول از که همان طور می یابد. افزایش الگوریتم دقت ،ϵ افزایش با آورده ایم. [١٠] از ϵ مقدارِ
٠٫٨۵ مقدار گوگل شرکت که است گفتنی  می یابد. افزایش نیز الگوریتم اجرای دورهای تعداد ،ϵافزایش با

است. گرفته نظر در ϵ برای تجربی به طور را
.[١٠] رتبه بندی الگوریتم اجرای دورهای تعداد بر جذب) (احتمال ϵ تاثیر .١ جدول

ϵ الگوریتم اجرای دورهای تعداد ϵ الگوریتم اجرای دورهای تعداد
٠/۵٠٠ ٣۴ ٠/٩٠٠ ٢١٩
٠/٧۵٠ ٨١ ٠/٩۵٠ ۴۴٩
٠/٨٠٠ ١٠۴ ٠/٩٩٠ ٢٢٩٢
٠/٨۵٠ ١۴٢ ٠/٩٩٩ ٢٣٠١۵

مقدماتی نتایج و مفاهیم : توزیع شده سیستم های .٣
یک روی مذکور الگوریتم چون کردیم. بررسی را رتبه بندی متمرکز محاسبۀ روش های قبل، بخش در
سیستم های مقابل در می نامیم. متمرکز آن را می شود، اجرا تک پردازنده ای٢) سیستم  (یا متمرکز سیستم
نیز توزیع شده سیستم های روی بر رتبه بندی الگوریتم .[١۴ ،۶] دارند قرار توزیع شده سیستم های متمرکز،
بیان را توزیع شده سیستم های تعریف توزیع شده، رتبه بندی الگوریتم بررسی از پیش است. محاسبه قابل

می کنیم.
شبکۀ یک توسط که است محاسباتی گره های٣ از مجموعه ای توزیع شده سیستم یک .([۶]) ٣ . ١ تعریف

هستند. مشترک کاری انجام درصدد و شده اند وصل هم به ارتباطی
را داده ها نگهداری و پردازش قابلیت که است وسیله ای  هر بالا، تعریف در محاسباتی گره  از منظور
سیستم  یک پردازنده های بیسیم۴، حسگر شبکۀ یک حسگرهای شخصی، رایانه های بنابراین باشد. داشته
بگیریم. نظر در توزیع شده سیستم یک محاسباتی گره های می توانیم را همراه تلفن های یا و چندپردازنده ای
انجام درصدد محاسباتی واحدهای توزیع شده، سیستم های در بالا، تعریف در که است مهم نکته این به توجه

هستند. مشترک کاری
١iterations ٢single processor system ٣node ۴wireless sensor network



١٣٩ گراف رأس های ١٣٩رتبه بندی گراف رأس های ١٣٩رتبه بندی گراف رأس های رتبه بندی
واحد یک با معادل گره هر آن، در که می گیریم نظر در ٣(آ) شکل به صورت را G گراف .٣ . ٢ مثال
فهرست اعداد مجموع تا داریم قصد است. توزیع شده سیستم یک در رایانه) یک سادگی (برای محاسباتی
آن مجموع سپس و توزیع توزیع شده سیستم در را σ منظور، بدین کنیم. محاسبه را σ = [١, ٢, . . . , ١٠]
اینکه به جای باشد. داشته قرار ٣(ب)) (شکل ۶ شماره رایانۀ روی بر σ می کنیم فرض می کنیم. حساب  را
زیرفهرست ۵ به را σ فهرست ۶ رایانۀ متمرکز)، (محاسبۀ دهیم انجام ۶ رایانۀ توسط را محاسبات کل
محاسباتی واحدهای از یکی به را زیرفهرست هر و می شکند دارد) وجود دیگر محاسباتی واحد ۵ (چون
خودشان فهرست های اعداد مجموع ۵ و ۴ ،٣ ،٢ ،١ گره های ادامه در ٣(ج)). (شکل می کند ارسال دیگر
از رسیده عددهای مجموع ۶ گره پایان، در ٣(د)). (شکل می کنند ارسال ۶ گره به را نتیجه و حساب را

می یابد. پایان کار و می کند اعلام خروجی به عنوان را دیگر گره های
به صورت آن را باید توزیع شده، سیستم یک بررسی به منظور توزیع شده. سیستم مدل سازی .٣ . ١
در که G = (V,E) همبند و بی جهت بدون وزن، گراف با را توزیع شده سیستم کنیم. مدل سازی ریاضی
با که است یکتا شناسه ای دارای گره هر که می کنیم فرض می کنیم. مدل سازی |E| = m و |V | = n آن،
می  دهیم تخصیص [١, n] بازۀ از یکتا عددی گره، هر به مثال، (برای است کدگذاری قابل O(logبیت n)

هر دارد). بیت O(log n) است، ثابت عددی c آن، در که cn عدد دودویی نمایش که می کنیم یادآوری و
توپولوژیِ از ولی است مطلع (n) توزیع شده سیستم گره های کل تعداد و خود همسایه های شناسۀ از گره
حافظه و برقرار می کند ارتباط خود همسایه های با پیام ارسال طریق از تنها گره هر نیست. مطلع شبکه
ندارد. وجود می کنند) استفاده آن از اشتراکی به صورت محاسباتی واحد چند که حافظه از (نوعی اشتراکی١
همان پایان در شده اند، ارسال rام دور٣ در v گره توسط که پیام هایی تمام و است همگام٢ توزیع شده سیستم
پیش و می شود ارسال ۶ گره به σ فهرست اول، دور آغاز در ٣ شکل در مثال، (برای می رسند مقصد به دور
فهرست ۶ گره دوم، دور شروع از پس می شود. گرفته تحویل ۶ گره توسط فهرست این دوم، دور شروع از
سوم، دور شروع از پیش می کند. ارسال گره ها سایر به را زیرفهرست ها و می شکند زیرفهرست چند به را σ
عددهای مجموع گره هر سوم، دور شروع از پس می شوند. گرفته تحویل گره ها سایر توسط زیرفهرست ها
چهارم دور شروع از پیش نتایج این و می کند ارسال ۶ گره برای را نتیجه و می کند محاسبه را خود فهرست
انجام را نهایی محاسبات ۶ گره چهارم، دور شروع از پس پایان، در می شوند. گرفته تحویل ،۶ گره توسط

می یابد). خاتمه دور ۴ در الگوریتم لذا می دهد.
هر در که متراکم مدل از توزیع شده سیستم نداریم. لینک۵ خرابی یا و فرآیند۴ خرابی که می کنیم فرض
می کند. پیروی است، خود لینک های از کدام هر روی بر بیت O(log n) ارسال به مجاز تنها گره هر دور،
پیامی پیچیدگی و الگوریتم دورهای تعداد با برابر که اجرا زمان معیار از الگوریتم، کارایی سنجش به منظور
١shared memory ٢synchronous ٣round ۴process failure ۵link failure



طاهری محمود سید و حیدری حسن طاهری١۴٠ محمود سید و حیدری حسن طاهری١۴٠ محمود سید و حیدری حسن ١۴٠

۶ گره به محاسبات انجام برای σ فهرست (ب)
می شود. ارسال

G گراف (آ)

خود فهرست اعداد مجموع گره هر (د)
۶ گره برای را نتیجه و می کند محاسبه را

می کند. ارسال

چند به را σ فهرست ،۶ گره (ج)
به را زیرفهرست هر و می شکند زیرفهرست
می کند. ارسال دیگر محاسباتی واحد یک

است، کرده دریافت گره ها سایر از که را اعدادی مجموع ،۶ گره (ھ)
می کند. محاسبه

آن مجموع و توزیع سیستم در فهرست یک توزیع شده. محاسبۀ یک از مثالی .٣ شکل
می شود. محاسبه

که است ذکر شایان پیام. هر طول در ضرب  شده مبادله پیام های تعداد با است برابر که می کنیم استفاده
.[١۴] هستند توزیع شده الگوریتم های سنجش معیارهای مهم ترین از معیار دو این



١۴١ گراف رأس های ١۴١رتبه بندی گراف رأس های ١۴١رتبه بندی گراف رأس های رتبه بندی
سیستم های حوزۀ در مطرح مسائل از یکی توزیع شده. سیستم  یک گره های رتبه بندی کاربرد .٣ . ٢
بین متوازن گونه ای به محاسباتی بار توزیع شده، محاسبات انجام در اگر است. بار توازن توزیع شده،
محاسباتی، بار ،٣ . ٢ مثال در است. داده روی بار توازن می گوییم شود، توزیع محاسباتی واحدهای
زیرفهرست ها طول اگر و می شود داده تخصیص ۵ تا ١ گره های به ۶ گره توسط که است زیرفهرست هایی
کاهش منابع، از بهینه استفادۀ بار، توازن از هدف است. داده روی بار توازن باشد، برابر تقریباً یا برابر
برای بسیاری راه حل های حال به تا است. محاسباتی واحدهای محاسباتی سربارِ بردن بین از و پاسخ زمان
گره های رتبه بندی از کاربرد سه ادامه، در .[١۵ ،٩] است شده ارائه توزیع سیستم های در بار توازن ایجاد

می کنیم. ارائه کارها زمان بندی و بسته ها سریع مسیریابی بار، توازن مسائل در را توزیع شده سیستم  یک
واگذار آنها به که محاسباتی انجام بر علاوه گره ها توزیع شده، محاسبات در بار). توازن در (کاربرد ٣ . ٣ مثال
در گره ها از کدام هر می کنیم فرض ٣ شکل در مثال، برای هستند. تعامل در نیز دیگر گره های با است، شده
گره های که آنجا از دارد. ۵ گره به را پیام یک ارسال قصد ،٣ گره  هستند. موضعی١ محاسبات انجام حال
آن روی بر سنگین محاسباتی بار دادنِ قرار هستند، ارتباط در دیگر گره های از زیادی تعداد با بالا رتبۀ با
را بار توازن بنابراین باشند. نداشته را گره ها سایر درخواست به پاسخ گویی توانایی تا می شود موجب گره ها

باشد. گره ها رتبۀ عکس با متناسب که کنیم تعریف گونه ای به می توانیم
لذا است. تغییر حال در دائماً شبکه ها از بسیاری توپولوژی و ساختار مسیریابی). در (کاربرد ۴ . ٣ مثال
که آنجا از شود. انجام پویا٢ به صورت مسیریابی که است لازم دیگر، گره به گره یک از پیام ارسال برای
انتقال را پیامی اینکه برای گره یک هستند، ارتباط در دیگر گره های از زیادی تعداد با بالا، رتبۀ با گره های
موجب طریق این از و می دهد بیشتری اولویت بالاتر رتبۀ با همسایه  های به خود همسایه های بین از دهد،

می شود. مقصد به پیام رسیدن سرعت افزایش
به نیاز کوتاه زمانی بازۀ یک در رایانه ای سیستم های در چون کارها). زمان بندیِ در (کاربرد ۵ . ٣ مثال
هدوپ٣ چارچوب است. ضروری امری سیستم ها این در کارها اولویت بندی است، بسیار پردازش های
در کارها اولویت بندی برای نوین روش های از یکی می رود. به کار توزیع  شده پردازش و ذخیره به منظور

.[٨] است کارها رتبۀ از استفاده هدوپ، چارچوب
محاسبۀ روش شدیم، آشنا توزیع شده سیستم  یک گره های رتبه بندی کاربردهای از برخی با که اکنون
بخش در آن را که رتبه بندی متمرکز الگوریتم از نخست می کنیم. بررسی توزیع شده به صورت را رتبه بندی
توزیع شده سیستم گره های استفاده می کنیم. توزیع شده به صورت رتبه بندی محاسبۀ برای دادیم، توضیح ٢ . ٣
گره ها همۀ اول، قدم در بنابراین نیستند. مطلع شبکه توپولوژی از ،٣ . ١ بخش در ارائه شده مدل سازی مطابق
١local ٢dynamic ٣Hadoop framework



طاهری محمود سید و حیدری حسن طاهری١۴٢ محمود سید و حیدری حسن طاهری١۴٢ محمود سید و حیدری حسن ١۴٢

شود. ساخته (٢ . ١) P̃ ماتریس تا کنند ارسال دیگر گره های برای را همسایه هاشان و خود اطلاعات باید
متراکم، مدل دارای و همگام توزیع شدۀ سیستم یک در را P̃ ماتریس ساختن برای لازم دورهای تعداد اگر
است گراف قطر اندازۀ diam آن، در که بود خواهد برقرار O(diam) ≪ T رابطۀ دهیم، نشان T با
باید کوتاهی زمانی فاصله های در است، تغییر حال در دائماً شبکه ها از بسیاری توپولوژیِ چون .[٢٠ ،١٩]
کنیم، طی رتبه بندی محاسبۀ تا نیز را دیگری قدم های باید آنکه با بپردازیم. P̃ ساختن برای را مذکور هزینۀ
برای بعدی، بخش در نیست. صرفه به مقرون آن پیاده سازی که است زیاد آنقدر اول قدم زمانی هزینۀ
پیچیدگی دارای و دارد تفاوت رتبه بندی محاسبۀ متمرکز روش با که را روشی رتبه بندی توزیع شدۀ محاسبۀ

می کنیم. ارائه است، دور O(log |V |)

رتبه بندی توزیع شدۀ الگوریتم و مونت کارلو شبیه سازی بر مبتنی الگوریتم .۴
آن، حالت فضای که است مارکوفی زنجیر مانای توزیع رتبه بندی، گفتیم، ٢ بخش در که همان طور
توان با مانا توزیع است. P = ϵP̃ + (١− ϵ)(١/n)J آن، انتقال ماتریس و گراف رأس های مجموعۀ
می توان تصادفی گام برداریِ فرآیند از استفاده با که می کند بیان زیر قضیۀ می شود. محاسبه P رساندنِ
پیچیدگی کاهش و شدن ساده موجب کار این که کرد محاسبه مونت کارلو شبیه سازی روش با را رتبه بندی

می گردد. آن محاسبۀ

آغاز شبکه در تصادفی گره یک از را خود حرکت r سادۀ تصادفی گام بردارِ کنید فرض .([٢]) ١ . ۴ قضیه
احتمال با و شود) جذب v گره (در دهد پایان خود کار به ١− ϵ احتمال با ،v گره هر به ورود از بعد و کند
انتخاب یکنواخت توزیع با و به تصادف را v گره  همسایه های از یکی ماندن، زنده صورت در و بماند زنده ϵ
با برابر شود)، (جذب دهد پایان خود کار به i گره در r اینکه احتمال صورت این  در شود. آن وارد و کند

است. (٢ . ٣ قضیۀ (در πi

مونت کارلو شبیه سازی پایۀ بر رتبه بندی محاسبۀ برای را الگوریتم هایی می توانیم ،١ . ۴ قضیۀ اساس بر
این از یکی به تنها مقاله این در که است شده ارائه منظور این برای [٢] در الگوریتم پنج کنیم. ارائه
همگرا رتبه بندی به دیگر الگوریتم چهار به نسبت بیشتری سرعت با الگوریتم این می پردازیم. الگوریتم ها
در توزیع شده الگوریتم یک به صورت رسمی و دقیق به طور را ١ الگوریتم ادامه در .(١ (الگوریتم می شود
رتبه بندی به زیاد احتمال با (٢ الگوریتم معادل، (به طور ١ الگوریتم خروجی بیان می کنیم. ٢ الگوریتم
،(٢ الگوریتم معادل، (به طور ١ الگوریتم پیامی و زمانی پیچیدگی بررسی از پیش .[١٧] می شود همگرا

می کنیم. بیان آن را از استفاده دلیل و زیاد احتمال با پیشامد و ریاضی امید تعریف



١۴٣ گراف رأس های ١۴٣رتبه بندی گراف رأس های ١۴٣رتبه بندی گراف رأس های رتبه بندی

[٢] مونت کارلو شبیه سازی پایۀ بر رتبه بندی الگوریتم ١ الگوریتم

است. |V | = n آن در که G = (V,E) گراف ورودی:

می کنیم. ایجاد را تصادفی گام بردار log n رأس ها، از یک هر از :١
زنده ϵ احتمال با و می دهد پایان خود کار به ١ − ϵ احتمال با ،v گره هر به ورود از بعد گام بردار هر :٢
انتخاب یکنواخت توزیع با و به تصادف را v گره  همسایه های از یکی ماندن، زنده صورت در  می ماند.

می شود. آن وارد و می کند
می شمارد. شده اند، آن وارد که را گام بردارهایی تعداد که دارد (C) شمارنده یک گره هر :٣

محاسبه Cvi∑n
j=١ Cvj

رابطۀ از را vi گره رتبۀ دادند، پایان خود کار به گام بردارها تمام آنکه از بعد :۴
می کنیم.

∑
x |x|PX(x) اگر است ریاضی امید احتمالPX(x)دارای تابع Xبا گسسته تصادفی متغیر گوییم

می شود: تعریف این گونه X ریاضی امید این صورت در و باشد همگرا
E(X) =

∑
x

xPX(x).

آن  اجرای زمان ریاضی امید می توانیم زمانی، پیچیدگی مثلا تصادفی؛ الگوریتم یک پیچیدگی تعیین برای
داشته وجود حالت هایی ولی باشد کوچک عددی است ممکن ریاضی امید  که کنید توجه کنیم. محاسبه را
زمانی پیچیدگی محاسبۀ مورد در کامپیوتر علوم مسائل بیشتر در لذا دارند. زیادی زمانی پیچیدگی که باشند
زمانی پیچیدگی مورد در را زیاد احتمال با حکم یک و نمی کنند بسنده ریاضی امید محاسبۀ به الگوریتم، یک
زیاد احتمال Aبه پیشامد گوییم ١n ورودی اندازۀ با مسئله ای برای کامپیوتر علوم در می کنند. ثابت و بیان
احتمال ،n رشد با که است روشن است. ثابت عددی c آن، در که P (A) ≥ ١ − ١

nc اگر می  دهد رخ
می کند. میل ١ به پیشامد این دادنِ رخ

(به طور ١ الگوریتم در تصادفی گام بردارِ یک گام های تعداد X تصادفی متغیر کنیم فرض .٢ . ۴ قضیه
.E(X) = ١١−ϵ صورت این در باشد. گره یک در جذب تا (٢ الگوریتم معادل،

می شود جذب ١− ϵ احتمال با ،v گره هر به ورود از بعد ١ . ۴ مطابق تصادفی بردارِ گام یک اثبات.
کنیم، تعریف تصادفی گام بردارِ یک جذب با برابر را موفقیت اگر بنابراین می دهد). پایان خود کار (به
□ است. ١١−ϵ آن ریاضی امید لذا بود. خواهد Ge(١ − ϵ) هندسی توزیع دارای X تصادفی متغیر
از فهرستی مرتب سازی مثال در یا و می گیریم نظر در گراف رأس های تعداد را ورودی اندازۀ گراف، یک رأس های رتبه بندی در ١

می شود. منظور فهرست آن در موجود عددهای تعداد ورودی، اندازۀ عددها،
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[١٧] توزیع شده رتبه بندی الگوریتم ٢ الگوریتم

Input (for every node): |V | = n, number of walksK = log n from each node,
reset probability ϵ.

Output: PageRank of each node.

[Each node v starts log n walks. All walks keep moving in parallel until they
terminate. The termination probability of each walk is ϵ.]

1: Initially each node v in G creates log n messages (called coupons) and C =
C1, C2, . . . , Clogn. Each node also maintains a counter ζv (for counting visits
of random walks to it).

2: while there is at least one (alive) coupon do
3: This is i-th round. Each node v holding at least one coupon does the follow-

ing: Consider each coupon C held by v which is received in the (i− 1)-th
round. Generate a random number r ∈ [0, 1].

4: if r < ϵ then
5: Terminate the coupon C.
6: else
7: Select a outgoing neighbor uniformly at random, say u. Add one coupon

counter number to T vu where the variable T vu indicates the number of
coupons chosen to move to the neighbor u from v in the i-th round.

8: end if
9: Send the coupon’s counter number T vu to the respective outgoing neighbors

u.
10: Every node u adds the total counter number (

∑
v∈N(u) T

v
u ) to ζu.

11: end while
12: Each node outputs its PageRank as ζvϵ

n logn .

می یابد. پایان (دور) O(logگام n) در زیاد احتمال به (٢ الگوریتم معادل، (به طور ١ الگوریتم .٣ . ۴ قضیه

متغیر با برمی دارد شدن جذب تا (١ ≤ i ≤ n log n) iام گام بردار که را گام هایی تعداد اگر اثبات.
داریم مارکوف نامساوی بنابر دهیم، نشان (xi = ١, ٢, ...)Xi تصادفی

Pr(Xi > log n) ≤ E(etXi)

et logn
=
E(etXi)

nt
. (١ . ۴)



١۴۵ گراف رأس های ١۴۵رتبه بندی گراف رأس های ١۴۵رتبه بندی گراف رأس های رتبه بندی
پس دارد، هندسی توزیع Xi چون دیگر، سوی از

E(etXi) =
∞∑
i=١

eitϵ(١ − ϵ)i−١ = ϵ

١ − ϵ

∞∑
i=١

(
et(١ − ϵ)

)i
. (٢ . ۴)

می یابد پایان زمانی الگوریتم، است. همگرا ١ ≤ t ≤ log( ١١−ϵ) به ازای بالا رابطۀ راست طرف سری
زیاد احتمال با گام O(log n) در گام بردارها همۀ دهیم نشان اینکه برای شوند. جذب گام بردارها تمام که

است: برقرار ثابت c یک به ازای زیر رابطۀ دهیم نشان باید می شوند، جذب
Pr

(
max{X١, X٢, . . . , Xn logn} ≤ log n

)
= Pr({X١ ≤ log n} ∩ {X٢ ≤ log n} ∩ · · · ∩ {Xn logn ≤ log n}) ≥ ١ − n−c.

،(١ . ۴) بنابر ١ ≤ t ≤ log( ١١−ϵ) به ازای ولی
Pr({X١ ≤ log n} ∩ {X٢ ≤ log n} ∩ · · · ∩ {Xn logn ≤ log n})

= ١ − Pr({X١ > log n} ∪ {X٢ > log n} ∪ · · · ∪ {Xn logn > log n})

≥ ١ −
n logn∑
i=١

E(etXi)

nt
= ١ − c′n log n

nt

c′n logn
nt ≤ ١

nc ، ١٢ از بزرگتر ϵهای و ثابت c یک به ازای چون است. ثابت عدد یک c′ آن، در که
□ می گردد. کامل اثبات هستند)، ٢ مبنای در (لگاریتم ها

است. O(
m log٢(n)

) مرتبۀ از (٢ الگوریتم معادل، (به طور ١ الگوریتم پیامی پیچیدگی .۴ . ۴ قضیه

،rw٢ ،rw١ گام بردارهای کنیم فرض دیگر، بیان به است. مارکوفی ویژگی دارای ١ الگوریتم اثبات.
که مسیری همچنین و آغازی رأس از الگوریتم ادامۀ بشوند. v ∈ V رأس وارد rام دور در rwk ،. . .
گام بردارهای تفکیک به لزومی لذا است. مستقل پیموده اند، vرأس تا rwk ،. . . ،rw٢ ،rw١ گام بردارهای
است کافی rام دور در باشد. v رأس همسایۀ u ∈ V کنیم فرض نداریم. هم از rwk ،. . . ،rw٢ ،rw١
ارسال u رأس به v رأس از است، u رأس به v رأس از رونده گام بردارهای تعداد حاوی که عدد یک تنها
کوچکتر عدد یک حاوی کدام هر که می گردد ارسال پیام دو تنها یال هر روی بر دور، هر در بنابراین شود.
به دور O(log n) از پس الگوریتم ،٣ . ۴ قضیۀ بنابر است. O(log n) آنها طول و هستند n مساوی یا
□ است. O(

m log٢ n
) با برابر الگوریتم پیامی پیچیدگی لذا می پذیرد. پایان زیاد احتمال
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زمانی پیچیدگی دارای به ترتیب، (٢ الگوریتم معادل، (به طور ١ الگوریتم ،۴ . ۴ و ٣ . ۴ قضیه های بنابر
الگوریتم این لگاریتمی، زمانی پیچیدگی به دلیل است. O(

m log٢ n
) و O(log n) پیامی پیچیدگی و

در که پیام هایی طول چون همچنین دارد. را محدود منابع با توزیع شده سیستم های روی بر اجرا قابلیت
سیستم های روی بر الگوریتم این است، O(log n) مرتبۀ از می شوند تبادل لینک هر روی بر دور هر
الگوریتم، این در تصادفی گام برداریِ از استفاده به دلیل است. پیاده سازی قابل نیز متراکم مدل با توزیع شده
در چندانی تفاوت شوند، خراب ارتباطی لینک های یا گره ها از کمی تعداد آن، اجرای طی در که صورتی در
برابر در آن بودن مقاوم الگوریتم این سودمندی های از دیگر یکی بنابراین نمی شود. ایجاد الگوریتم نتیجۀ

است. لینک ها و گره ها خرابی
می کنند پیروی مقیاس٢ از مستقل مدل و توانی١ توزیع از واقعی دنیای شبکه های از بسیاری که آنجا از
مدل روی بر اجرا برای که دهند تغییر طوری را رتبه بندی توزیع شدۀ الگوریتم می توانند علاقه مندان ،[٣]
شبکه دیگر ساختارهای و پارامترها محاسبۀ در را تصادفی گام برداریِ از استفاده همچنین شود. بهینه مذکور

می کنیم. پیشنهاد آینده پژوهش های برای حلقه ها۴ و پل ها شناسایی و بی نظمی٣ مانند
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