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چکیده

تاریخی به لحاظ را فیلسوفان و ریاضیدانان بین مشهور تقابل های از برخی مقاله، این در

نقد در را فیلسوفان نظریات باید ریاضیدانان «آیا که است این پرسش می کنیم. مرور

گاه به گاه انتقادهای شامل این البته بگیرند؟» جدی ریاضیات، شاخه های برخی یا خود آثار

می شود. نیز خود همکاران به فلسفی و بنیادی انگیزه های با ریاضی جامعۀ اعضای از برخی

در اصلی اگر آیا است: مطرح تجربی علوم و ریاضیات پیوند مورد در مشابه پرسشی به علاوه،

دربارۀ باور غیرقابل نتیجه ای به منجر درون ریاضیاتی، شواهد داشتن علی رغم ریاضیات،

بحث هایی تاریخی، چالش های این جملۀ از گذاشت؟ کنار را آن باید شود، خارج جهان

میان رایانه ای محاسبات بر متّکی برهان های جایگاه یا انتخاب اصل پذیرش سر بر که بوده

یا بودن عمیق چون موضوعاتی سر بر اخیراً که را بحث هایی درگرفته است. ریاضیدانان

همین در می توان می شود، ریاضیات از بخش هایی نبودنِ یا بودن سودمند و بودن سطحی

کرد. ارزیابی راستا

سرآغاز .١

استیوارت دارد. وجود متفاوتی نظرات ریاضیدانان، و ریاضیات برای فلسفی دیدگاه های اهمیت دربارۀ

متفاوتِ کاملا نظر دو هستی شناسی، و ساختار ریاضی: فلسفۀ عنوان با [١۵] خود کتاب در شاپیرو١

قبیل از فلسفی بحث های و است قائل فلسفه برای اساسی نقشی اول٢ دیدگاه می کند. معرفی را موجود

را ریاضی حقایق به انسان دسترسی نحوۀ بررسی یعنی شناخت شناسی، و ریاضی هویات هستی شناسی
رایانه ای. برهان ریاضی؛ یقین تجربی؛ علوم ریاضی؛ فلسفۀ کلیدی. کلمات و عبارات
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۶٢ طبیعی علوم و فلسفه با تقابل در ۶٢ریاضیات طبیعی علوم و فلسفه با تقابل در ۶٢ریاضیات طبیعی علوم و فلسفه با تقابل در ریاضیات

و می شود منکر ریاضیدانان و ریاضیات برای را فلسفه اهمیت دوم١، دیدگاه می داند. اساسی اهمیت حائز

معتقدان می داند. ریاضیات دربارۀ نظر اظهار گونه هر مورد در صلاحیت صاحب افراد تنها را ریاضیدانان

کنار فلسفی انتقادات به دلیل را ریاضیات از بخشی بخواهند ریاضیدانان که را امر این دوم، دیدگاه به

جامعۀ بر دوم دیدگاه همین که می رسد نظر به می گیرند. به استهزا حتی و می دانند قبول قابل غیر بگذارند،

دارد. مدی٢ پنلوپه  همچون طرفدارانی نیز معاصر فیلسوفان میان در دیدگاه این است. حاکم ریاضیدانان

و می کند فرض علم و فلسفه قلۀ در را طبیعی علوم معاصر، بزرگ فیلسوف کواین٣، که است حالی در این

کواین مکتب در فیلسوفی که مدی باشد. داشته کاربرد علوم این در که می داند صادق آنجا تا را ریاضیات

اعتقاد به است. قائل اساسی و مستقل نقش تجربی علوم کنار در نیز ریاضیات برای او بر خلاف است،

شوند. وضع ریاضیدانان جامعۀ خود توسط و باشند درونی باید ریاضیات بر حاکم ملاک های او،

نظر از .[١۴] است کرده تغییر زمان گذر در طبیعی علوم و ریاضیات ارتباط نحوۀ بر حاکم دیدگاه

دانش، سلسله مراتب در که تغییرناپذیری و ابدی و قطعی حقایق مطالعۀ از بود عبارت ریاضیات افلاطون،

نیوتن، و گالیله همچون میلادی هفدهم قرن در فکری انقلاب پیشروان برای دارند. قرار جایگاه عالی ترین در

قواعد اساس بر را جهان خداوند آنها، اعتقاد به داشت. آنها با برابر جایگاهی و بود علوم زبان ریاضیات

مجموعه های نظریۀ همه، از پیش و ریاضی مجرد ساختارهای ظهور با است. کرده خلق ریاضی معادلات و

نداشتند. خارج جهان با پیوندی به ظاهر که شد حوزه هایی وارد ریاضیات کانتور، پیشتازیِ با نامتناهی

(١٨٩٣-وِبِر۶) میدان و (١٩١۴-فرانکل۵) حلقه (١٨۵۴-کیلی۴)، گروه مانند جبری ساختار های به ویژه

جبر شامل جبر مختلف قسمت های در نوتر٧ عظیم دستاوردهای ادامه، در و تلاش ها این هستند. ذکر قابل

و نوتر درس های اساس بر واردن٨ وندر توسط مجرد جبر کتاب انتشار به منجر ناجابه جایی، و جابه جایی

.[١۶] ١٩٣٠شد سال در آرتین٩

دیدگاه هایی ظهور به و دارد شهرت ریاضیات مبانی در بحران به که چیزی آن به نداریم قصد اینجا در

که است مسائلی به معطوف ما توجه بپردازیم. شد، منجر شهودگرایی و صورتگرایی منطق گرایی، مانند

یا ریاضیات سازگاریِ مسئلۀ از فارغ این هستند. یا بوده مواجه آن با ریاضیات از خاص بخش هایی

مکتب سه این پیشروان که براوئر١٢ و هیلبرت١١ فرِگه١٠، از نامی اگر است. نظریه مجموعه ای تحویل گرایی

آشنایی برای بود. خواهد ریاضیات از خاص بخشی دربارۀ آنها انتقادیِ دیدگاه بر کید تأ با می بریم، هستند،

چگونه که است این می شود، مطرح اینجا در که دیگر پرسشی بخوانید. را [٣] شده، یاد فلسفۀ سه با

یکی که را عمق مفهوم مثال، برای کرد؟ ارزشگذاری و ارزیابی را ریاضیات مختلف بخش های می توان
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دید از می توان نیز باره این در کرد. تحلیل می توان چگونه است، ریاضیات در ارزشگذاری ملاک های از

کرد. بحث فلسفی یا درون ریاضیاتی

(یا ریاضیدانان روی پیش پرسشی ریاضیات، در آنها از استفاده گسترش و رایانه ها پیشرفت با

یقین بین می توان چگونه اینکه بر مبنی گرفت قرار می پذیریم) که دیدگاهی به بسته ریاضی، فیلسوفان

جمع رایانه ا     ی، محاسبات بر متّکی سخت افزاری یا نرم افزاری خطاهای احتمال و ریاضیات در ادعایی

انتقادی نظرهای از نمونه چند آغاز، در اما پرداخت. خواهیم موضوع این به مقاله، پایانی بخش در کرد؟

کلی به طور و ریاضیات از خاص بخش هایی دربارۀ فلسفی انگیزه های با را ریاضیدانان خود یا و فیلسوفان

ملاحظات وجود صورت در را تاریخی ترتیبِ است ممکن می کنیم. ذکر ریاضیدانان، علمی دستاوردهای

نکنیم. رعایت دیگر،

بارکلی و نیوتن افلاطون، اقلیدس، .٢

قائل ریاضیات فهم و تحلیل در فلسفه برای اساسی جایگاهی که است فیلسوفانی زمرۀ در افلاطون١

این میان در هستند. مشغول کاری چه به که نمی دانند به درستی که می کرد متهم را ریاضیدانان او بوده اند.

دستاوردهای بر تکیه با اصول، کتاب در اقلیدس داشت. قرار نیز بزرگ هندسه دان اقلیدس٢، ریاضیدانان،

مورد ادبیات کرد. استفاده اصل موضوعی روش از او کار، این برای پرداخت. هندسه بنای به پیشینیان

که می کند بیان اول اصل مثال، برای .[۵] دارد فعالیت نوعی بر دلالت حوزه، این در او استفادۀ

کرد.» وصل هم به می  توان راست خط یک با را نقطه دو «هر

نمی گوید: او که کنید توجه

می گذرد.» نقطه دو آن از که دارد وجود خطی نقطه، دو هر «به ازای

شئ دو تساوی که قضیه هایی اثبات هنگام به به علاوه، است. خطی چنین رسم امکان بر اقلیدس کید تأ

نظر به لذا می کند. صحبت «انطباق» یا «برهم گذاری» مانند عمل هایی از می کنند، بیان را مثلث دو مانند

به افلاطون است. بوده قائل ذهنی وجودی دست کم، یا مادی وجودی هندسی اشیای برای او که می رسد

هندسی اشیای او، نظر از پرداخت. هندسه دانان از انتقاد به جمهور، کتاب در و بود معترض دیدگاه این

یا جابه جا نمی توان را آنها دارند. حضور مثُل٣ عالم در بشر از مستقل و دارند مجرد و متعالی وجود نوعی

نمی دانند که کرد متهم را هندسه دانان او اساس، همین بر هستند. بی تغییر و ابدی آنها کرد. منطبق هم بر

هستند! مشغول کاری چه به

دیدگاه دو این شاپیرو، اعتقاد به است؟ لفظی اختلافی صرفاً آیا چیست؟ در دیدگاه دو این تفاوت

با خاص اندازه ای با زاویه ای رسم امکان بررسی مانند مشهور مسائلی مثال، برای دارند. مهمی تفاوت
١Plato ٢Euclid ٣forms
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ایجاد باعث نیز جدید دوران در و پرداختند آنها به باستان هندسه دانان که بودند مسائلی پرگار، و خط کش

یا شوند؟ مطرح می توانستند اصولا مسائل این افلاطونی، ایستای ادبیات با شدند. آیا مجرد جبر رشد و

باشد. مثبت اخیر سؤال جواب که می رسد نظر به است؟ بوده اقلیدسی پویای دیدگاه امر، این لازمۀ

نیوتن پژوهش های به هم او انتقادهای بود. نیوتن منتقدین از یکی (١٧۵١-٣۶٨۵) بارکلی١ اسقف

حساب به ویژه نیوتن، ریاضی دستاوردهای به هم و طبیعی علوم در او روش به به طورکلی تر و فیزیک در

به را ما حدودی تا که [٢] می پردازیم اول مورد به مختصری نخست، لذا است. بوده کوچک ها بی نهایت

بیشتر مقاله این در که کوچک ها بی نهایت حساب به بارکلی انتقادات به سپس می کشاند. علم فلسفۀ عرصۀ

هستند. جدایی ناپذیر نیوتن دید از فیزیک و ریاضیات که نکته این ذکر با پرداخت خواهیم است، نظر مورد

نامید طبیعی» فلسفۀ ریاضی «اصول را خود بنیادی کتاب نیوتن نیوتن. علمی روش شناسی .٢ . ١
و ریاضی محتوای به لحاظ تنها او کتاب اما فلسفه». «اصول عنوان با دکارت شاهکار برای باشد بدیلی تا

مطالعۀ در آن اهمیت و متافیزیک از نیوتن تلقّی مورد در البته فلسفی. نظر از تا دارد اهمیت آن، فیزیک

روش در نیوتن .[۶] دارد وجود مختلفی نظرات و است گرفته صورت زیادی بحث های طبیعی، جهان

کند استنتاج متافیزیکی کلی اصول از را طبیعت قوانین می خواست دکارت بود. دکارت مخالف علمی،

اولین کرد. معرفی علمی بررسی های برای متفاوت روش دو نیوتن بود. مخالف نظر این با نیوتن ولی

کلی اصول کشف روش، این اساس ارسطو. استقرایی-قیاسی روش با مشابه است تألیف و تحلیل روش،

معنایی به بلکه پراکنده، مشاهدۀ چند از کلی نتیجه گیری سادۀ معنای به لزوماً نه البته است؛ استقرا به کمک

نتایج کشف شامل تألیف مرحلۀ بشود. نیز واحد تجربۀ یک تحلیل بر مبتنی صائب حدس های شامل که

در به ویژه نورشناسی، زمینۀ در خود کشف های در را روش این او است. تحلیل مرحلۀ از حاصل قیاسی

برد. به کار منشور، یک از عبور از پس مختلف رنگ های به نور تجزیۀ توضیح

کتاب و اصل موضوعی روش از است عبارت کرد، پیشنهاد علمی پژوهش برای نیوتن که دیگری روش

به تا می شود داده دانشمند خلاق تخیل به بیشتر بهای روش، این در نوشت. مبنا همین بر نیز را اصول

مفاهیم بین روابط که اصل تعدادی تنظیم از است عبارت روش این اول مرحلۀ استقرایی. تعمیم های

مانند مفاهیمی بین روابط نیوتنی، مکانیک مشهور سه گانۀ اصول مثال، برای می کنند. تعیین را نظر مورد

یاد اصول دادنِ پیوند برای شیوه ای از است عبارت مرحله دومین می کنند. تعیین را «نیرو» و «حرکت»

را خود اصول شمسی، منظومۀ ثقل مرکز بودن ثابت فرض با او مثال، برای واقع. عالم رویدادهای با شده

عالم با شده داده پیوند اصول تجربی تأیید از است عبارت سوم مرحلۀ برد. به کار سیارات حرکت دربارۀ

در هم با چگونه مختلف پدیده های ریاضی، نظر از که دهد توضیح می توانست او روش نیوتن، نظر به واقع.
١Bishop Berkeley
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به دست اطلاعی پدیده ها ذات مورد در روش این که نبود معتقد دکارت به خلاف نیوتن ولی هستند ارتباط

هستند. نظر تجدید قابل و نیستند ضروری تجربی نظریه های دلیل، همین به و می دهد

در قرارداد اصالتِ مکتب آغازگرانِ از را او بود. نیوتن علم فلسفۀ منتقدان نخستین از یکی بارکلی

رخدادهای پیش بینی عهدۀ از که می دانست معادلاتی صرفاً را نیوتنی فیزیک بارکلی می دانند. علم فلسفۀ

اولیه کیفیات حتی که داشت اعتقاد بارکلی نمی گویند. چیزی واقعیت خودِ دربارۀ اما بر می آیند طبیعی

ریاضی نظریه های بین تمایز لزوم در خودش دیدِ از نیوتن او، نظر به هستند. ذهنی حرکت، و امتداد مانند

نیوتن توسل بارکلی، اعتقاد به است. نمانده پایبند طبیعت، واقعیت مورد در فرضیه هایی از طبیعت دربارۀ

صرفاً این ها بارکلی، نظر بنابر باشد. گمراه کننده می توانست جاذبه»، «نیروهای قبیل از اصطلاحاتی به

تبیین متفاوت شیوه هایی به را آنها می توان و هستند تعریف کننده شخص ذهن مخلوق و فرضی موجوداتی

دارند. وجود آن، در چیزی وجود بدون مطلق زمانِ و فضا آن، مبنای بر که کرد رد را نیوتن نظر بارکلی کرد.

وجود حوادث توالی به سبب که می دانست انسان ذهنی ایده های از حاصل تسلسلی تنها را زمان مثال، برای

داشت. مشابه اعتقادی نیز مکان مورد در می یابد.

با (١٩١۶-١٨٣٣) ماخ١ کرد. پیدا موافقانی بعد ها نیوتن، فیزیکی نظریات دربارۀ بارکلی آرای
پوانکاره٢ می دانست. نمودها ارتباط کشف تنها را علم کار و بود موافق نیوتن به نسبت بارکلی انتقادهای

توسل بدون علمی قانونی اگر بود معتقد او رساند. کمال به را قرارداد اصالتِ فلسفۀ (١٨-١٩١٢۵۴)

بدون حکمی اگر است. آن از استفاده برای دانشمندان تصمیم از ناشی صرفاً گردد، تلقی درست تجربه به

کردن رد قابل که است شده بیان طوری که بوده سبب این به باشد، صحیح پیشینی به طور و تجربه به توسل

تجربه غیر قابل عمل در که دیگر عوامل تأثیر بدون ذره یک حرکت نحوۀ دربارۀ ادعاهایی مانند نباشد،

غیرقابل را قرارداد اصالتِ دیدگاه (١٩٩۴-١٩٠٢) پوپر٣ دانست. تعریف می توان را احکام این است.

نمی گرفت. جدی را آن اما می دانست رد

فلسفه در او کلی دیدگاه از متاثر علم، فلسفۀ در بارکلی دیدگاه کوچک ها. بی نهایت حساب .٢ . ٢
عنوان با خود کتاب در اسکروتن۴ راجر .[٨] نمی دانست شدن درک جز چیزی را داشتن وجود که است

[١٨] بودن.» محسوس یعنی داشتن «وجود که کرد تعبیر طور این باید را فوق جملۀ می گوید فلسفه تاریخ

وجود مجرد، هویات به ویژه ذهن، از مستقل چیز هیچ نداریم. دسترسی خود محسوسات بجز چیزی به ما

کلی مفهوم یک قالب در مجرد مثلث به عنوان چیزی اما داریم خاص مثلث یک از تصوری ما ندارند.

حساب بر بارکلی اصلی انتقاد نیست. آن ذهنی تصویر جز چیزی بارکلی نظر از مثلث ایدۀ ندارد. وجود

«فلوکسیون» یا کوچک» «بی نهایت مفهوم او اعتقاد به بود. مبتنی پایه این بر نیوتن کوچک های بی نهایت

این در او است. درک و تصور قابل غیر است، مثبتی عدد هر از کوچکتر حال عین در و ناصفر کمیتی که
١Ernst Mach ٢Henri Poincaré ٣Karl Popper ۴Roger Scruton
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از کمتر بی نهایت یعنی کوچک، بی نهایت کمیت درک حاضر، حال در که می کنم «اعتراف می گوید: باره

بر [٧] نمی گنجد.» من مخیلۀ در متناهی، مقدار کمترین از کمتر یا و تصور، قابل یا درک قابل مقدار هر

به است. بی اعتبار بنابراین و تناقض  حاوی کوچک ها بی نهایت حساب که بود معتقد او اساس، همین

قرار صفر را x جایی در صفر، نقطۀ در x
(x+١)x تابع حد محاسبۀ در ساده، مثالی به عنوان و امروزی زبان

هنوز زمان، آن در که کنید توجه چیست؟ تناقض جز این می کنیم؛ فرض ناصفر را آن جایی در و می دهیم

نداشتند. قانع کننده پاسخی ایرادها این بنابراین نبود. دسترس در حد اپسیلون-دلتایی تعریف

را امر این دلیل یافت. ادامه ریاضیات در کوچک ها بی نهایت از استفاده موضوع، این علی رغم

جایگاه به نسبت میلادی هفدهم و شانزدهم قرن های در علمی انقلاب پیشروان دیگر و نیوتن اعتقاد باید

ناسازگاری لذا و بود خارج جهان توصیف کنندۀ و علوم زبان ریاضیات آنان، نظر از کرد. جستجو ریاضیات

لایب نیتس و نیوتن واقع، در بودند. رفع شدنی زمان گذرِ در داشت، وجود ایراداتی اگر نداشت. معنی آن در

مساحت و مماس مانند حسابان اساسی مفاهیم آنها، برای و بودند آشنا کافی اندازۀ به حد شهودی مفهوم با

به همراه که نخبه ای و کوچک جمع نداشتند. توجیه به نیاز و بودند روشن شهودی نظر از منحنی، زیر سطح

تبحر آنقدر برنویی، برادران یا و اویلر مانند کار کردند مفاهیم این روی بر آنها از پس بلافاصله یا و این دو

زمینه این در آنها که نیست معنی این به این البته نبرد. بیراهه به را آنها شهود، که بودند مستعد و داشتند

زبانی داشتن اختیار در نوزدهم، قرن در حسابان به ویژه و ریاضیات شدن عمومی تر با نداشتند. اشتباهی

می رسید. نظر به ضروری تناقض ها در رفتن فرو از جلوگیری برای دقیق

فرِگه و هیلبرت .٣

ادبیات از هندسی، هویات دربارۀ بحث هنگام هندسه، مبانی کتاب در هیلبرت اقلیدس، خلاف بر

است: زیر قرار به او اول اصل .[١٢] می کند استفاده وجودی

می کنند.» مشخص را راست خط یک متمایز، نقطۀ دو «هر

مشخص است، بوده موجود قبل از که را خطی تنها نقطه دو هر بلکه ندارد، وجود فعالیتی هیچ اصل این در

هیلبرتِ دیدگاه این دارد. ریاضیات مبانی در هیلبرت دیدگاه در محکم جایگاهی ادبیات این می کنند.

هیلبرت، نظر از شد. افلاطون گرایی، مشهور مدافع و بزرگ فیلسوف فرِگه، اعتراض موجب صورتگرا،

وجود بنابراین و اصول آن بودنِ صادق ریاضیات، از خاص مبحثی در اصول از مجموعه ای سازگاریِ

که هستند سازگار دلیل این به اصول فرِگه، اعتقاد به اما می دهد نتیجه را اصول آن اشارۀ مورد هویات

می کنند. توصیف را موجود واقعاً ریاضی اشیای ویژگی های و صادق اند

در گزاره ها از سازگار مجموعه ای است ممکن رمان یک در مثال، برای که بود این فرِگه اعتراض

در اشاره مورد اشیای و افراد وجود و آن ماجرای بودنِ واقعی معنای به این اما شود مطرح خیالی زمینه ای
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در را آرمانی و ساختگی وجود نوعی مورد، این در هیلبرت که می رسد نظر به البته بود. نخواهد رمان آن

اشیای وجود مورد در مناسب فرضیات هیلبرت، نظر از آن. متعارف معنای به وجود نه است داشته نظر

فیلسوفی خود که براون١ رابرت جیمز باشند. صیقل یافته تر ریاضی نظریات که می شوند باعث فرامتناهی

که علم فلسفۀ در پرطرفدار اصلی خلاف بر که است معتقد و [١] می کند دفاع هیلبرت از است، افلاطون گرا

ریاضیات افلاطونی عالم در داشت، فیزیکی اشیای وجود مورد در را فرضیات کمترین باید همواره آن، بنابر

بهتر! بیشتر، موجودات چه هر افلاطونی عالم در ندارد. ضرورتی شیوه این

زمینه بود، نااقلیدسی هندسه های زمینۀ در به ویژه او ریاضیاتی تجربۀ از ملهم خود که هیلبرت دیدگاه

از فرِگه فلسفی تلقّی پذیرش که می رسد نظر به کرد. فراهم مجرد و اصل موضوعی ریاضیاتِ ظهور برای را

زمینه این در مانعی می توانست موجود، قبل از و مشخص اشیای دربارۀ گزاره هایی به عنوان موضوع اصول

باشد.

انتخاب اصل .۴

یک به عنوان آن معرفی دارد، طولانی تاریخچه ای انتخاب اصل شهودی صورت از استفاده هرچند

صورت های از یکی است. شده انجام خوش ترتیبی اصل اثبات در و ١٩٠۴ سال در تسرملو٢ توسط اصل،

وجود A دامنۀ با f مانند تابعی ناتهی، مجموعه های از A ناتهی خانوادۀ هر به ازای که است این اصل این

غیرساختنی کاملا ماهیتی اصل این که کنید توجه .f(a) ∈ a ،a ∈ A هر به ازای که به طوری دارد

را اصل این ریاضیدانان اکثر امروزه نمی کند. ارائه f(a) تعیین برای الگوریتمی یا روش هیچ و دارد

گروهی تسرملو، توسط اصل این معرفی زمان در است. نبوده گونه این همواره وضعیت ولی پذیرفته اند

آنها مخالفت دلیل و پرداختند آن با مخالفت به برل۵ و لبگ۴ بئر٣، مانند زمان ریاضیدانان بزرگترین از

عمدتاً اصل این مخالفین بود. تابع و مجموعه مانند مفاهیمی دربارۀ فلسفی شان ملاحظات اصل، این با

آنها، دید از نبودند. معتقد ریاضی اشیای مستقل وجود به و داشتند ریاضیات در ضدواقع گرایانه موضعی

محاسبۀ برای مشخص روشی باید و نمی کند کفایت آن وجود اعلام صرفِ تابع، یک شدن مشخص برای

نیست. حاکم دیدگاهی چنین انتخاب، اصل بیان در ولی کرد ارائه آن مقدارهای

جبر، قبیل از ریاضیات متعدد شاخه های در اصل این گوناگون کاربردهای شاهد بیستم قرن اول نیمۀ

کاربردهای هیلبرت، مانند بزرگی ریاضیدانان توسط اصل این پذیرش دلیل واقع در بود. توپولوژی و آنالیز

قضیۀ اصل، این پذیرش در ریاضیدانان نگرانی های از یکی است. بوده فلسفی ملاحظات نه و آن فراوان

شعاع با کره دو به را کره یک می توان گویا قضیه، این بنابر است. بوده باناخ-تارسکی۶ پارادوکس به مشهور

باناخ-تارسکی قضیۀ اثبات در اصلی نکتۀ است. ناممکن فیزیکی نظر از این کرد. تقسیم اولیه، کرۀ با برابر

١James Robert Brown ٢Ernst Zermelo ٣René-Louis Baire ۴Henri Lebesgue ۵Émile Borel
۶Banach-Tarski Paradox
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می شود، استفاده انتخاب اصل از که است اینجا هستند. لبگ-اندازه ناپذیر شده، یاد بخش دو که است این

است. انتخاب اصل نتایج از لبگ-اندازه ناپذیر، مجموعه های وجود زیرا

این از ناشی آن پارادوکس گونۀ ماهیت نگریست. می توان نیز دیگر گونه ای به را باناخ-تارسکی قضیۀ

را مدل اگر است. شده مدل سازی R٣ زیرمجموعه های مجموعۀ توسط فیزیکی جهان که است پیش فرض

در می شود. برطرف قضیه این پارادوکس گونۀ ماهیت آن گاه بگیریم، R٣ اندازه پذیر زیرمجموعه های همۀ

یا پذیرش در نمی توانند تجربی ملاحظات بدهیم، اهمیت اصل این درون ریاضیاتی کاربردهای به اگر واقع،

می توانند صرفاً ریاضی نظریه های که باشیم این به قائل علم فلسفۀ در اگر به ویژه باشند؛ داشته دخالت آن رد

را فیزیکی جهان توصیف گر ریاضی مدل های زیرا آن، توصیف کننده نه و باشند خارج جهان از نمایش هایی

موسوم فلسفه نوعی از که کواین مدی، نظر خلاف بر  می کند. دفاع موضع این از مدی داد. تغییر نمی توان

او اعتقاد به مثال، برای بنابراین می داد. فیزیکی نظریات به را اصالت می کرد، طرفداری طبیعی گرایی١ به

انتخاب اصل صحت در باید باشد، فیزیکی حاکم نظریات دیدگاه از فضا توصیف بهترین واقعاً R٣ اگر

است. خواندنی زمینه این در مدی نوشتۀ [١٣] کتاب گذاشت. کنار را آن حتی و کرد تردید

براوئر و هیلبرت .۵

سر بر دو این اختلاف داستان بودند. خود عصر ریاضیدانان بزرگترین از دو هر براوئر و هیلبرت

سر در ریاضیات برای براوئر که بود فلسفه ای شهودگرایی، .[۴] است آشنا همگان برای ریاضیات، مبانی

اصالت ساخت گرایی، دیدگاه از است. ریاضی فلسفۀ در ساخت گرایی از خاص نوعی شهودگرایی داشت.

ریاضیات ما براوئر، اعتقاد به است. ریاضیدان ذهن محصول ریاضیات است. ذهنی ساختمان های با

حقایق انتقال برای راهی تنها زبان، و نمادها می کنیم. اختراع و می سازیم   را آن بلکه نمی کنیم، کشف را

برای سازنده برهانی باید باشیم، معتقد ریاضی در وجودی حقیقتی به اینکه برای هستند. دیگران به ریاضی

a به طوری که دارند وجود b و a اصم عدد دو بگیرید: نظر در را ادعا این مثال، برای باشیم. داشته آن

آنها جستجوی در که عددی دو آن گاه باشد، گویا
√

٢
√

٢ اگر می گوییم اثبات برای است. گویا b توان به

ساخت گرایان اما بود. خواهند مسئله جواب b =
√

٢ و a =
√

٢
√

٢ وگرنه هستند
√

٢ دو هر هستیم،

b و a برای مشروط غیر و صریح مقداری باید ساخت گرایان، نظر مورد اثبات در نمی پذیرند. را اثبات این

پذیرفت می توان هنگامی تنها را گزاره دو فصلی ترکیب شهودگرایی، دیدگاه از رابطه، همین در شود. ارائه

اصل مانند غیرساختنی به شدت اصولی شهودگرایان، پس باشیم. داشته آنها از یکی دست کم برای اثباتی که

قوی بسیار اصلی براوئر که می شود باعث شهودگرایانه ملاحظات دیگر، سوی از نمی پذیرند. را انتخاب

را ویژگی یک بتوان اگر که می کند بیان نادقیق و ساده زبان به اصل این بپذیرد. را پیوستگی اصل مانند
١naturalism
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انجام فرآیند در است، ساختنی اثبات این چون آن گاه کرد، ثابت طبیعی اعداد از نامتناهی دنبالۀ یک برای

دنبالۀ با بخش آن تا که دیگری دنبالۀ هر لذا و می شود استفاده دنباله آن از متناهی بخشی از تنها لزوماً آن

حالت این در زیرا نیست، معتبر کلاسیک دیدگاه از اصل این دارد. را ویژگی آن نیز باشد برابر شده یاد

نمی توان نیست، ساختنی لزوماً اثبات چون و شده داده افلاطونی و کامل به طور دنباله که است این بر فرض

نتایج برخی اثبات ارکان از و شهودی آنالیز اصول مهم ترین از یکی اصل این گرفت. قبل مانند نتیجه ای

پاره ای در ساخت گرایی، مکاتب دیگر در خود همتایان خلاف بر شهودگرایانه ریاضیات است. حوزه این در

از بخش هایی رد به منجر نه تنها فلسفی دیدگاه مورد، این در است. ناسازگار کلاسیک ریاضیات با موارد

کرده است. پیشنهاد نیز را آن با متفاوت بخش هایی بلکه است، شده کلاسیک ریاضیات

پاتنام و کواین کریپکی، .۶

می شود. محسوب علمی واقع گرایی نوعی که می کرد دفاع طبیعی گرایی به موسوم فلسفه ای از کواین

فلسفی اصولی هستند. طبیعی علوم زمان، دانش های برترین و موجود نظریه های بهترین کواین، اعتقاد به

علوم خودِ در تنها ندارند. وجود کنند، تعیین آنها  خط  مشی برای بتواند و باشند تجربی علوم بر حاکم که

مورد اشیاء به علاوه، کرد. قضاوت علوم این دربارۀ می توان که است آن درونی استانداردهای با و طبیعی

وجودی شأن همان از بنیادی، ذرات فیزیک در اشاره مورد اشیاء مانند تجربی و علمی نظریه های اشارۀ

متفاوت تااندازه ای شکل هایی کواین از بعد طبیعی گرایی ما. پیرامون محسوس فیزیکی اشیاء که برخوردارند

.[١٣] است قائل مستقل شأنی تجربی، علوم کنار در نیز ریاضیات برای مدی مثال، برای کرد. پیدا

منطقی حقایق پایه ای ترین در می توان حتی کنند، ایجاب علمی موجود نظریات اگر کواین، اعتقاد به

زمینه این در کواین با معاصر، بزرگ فیلسوف پاتنام١، هیلاری کرد. تجدید نظر هستند، مبتنی آنها بر که

در تغییر لزوم از کوانتومی) مکانیک اینجا (در تجربی علوم ملاک های به اعتقاد اساس بر او است. موافق

منطق، این در .[٢٠ ،٩] می کند دفاع بِرکوف٢، و فون نویمان توسط شده پیشنهاد کلاسیک، منطق اصول

کلاسیک: منطق در «یا» به نسبت «و» توزیع پذیریِ اصل

A ∧ (B ∨ C) ≡ (A ∧B) ∨ (A ∧ C)

این بنابر است. کوانتمی فیزیک در قطعیت عدم اصل به توجه نظر، این توجیه راه یک می شود. رد

فرض حال است. ناممکن دقت، یک با مشخص لحظه ای در ذره یک موقعیت و سرعت تعیین اصل،

بیان مختلف مکان دو در را ذره آن موقعیت به ترتیب، C و B گزاره های و ذره یک سرعت A گزارۀ کنید

فصلی گزارۀ مولفۀ دو از یک هر ولی باشد صادق می تواند A ∧ (B ∨ C) گزارۀ صورت، این در کنند.

باشند. کاذب می توانند (A ∧B) ∨ (A ∧ C)
١Hilary Putnam ٢Birkhoff



٧٠ طبیعی علوم و فلسفه با تقابل در ٧٠ریاضیات طبیعی علوم و فلسفه با تقابل در ٧٠ریاضیات طبیعی علوم و فلسفه با تقابل در ریاضیات

اشاره محمولی وجهی منطق عنوان با منطق از بخشی به کواین مشهور ایراد به بخش این ادامۀ در

است. □ ضرورت عملگر شامل هم و است سورها و منطقی ادات شامل هم که است منطقی این می کنیم.

می توان زمینه این در را او نظر خلاصۀ برد. سؤال زیر را منطق این اعتبار او فلسفی، کاملا ملاحظات بنابر

داد: توضیح است، ناپذیرفتنی اما درست به ظاهر استنتاج یک که زیر مثال با

منظومۀ سیارات تعداد ضرورتاً پس است. شمسی منظومۀ سیارات تعداد ٩ است. فرد عددی ٩ «ضرورتاً

است.» فرد عددی شمسی

خودِ لذا و استنتاج شکل این بنابراین است. کاذب آن نتیجۀ اما هستند، صادق بالا استنتاج مقدمات

به بارها هم کواین و است شده فراوانی بحث های موضوع این مورد در دارد. ایراد محمولی، وجهی منطق

.[١٩] است پرداخته آن

معاصر، شهیر منطق دان و فیلسوف کریپکی١، سول ابداعی معناشناسی که معتقدند بسیاری اینکه با

اهمیت از به صراحت کریپکی خودِ حتی اما است کرده رفع را موجود ابهامات از بسیاری وجهی منطق برای

شود.» فلسفه جایگزین نمی تواند «ریاضیات او، اعتقاد به می کند. دفاع مورد این در فلسفی دیدگاه های

که بالایی بیان قدرت به سبب و کرده فراوانی پیشرفت های روزها این محمولی وجهی منطق دیگر، سوی از

به عنوان حوزه این رشد جلوی نتوانسته کواین ایرادهای است. یافته رایانه علوم در بسیاری کاربردهای دارد،

را فوق مثال بتوان که نمی آید نظر به به علاوه، بگیرد. را متفاوت کاربردهای با ریاضی منطق از بخشی

شده منتشر اخیراً که است محمولی وجهی منطق زمینۀ در کتابی [١١] مرجع کرد. بازسازی ریاضیات در

 است.

ریاضی یقین و رایانه ای برهان های .٧

از ما منظور می پردازیم. رایانه ای مفصل محاسبات بر متکی برهان های موضوع به بخش این در

صرفاً برهان های می آیند. ریاضیدانان کمک به رایانه ها آنها در که است برهان هایی رایانه ای، برهان های

آشنایی برای دانست. آنها ذاتی محدودیت های با منطقی برهان های از خاص نوعی می توان را رایانه ای

بخوانید. را [١٧] و [١] ریاضی، برهان ِ مفهوم کلی تر به طور و موضوع این با اولیه

مواجه محاسبه پذیری نظریۀ در چرچ فرضیۀ مشابه پدیده ای با ریاضیات در که گفت می توان به طور کلی

انجام پذیر نیز تورینگ ماشین های توسط نهایت در الگوریتمی محاسبۀ نوع هر فرضیه، این بنابر هستیم.

را ریاضی برهان شهودی مفهوم مشابه به طور که است بوده این بر ریاضی منطق دانان تلاش بود. خواهد

است شده داده نشان آنها بودنِ هم ارز و شده اند معرفی زمینه این در اثباتی مختلف دستگاه های کنند. صوری

برهان های از گونه ای محض، رایانه ا    یِ برهان های کرد. برملا را آنها ضعف گودل ناتمامیت قضیه های اما
١Saul Kripke
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نیاز نیز کاربر همراهی به که باشند نوعی از اثبات ها این اگر هستند. مفصل تر بسیار ولی منطقی قاعده مند

ببرند. بهره هم شهود از یعنی کنند؛ عمل گودلی محدودیت های از فراتر بتوانند است ممکن باشد،

نقشی رایانه ها مثال، برای می کنند. ایفا ریاضیات در مهم نقشی رایانه بر متکی برهان های امروزه

که است نرم افزاری اساس بر رایانه یک کار کرده اند. ایفا رنگ چهار قدیمی بسیار حدس اثبات در اساسی

می دهد، انجام دهد، انجام باید که را کاری همان دقیقاً برنامه یک اینکه بررسی می شود. نوشته آن برای

دارد. اختصاص موضوع این به برنامه ها١ وارسی عنوان با رایانه علوم از مهم مبحثی نیست. ساده چندان

آنهایی مورد در ندارد. وجود وارسی کننده هایی چنین برنامه نویسی زبان های همۀ مورد در حاضر حال در البته

نیاز خود که می گیرد صورت دیگر برنامه های توسط معمولا وارسی کننده ها اعتبار بررسی دارد، وجود که هم

هم را رایانه ها سخت افزاری خطاهای احتمال موارد، این به دارند. عملکرد دقت بررسی و وارسی کردن به

مورد معادلۀ احتمالی جواب یک سخت افزاری، نقصی به علت محاسبه از مرحله ای در است ممکن بیفزایید.

بود. خواهد دشوار بسیار نیز خطاها نوع این تشخیص شود. گرفته نادیده بحث،

بسیار برهان های به آنها در که دارند وجود ریاضیات از بخش هایی رایانه ا ی، برهان های از صرف نظر

در خطا شدن گرفته احتمال و می شوند بررسی کمی عدۀ توسط تنها معمولا برهان ها این است. نیاز طولانی

مقاله های تصحیحات اعلام برای که هستند غلط نامه هایی شامل ریاضی پژوهشی مجلات است. زیاد آنها

کشف نشده که باشند هم بیشتری اشتباهات است ممکن شده اند. فراهم مجلات همان در قبلی چاپ شدۀ

در نیست. ساده  کاری اقلیدس، به سبک برهان ها پایان در می خواستیم» «همان که نوشتن دیگر مانده اند.

گذاشت نمایش به را آن بتوان که باشد آنچنان می بایست اقلیدس نظر از اثبات که می رسد نظر به واقع،

محاسبات بر متکی یا و طولانی برهان های دریابد. را آن فوراً بتواند (خواننده) بیننده که داشت انتظار و

بودنِ محتمل این که است این اصلی پرسش زمینه، این در ندارند. ویژگی ای چنین مسلماً رایانه ای، مفصل

بنیادی تفاوتی آیا که است این دیگر پرسش می شود؟ جمع ریاضیات قطعیت به اعتقاد با چگونه خطا،

دارد؟ وجود طولانی، بسیار اما دستی برهان های و رایانه ای برهان های بین

فلسفه، این مبنای بر است. ریاضی فلسفۀ در افلاطون گرایی ارکان از یک ریاضی، حقایق قطعیت

ما که نیست معنی این به لزوماً این اما دارند ویژگی هایی و دارند وجود بشر از مستقل ریاضی هویات

این از مرگ از پیش ما روح که بیندیشیم افلاطون مانند هرچند داریم. دسترسی آنی به طور حقایق این به

این اگر باشد. اشتباه با همراه است ممکن مجدد یادآوری فرآیند هم افلاطون خودِ نظر از دارد، اطلاع حقایق

بنابراین بدانیم. گوناگون حقایق میان پیوند بر قوی شواهدی را رایانه ای برهان های می توانیم بپذیریم، را

پرسش مورد در نیستند. ریاضی حقایق قطعیت نافی رایانه ای، برهان های گفت باید اول پرسش مورد در

با و هستند مرتبط قضیه های درستی بر شواهدی رایانه ای برهان های دارد. وجود مشابه  توضیحی هم دوم

١program verification



٧٢ طبیعی علوم و فلسفه با تقابل در ٧٢ریاضیات طبیعی علوم و فلسفه با تقابل در ٧٢ریاضیات طبیعی علوم و فلسفه با تقابل در ریاضیات

بودنِ دقیق اثبات می شوند. یقینی تر شواهد این نسل ها، گذشت با حتی و ریاضیدانان توسط بیشتر مرور

سرعت افزایش با باشد. نشده پیدا راهی هنوز شاید دیگر برخی مورد در و است ساده برنامه ها برخی اجرای

بسیار را سخت افزاری خطاهای بروز احتمال این، و است شده امکان پذیر محاسبات برخی تکرار رایانه ها،

می دهد. کاهش

بنیادی تفاوت های رایانه بر متکی برهان های «آیا که بر گردیم اصلی پرسش این به دوباره که دهید اجازه

واقع در آنها که بود خواهد معنی آن به این آیا پاسخ، بودن مثبت صورت در دارند؟» معمولی اثبات های با

غیاب در نگارنده، اعتقاد به شده ایم؟ وارد ریاضیات در تجربی شواهد دخالت دوران به آیا نیستند؟ برهان

است. ناممکن پرسش این به دادن جواب استاندارد، برهانِ  یک از جامع تعریفی

اول دستۀ است. برهان ها از متفاوتی گونه های به شدن قائل موجود، وضعیت توضیح برای راهی

قابل افراد از وسیعی گروه توسط نظر یک در که برهان هایی هستند. اقلیدس نظر مورد برهان های همان

آنها بررسی و هستند پیچیده و طولانی بسیار که می گیرند قرار برهان هایی دوم، دستۀ در هستند. درک

هنوز که است قضیه هایی برهان های شامل سوم دستۀ نیست. ناممکن اما است زمان بر متخصصان توسط

ناممکن دستی به صورت اخیر دستۀ اعضای بررسی است. نشده یافت آنها برای رایانه به نیاز بدون برهانی

برهان های که کرد توجه باید دارد. وجود نیز برهان ها دسته های این اعضای بین اساسی تفاوتی است.

بر متّکی است ممکن قضیه هر برهان آن، در که مواجه ایم پیچیده شبکۀ یک با ما و نیستند خطی ریاضی

مهم ترین معمولا ریاضیات عمیق تر قسمت های باشد. دیگر قضیه های از زیادی تعداد درستی پذیرش فرض

هستند. بودن، اشتباه به بخش ها مستعدترین عین حال در و قسمت ها

ترکیب هم با است ممکن ریاضیات گوناگون بخش های مختلف، قضیه های میان استنتاجی رابطۀ بجز

هستند. قبیل این از جبری هندسۀ یا جبری توپولوژی شوند. متولد جدید قضیه هایی و جدید نظریه ای و شوند

حتی دارند. بررسی به نیاز که می شوند معرفی یا خلق جدیدی ریاضی اشیای مختلف، نظریه های ترکیب با

منظور است. ریاضی قضیه های برخی درستی پذیرش بر مبتنی مطالعه، مورد جدید اشیای وجود فرض

تاریخی ارتباط اهمیت مورد، این در دیگر نکتۀ می کنند. اثبات یا توجیه را آنها وجودِ که است قضیه هایی

کل برای مبنایی آمد، به وجود میلادی بیستم قرن در که مجموعه ها اصل موضوعی نظریۀ مثال، برای است.

شد. گرفته نظر در ساله هزار چند سابقۀ با ریاضیات

ریاضیات در بودن عمیق .٨

ریاضیدانان می  پردازیم. ریاضی قضیه های عمق جالب موضوع به مختصر به طور پایانی، بخش این در

سطحی به قضیه ها برخی می دانند. دیگر قضیه های برخی از عمیق تر را آنها اثبات های و قضیه ها برخی

دارد؟ وجود آن مورد در عینی ملاکی ایا چیست؟ عمق ملاک که است این سؤال اما می شوند. متهم بودن
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نظر به تنها مفهوم این یا دارد وجود ریاضی عمق نام به چیزی ریاضیدانان، دیدگاه از مستقل آیا یعنی
وایلز١ اثبات که دارد وجود اعتقاد این مثال، برای ندارد؟ وجود آنها از مستقل و است وابسته ریاضیدانان

است استوار کنونی ریاضیات از متفاوتی بخش های بر اثبات این زیرا است، عمیق فرما٢ آخر قضیۀ برای

جدیدی بخش های آینده در که دارد وجود امکان این حال عین در است. عمق برای پذیرفتنی ملاکی این، و

آخر قضیۀ برای بخش ها این از یکی بر متکی تنها اثباتی باشند قادر ریاضیدانان و آیند به وجود ریاضیات از

مستقل به ظاهر که ریاضیات از بخشی دیگر، سوی از بود. خواهد نسبی عمق، بنابراین کنند. ارائه فرما

و بیشتر پژوهش های با و آینده در است ممکن است، برخوردار کمتری عمق از و است دیگر بخش های از

است. عمیق که شود معلوم جدید، کاربردهای و ارتباط ها کشف

باشد، قدیمی تر شاخه ای از مستقل می تواند ظاهری لحاظ از هرچند ریاضی جدید شاخۀ  یک به علاوه،

و منطق نمادیِ و صوری بررسی ایدۀ مثال، برای باشد. شده بنا اولیۀ آن ایده های اساس بر است ممکن

ظهور برای را زمینه به نوعی شد، ترکیب جبری قدیمی ترِ دیدگاه با بول٣ جرج توسط که هنگامی استنتاج

چنین تاریخی به لحاظ دانست، جبر از مستقل کاملا می توان را منطق هرچند کرد. فراهم جدید نمادی منطق

است. نبوده

همۀ مطلق، دانای دید از که کرد توجه و اندیشید افلاطون گرایانه می توان عمق، بودنِ عینی از دفاع در

یک ریاضیات، از بخشی هر نبودن یا بودن عمیق بنابراین و هستند آشکار پیشاپیش کاربردها و ارتباط ها

می توان است، کردن رد قابل غیر است، افلاطونی مفهومی عمق، که اعتقاد این هرچند است. عینی حقیقت

موکول و دارد را خود خاص کاربردهای ریاضیات، در عمق مفهوم حال هر به نیست. سودمند که گفت

متکی ملاک هایی با می بایست نمی کند. کمکی ریاضیات دربارۀ افلاطونی حقایق همۀ دانستن به آن کردن

موضوعی این کرد. تصمیم گیری ریاضیات مختلف بخش های نبودن یا بودن عمیق دربارۀ روز، دانش بر

آن دربارۀ باید می کنند، استفاده عالی ریاضیات از که دیگر علوم دانشمندان و ریاضیدانان خود که است

ریاضیات در عمق موضوع به ریاضی، فلسفۀ اختصاصی مجلۀ تنها اخیر شماره های از یکی بگیرند. تصمیم

.[١٠] است پرداخته

پایانی ملاحظات .٩

به حساس مقاطع در باید ریاضیدانان آیا چیست؟ مقاله این در ارائه شده تاریخی بررسی های نتیجۀ

خارج اظهارنظرهای به باید یا بگیرند نظر در را درون ریاضیاتی ملاحظات تنها و کنند اعتماد خود شهود

راه دو این از یکی که ندارد لزومی البته کنند؟ توجه نیز غیرریاضیاتی ملاک های یا و ریاضی جامعۀ از

ریاضیدانان شهود معمولا که می دهد نشان ریاضیات تاریخ بگیریم. پیش در را شاپیرو اشارۀ مورد افراطی
١Andrew Wiles ٢Pierre de Fermat ٣George Boole



٧۴ طبیعی علوم و فلسفه با تقابل در ٧۴ریاضیات طبیعی علوم و فلسفه با تقابل در ٧۴ریاضیات طبیعی علوم و فلسفه با تقابل در ریاضیات

با معاصر ریاضیات دیگر، سوی از است. کرده عمل درست مناسب، مسیر یافتن در حساس مقاطع در

نخواهد در منطقی استدلال های یا ریاضی محاسبات دل از آنها پاسخ می رسد نظر به که است مواجه مسائلی

در که ریاضیدانانی اولا که است شده باعث متفاوت بسیار مسیرهای در ریاضیات پیشرفت سرعت آمد.

که شود ایجاد پژوهشی  ای مسیرهای ثانیاً و کنند درک را یکدیگر آثار نتوانند می کنند، کار مجزا شاخه هایی

نظر اظهار ریاضیات، پیچیدگی های به توجه با که است درست باشند. ارزش و عمق فاقد برخی، اعتقاد به

چه جهت، همین به و نیست پذیرفتنی ریاضیدانان برای نبایدها، و بایدها تعیین و آن دربارۀ غیرمتخصصین

مختلف بخش های ارزش تعیین برای درون ریاضیاتی ملاک های مدی، همچون باید نخواهیم چه و بخواهیم

تنها ریاضیات مختلف بخش های اهمیت تعیین می رسد نظر به اما دهیم قرار اهمیت اول درجۀ در را آن

جدید فناوری های و علوم نیازهای نیست. ممکن بودن، ریاضیدان به دلیل صرفاً ریاضیدانان، به وسیلۀ

تعیین کننده  مهم موارد از مالی، پشتیبانی وجود ضرورت با همراه ریاضیات از جدید بخش هایی توسعۀ به

هستند.

بسیار آن نهایی نسخۀ آماده سازی و مقاله تایپ در بسیار کمک بابت منیری بهراد فرزندم از سپاسگزاری:
متشکرم. ویرایشی و نگارشی مفید پیشنهاد های بابت نیز مقاله محترم داور از سپاسگزارم.
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