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شارکوفسکی قضیۀ عکس
اکبری منیره و ربیعی مریم

چکیده
عدد هر به ازای می گوید که است شارکوفسکی قضیۀ عکس مطالعۀ مقاله، این هدف
دورۀ با تناوبی نقطه ای که دارد وجود حقیقی خط روی حقیقی پیوستۀ تابع p طبیعی
p از قبل شارکوفسکی ترتیبِ در که q طبیعی عدد هر به ازای ولی دارد p اولیۀ تناوب
ویژگی های مقاله، این در ندارد. q اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای باشد، شده ظاهر

می سازیم. آنها و می کنیم بررسی را تابع هایی چنین

سرآغاز .١
دورۀ دربارۀ مهم بسیار قضیه ای [٢٢] در ١٩۶۴ سال در شارکوفسکی١ میکولایویچ الکساندر
دیگری مقالۀ ١٩۶۵ سال در او کرد. ثابت حقیقی خط روی حقیقی پیوستۀ توابع تناوبی نقاط تناوب
به و بودند شده نوشته روسی زبان به مقاله دو هر بود. [٢٢] کامل کنندۀ به نوعی که کرد منتشر [٢٣]

ماندند. ناشناخته مدت ها تا دلیل، همین
صعودی ترتیبِ به ١ از بزرگتر فرد اعداد ابتدا که شده اند مرتب این گونه به طبیعی اعداد کنیم فرض
سطر در روند این ادامۀ با و اول سطر اعداد برابرِ ٢ دوم، سطر در سپس شده اند، نوشته اول سطر در
شده مرتب نزولی ترتیبِ به ٢ توان های نهایت در و باشند شده نوشته اول سطر اعداد برابرِ ٢l ،l+ ١
زیر در که طبیعی اعداد ترتیب این باشند. ترتیب این در اعداد آخرین ١ سپس و ٢ که به طوری باشند،

ساز. برابر دو تابع شارکوفسکی؛ قضیۀ تناوب؛ دورۀ اشتفان؛ دور شارکوفسکی؛ ترتیبِ کلیدی. کلمات و عبارات
١Alexander Mikolayevich Sharkovsky

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٩ ©
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می شود. نامیده شارکوفسکی١ ترتیبِ است، شده داده نشان
٣ ≻ ۵ ≻ ٧ ≻ · · · ≻ ٢n − ١ ≻ ٢n + ١ ≻ · · ·

٢ × ٣ ≻ ٢ × ۵ ≻ ٢ × ٧ ≻ · · · ≻ ٢ × (٢n − ١) ≻ ٢ × (٢n + ١) ≻ · · ·
٢٢ × ٣ ≻ ٢٢ × ۵ ≻ ٢٢ × ٧ ≻ · · · ≻ ٢٢ × (٢n − ١) ≻ ٢٢ × (٢n + ١) ≻ · · ·

· · · ≻ · · · ≻ · · · ≻ · · · ≻ · · · ≻ · · · ≻ · · ·
٢l × ٣ ≻ ٢l × ۵ ≻ ٢l × ٧ ≻ · · · ≻ ٢l × (٢n − ١) ≻ ٢l × (٢n + ١) ≻ · · ·

٢l+١ × ٣ ≻ ٢l+١ × ۵ ≻ ٢l+١ × ٧ ≻ · · · ≻ ٢l+١ × (٢n − ١) ≻ ٢l+١ × (٢n + ١) ≻ · · ·
· · · ≻ · · · ≻ · · · ≻ · · · ≻ · · · ≻ · · · ≻ · · ·
· · · ≻ ٢n+١ ≻ ٢n ≻ · · · ≻ · · · ≻ ٢٢ ≻ ٢١ ≻ ١

زیر بخش سه شامل شارکوفسکی کامل قضیۀ است. حقیقی خط یا بازه یک I کنیم فرض اکنون
است:

.q ≻ p که باشند طبیعی عدد دو p و q و باشد پیوسته تابعی f : I → I کنیم فرض .١ . ١ قضیه
با تناوبی نقطه ای آن گاه باشد، داشته q اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای f اگر صورت، این در

دارد. نیز p اولیۀ تناوب دورۀ
پیوستۀ حقیقی تابع صورت، این در .q ≻ p که باشند طبیعی عدد دو p و q کنیم فرض .١ . ٢ قضیه
با تناوبی نقطه ای هیچ اما دارد p اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای که دارد وجود f : I → I

ندارد. q اولیۀ تناوب دورۀ
،n ∈ N ∪ {٠} هر به ازای که به طوری دارد وجود f : I → I پیوستۀ حقیقی تابع .١ . ٣ قضیه

ندارد. دیگری تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ اما دارد ٢n اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای
را ١ . ٢ قضیۀ مقاله، این در شده ذکر استدلال های کرد. ثابت را ١ . ١ قضیۀ [٢٢] در شارکوفسکی
به زمینه، این در بیشتر اطلاعات کسب (برای کرد ثابت را ١ . ٣ قضیۀ [٢٣] در او می کند. ثابت نیز
عکس را ١ . ٣ و ١ . ٢ قضیه های و شارکوفسکی قضیۀ را ١ . ١ قضیۀ عموماً امروزه کنید). مراجعه [٢٠]

.[١٧ ،١٢] می دانند شارکوفسکی قضیۀ
سال از واقع، در شارکوفسکی قضیۀ به توجه بود. ناشناخته ١٩٧۵ سال تا شارکوفسکی قضیۀ
شارکوفسکی قضیۀ خاص حالت شامل که شد شروع [١٩] یورک و لی مقالۀ انتشار از بعد ١٩٧۵
مدتی نداشتند. اطلاع شارکوفسکی قضیۀ از آن، نوشتن زمان در مقاله نویسندگان هرچند است؛
با ملاقاتی طی آنجا در کرد. شرکت شرقی برلین در کنفرانسی در یورک ،[١٩] مقالۀ انتشار از پس
حقیقی بازه های روی پیوسته توابع تناوبی نقاط تناوب دوره های دربارۀ وی نتایج از شارکوفسکی،
تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای f حقیقی پیوستۀ تابع اگر که دادند نشان یورک و لی .[١١] شد مطلع
١Sharkovsky ordering
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دارد. n اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای ،n طبیعی عدد هر به ازای آن گاه باشد، داشته ٣ اولیۀ
از قبل ٣ عدد شارکوفسکی ترتیبِ در زیرا است، بدیهی شارکوفسکی قضیۀ از استفاده با مطلب این
شارکوفسکی قضیۀ از اثباتی یورک، و لی مقالۀ انتشار از بعد سال چند است. آمده دیگر طبیعی اعداد
همزمان تقریباً قضیه این از دیگری اثبات های سپس .[٢۵] گردید منتشر اشتفان١ توسط (١ . ١ (قضیۀ
مقالۀ کنید. مراجعه [٢۶] و [١٨] ،[١٠] ،[٩] به مثال، برای شد. منتشر زیادی ریاضیدانان توسط

.[٢۴] شد ترجمه انگلیسی زبان به ١٩٩۵ سال در [٢٢] شارکوفسکی
حقیقی خط روی تابع پیوستگی نتیجۀ که میانی مقدار قضیۀ از تنها شارکوفسکی قضیۀ اثبات در
روی است ممکن شارکوفسکی قضیۀ بنابراین می شود. استفاده است، کامل مرتب میدان یک که
ضابطۀ با واحد) (دایرۀ R/Z روی پیوسته تابعی f اگر مثال، برای نباشد. برقرار فضاها سایر
هستند، اول هم به نسبت و ناصفر صحیح اعداد q و p آن، در که باشد f(θ) = θ+ p

q (١ (پیمانۀ
نیز f پیوستگی شرط همچنین است. q آنها اولیۀ تناوب دورۀ و هستند تناوبی نقاط، همۀ آن گاه

ضابطۀ با f : [٠, ٣]→ [٠, ٣] تابع برای مثال، برای است. ضروری

f(x) =

x+ ١ ٠ ≤ x ≤ ٢
x− ٢ ٢ < x ≤ ٣

است. ٣ اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نهایتاً ٠ و هستند ٣ اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی ،٠ بجز نقاط همۀ
داشته تناوبی نقطۀ متناهی تعداد f حقیقی پیوستۀ تابع اگر شارکوفسکی، ترتیبِ به توجه با
قرار ترتیب شارکوفسکی، قضیۀ در همچنین است. ٢ از توان هایی نقاط، این تناوب دورۀ باشد،
همین است. مهم تناوبی) مدار نقاط جایگشت (چگونگی حقیقی خط روی تناوبی مدار نقاط گرفتن
.[٧ ،۶ ،۵ ،٣] است شده پیوسته تابع های تناوبی مدارهای با متناظر جایگشت های بررسی موجب امر
مشاهدۀ برای است. شده ترکیبیاتی دینامیک پیشرفت به منجر شارکوفسکی قضیۀ بررسی کلی، به طور
برای آن از تعمیمی مطالعۀ برای و [٢١] به توپولوژیک، فضاهای روی شارکوفسکی قضیۀ از تعمیمی
نشریۀ در شارکوفسکی قضیۀ دربارۀ متعددی مقاله های کنید. مراجعه [٢ ،١] به چندمقداری، توابع

.[٢٠ ،١۴ ،١٣ ،١١ ،۴] جمله از است؛ شده منتشر ٢ آمریکا ریاضی ماهنامۀ
برخی در ولی است گرفته قرار بررسی مورد نیز (١ . ٣ و ١ . ٢ (قضیه های شارکوفسکی قضیۀ عکس
این ما هدف مقاله، این در .[١٧ ،١۶ ،١٢] است نشده بیان اثبات، جزئیات از بعضی مراجع، از
حقیقی اعداد ترتیب نقش به تا کنیم بررسی کامل تر جزئیات با را شارکوفسکی قضیۀ عکس که است
آشنا گوناگون، تناوب دوره های با پیوسته توابع ساختن روش های با و کنیم أکید ت تابع پیوستگی و
١Štefan ٢The American Mathematical Monthly
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سپس و می پردازیم دسته هر ویژگی های بررسی و تناوب دوره های دسته بندی به منظور بدین شویم.
دوره های دسته بندی به توجه با می سازیم. را شارکوفسکی قضیۀ عکس در نظر مورد پیوستۀ توابع

می کنیم. استفاده ساز٢ برابر دو تابع و اشتفان١ دور مانند مفاهیمی از تناوب،
دسته بندی تناوب دوره های ٣ بخش در و می شود بیان نیاز مورد مقدماتی مفاهیم ٢ بخش در
مزیت اما [١١] دارد وجود شارکوفسکی قضیۀ عکس اثبات برای نیز دیگری روش های می شوند.
نقطه ای که ساخت گوناگونی تابع های می توان است. آن بودنِ ساختنی مقاله، این در گفته شده روش
همچنین ندارد. ٢n+١ اولیۀ تناوب دورۀ با نقطه ای هیچ ولی دارند ٣×٢ اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی
دورۀ برابرِ دو آن، تناوبی نقاط تناوب دورۀ که می شود ساخته تابعی ساز، برابر دو تابع از استفاده با
نیست به فرد منحصر ساز، برابر دو تابع ساختن روش چون است. شده داده تابع تناوبی نقاط تناوب

ساخت. ویژگی این با متعددی توابع می توان ،[١۵]

مقدماتی مفاهیم .٢
Of (x) = {x, f(x), . . . , fn(x), . . .} مجموعۀ .x ∈ X و f : X → X کنیم فرض
تناوبی۴ نقطۀ یک x نقطۀ می نامیم. f تحت x مدار٣ ،f ٠ = Id و fn = f ◦ fn−١ آن، در که را
x اولیۀ۵ تناوب دورۀ را ویژگی این با n کوچکترین .fn(x) = x اگر است n تناوب دورۀ با f
n-دور۶ یک یا x تناوبی نقطۀ مدار {x, f(x), . . . , fn−١(x)} مجموعۀ حالت، این در می نامیم.
آن مدار اگر می نامیم اشتفان دور یک را n فرد اولیۀ تناوب دورۀ با x تناوبی نقطۀ می شود. نامیده

ترتیبِ دارای
fn−١(x) < fn−٣(x) < · · · < f٢(x) < x < f(x) < f٣(x) < · · · < fn−٢(x)

ترتیبِ یا و
fn−٢(x) < · · · < f٣(x) < f(x) < x < f٢(x) < · · · < fn−٣(x) < fn−١(x)

با f تناوبی٨ نهایتاً نقطۀ یک را x می شود. نامیده f ثابت٧ نقطۀ ،x نقطۀ n = ١ اگر .[٨] باشد
تناوبی نقطه ای fk(x) ،k ≥ ١ یک به ازای ولی نباشد تناوبی x اگر می نامیم n اولیۀ تناوب دورۀ
آن گاه باشد، n تناوب دورۀ با f تناوبی نقطۀ یک x اگر که است بدیهی باشد. n اولیۀ تناوب دورۀ با
n اولیۀ تناوب دورۀ با f تناوبی نقطۀ یک x اگر همچنین است. x اولیۀ تناوب دورۀ از مضربی n
است. n اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای f t(x) ،١ ≤ t ≤ n− ١ ،t هر به ازای آن گاه باشد،

١Štefan cycle ٢doubling function ٣orbit ۴periodic point ۵prime period ۶n-cycle ٧fixed

point ٨eventually periodic
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.f(I) ⊇ I که به طوری باشد کراندار و بسته بازه ای I و پیوسته تابعی f گیریم .([١٢]) ٢ . ١ گزاره
دارد. I در ثابت نقطۀ یک دست کم f صورت، این در

که به طوری باشند کراندار و بسته بازه هایی J و I و پیوسته تابعی f کنیم فرض .([١٧]) ٢ . ٢ گزاره
.f(A) = J که به طوری است موجود A ⊆ I بستۀ بازۀ صورت، این در .f(I) ⊇ J

x 7→ y نماد از f(x) = y نمایش برای همچنین و I → J نماد از f(I) ⊇ J نمایش برای
می کنیم. استفاده

باشند کراندار و بسته بازه های ،١ ≤ i ≤ n ،Ii و پیوسته تابعی f کنیم فرض .([١٧]) ٢ . ٣ نتیجه
که به طوری

I١ → · · · → In → I١.

،١ ≤ j ≤ n−١ ،j هر به ازای که دارد وجود n تناوب دورۀ با x ∈ I١ تناوبی نقطۀ صورت، این در
.f j(x) ∈ Ij+١ داریم

شارکوفسکی قضیۀ عکس .٣
بررسی به p ∈ N برای نخست می پردازیم. شارکوفسکی قضیۀ عکس بررسی به بخش، این در
q هر به ازای ولی دارد p اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای که می پردازیم پیوسته ای تابع ویژگی های
است کافی شارکوفسکی، قضیۀ به توجه با ندارد. q اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای q ≻ p که

کنیم. دسته بندی زیر به صورت را تناوب دوره های
اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای که دارد وجود f پیوستۀ تابع ،n ≥ ٢ هر به ازای :١ حالت

ندارد؛ ٢n− ١ اولیۀ تناوب دورۀ با نقطه ای هیچ ولی دارد ٢n+ ١
اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای که دارد وجود f پیوستۀ تابع ،n ≥ ١ هر به ازای :٢ حالت

ندارد؛ ٢n+ ١ اولیۀ تناوب دورۀ با نقطه ای هیچ ولی دارد ٢× ٣
دورۀ با تناوبی نقطه ای که دارد وجود f پیوستۀ تابع ،l ≥ ١ هر و n ≥ ٢ هر به ازای :٣ حالت
٢l×(٢n−١) اولیۀ تناوب دورۀ با نقطه ای هیچ ولی دارد ٢l×(٢n+١) اولیۀ تناوب

ندارد؛
اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای که دارد وجود f پیوستۀ تابع ،l ≥ ١ هر به ازای :۴ حالت
٢l×(٢n+١) اولیۀ تناوب دورۀ با نقطه ای هیچ ،n ≥ ١ هر به ازای ولی دارد ٢l+٣×١

ندارد؛
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٢n اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای که دارد وجود f پیوستۀ تابع ،n ≥ ٠ هر به ازای :۵ حالت
ندارد؛ ٢n+١ اولیۀ تناوب دورۀ با نقطه ای هیچ ولی دارد

اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای ،m ≥ ٠ هر به ازای که دارد وجود f پیوستۀ تابع :۶ حالت
هر و l ≥ ٠ هر به ازای ٢l× (٢n+ ١) اولیۀ تناوب دورۀ با نقطه ای هیچ ولی دارد ٢m

ندارد. ،n ≥ ١

دورۀ با تناوبی نقطه ای f پیوستۀ تابع ،n ≥ ٢ به ازای می کنیم فرض .١ حالت بررسی .٣ . ١
این اعضای ندارد. ٢n − ١ اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه هیچ ولی دارد ٢n + ١ اولیۀ تناوب

به صورت صعودی ترتیبِ به را تناوبی مدار

x١ < x٢ < x٣ < · · · < x٢n+١

بزرگترین i می کنیم فرض .f(x٢n+١) < x٢n+١ و f(x١) > x١ که است روشن می کنیم. مرتب
داریم لذا .f(xi+١) < xi+١ بنابراین .f(xi) > xi که باشد اندیسی

f(xi+١) ≤ xi < xi+١ ≤ f(xi). (٣ . ١)

میانی، مقدار قضیۀ از استفاده با و (٣ . ١) به توجه با صورت، این در .I١ = [xi, xi+١] می دهیم قرار
داریم

I١ ⊆ [f(xi+١), f(xi)] ⊆ f [xi, xi+١] = f(I١). (٣ . ٢)

اتفاق هم زمان f(xi+١) = xi و f(xi) = xi+١ نیست، دو xi تناوب دورۀ چون .I١ → I١ لذا
f(I١) صورت، دو هر در که f(xi+١) < xi یا f(xi) > xi+١ داریم ،(٣ . ١) به توجه با نمی افتد.
دیگری بازۀ شامل f(I١) بنابراین است. xi+١ و xi از متمایز تناوبی مدار از دیگری نقطۀ شامل

صورت، این در می نامیم. I٢ را آن است. I١ از متمایز [xj , xj+١] به صورت

I١ ̸= I٢, f(I١) ⊃ I٢. (٣ . ٣)

که باشد [xj , xj+١] به صورت بازه هایی همۀ اجتماع C٢ می کنیم فرض و C١ = I١ می دهیم قرار
داریم ،(٣ . ٣) و (٣ . ٢) به توجه با پس است. آنها شامل f(C١)

I١ ∪ I٢ ⊆ C٢ ⊆ f(C١).



١٢١ شارکوفسکی قضیۀ ١٢١عکس شارکوفسکی قضیۀ ١٢١عکس شارکوفسکی قضیۀ عکس

که به طوری باشند شده ساخته Ck ،. . . ،C١ ،k ≥ ٢ به ازای می کنیم فرض
I١ ∪ I٢ ⊆ C٢ ⊆ · · · ⊆ Ck−١ ⊆ Ck ⊆ f(Ck−١). (۴ . ٣)

به صورت بازه ای تصویر زیرمجموعۀ که می گیریم [xj , xj+١] بازه های همۀ اجتماع را Ck+١ اکنون
لذا و Ck ⊆ f(Ck−١) ⊆ f(Ck) ،(۴ . ٣) بنابر هستند. [xl, xl+١] ⊆ Ck

Ck ⊆ Ck+١ ⊆ f(Ck).

،k ≥ ٢ ،Ck در [xj , xj+١] به صورت Ijk بازۀ هر برای Ckها، ساخت روش به توجه با به علاوه،
دنبالۀ

I١ → Ij٢ → · · · → Ijk−١ → Ijk

.Iji ⊆ Ci ،٢ ≤ i ≤ k به ازای که به طوری است موجود
.Cl = Cl+١ که به طوری دارد وجود l ≤ ٢n داریم، [xj , xj+١] به صورت بازه ٢n چون
طرف از بود. خواهد ٢n + ١ از کمتر x١ اولیۀ تناوب دورۀ اگرنه .Cl = [x١, x٢n+١] بنابراین
طرفِ دو در x١ مدار نقاط تعداد باشد، I١ میانی نقطۀ a اگر است، فرد عددی ٢n+ ١ چون دیگر،
که به طوری دارند وجود a طرف یک در xj+١ و xj متوالی نقطۀ دو بنابراین نیست. برابر هم با a
.It = [xj , xj+١] می دهیم قرار حالت، این در هستند. واقع a طرف دو در f(xj+١) و f(xj)

دنبالۀ بحث، این به توجه با .It → I١ لذا و f(It) ⊃ I١ بنابراین
I١ → I٢ → · · · → It → I١ (۵ . ٣)

کنیم فرض دارد. وجود
I١ → I٢ → · · · → It (۶ . ٣)

باشد. نشده ظاهر (۶ . ٣) دنبالۀ در ،k ≥ ١ ،Ik → · · · → Ik یعنی باشد؛ مینیمال١ دنبالۀ یک
دنباله آن جایگزین را Ik می توانیم دنباله ای چنین ظهور صورت در زیرا است، پذیر امکان فرض این
که می دهیم نشان اکنون .Ii ̸= Ij داریم (۵ . ٣) در i ̸= j و ١ ≤ i, j ≤ t که j و i برای کنیم.

دنبالۀ ،t < ٢n اگر حال .t ≤ ٢n که است روشن .t = ٢n
I١ → I٢ → · · · → It → I١ → I١ → · · · → I١︸ ︷︷ ︸

بار ٢n−t−١
١minimal sequence



اکبری منیره و ربیعی مریم اکبری١٢٢ منیره و ربیعی مریم اکبری١٢٢ منیره و ربیعی مریم ١٢٢

تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ یک وجودِ ،(۶ . ٣) دنبالۀ بودنِ مینیمال و ٢ . ٣ نتیجۀ از می گیریم. نظر در را
دنبالۀ بنابراین .t = ٢n پس است. تناقض که می شود حاصل ٢n− ١ اولیۀ

I١ → I٢ → · · · → I٢n−١ → I٢n → I١. (٣ . ٧)

دارند. وجود ١ ≤ j ≤ ٢n که [xj , xj+١] به شکل بازه های تمام آن، در که است مینیمال دنبالۀ یک
(شکل بیفتد اتفاق می تواند زیر حالت دو از یکی فقط نتیجه در است. I٢ و I١ شامل تنها f(I١) لذا

.(١

هم. کنارِ در I٢ و I١ گرفتن قرار ممکن ١.حالت های شکل

I٢؛ = [xi−١, xi] ،f(xi+١) = xi−١ ،f(xi) = xi+١ (i)
.I٢ = [xi+١, xi+٢] ،f(xi+١) = xi ،f(xi) = xi+٢ (ii)

باشد. برقرار (i) حالت می کنیم فرض داریم. اشتفان دور یک حالت، دو هر در می دهیم نشان ادامه در
٠ ≤ ℓ ≤ n− ١ به ازای که می دهیم نشان استقرا با می پذیرد. انجام مشابه به طور (ii) حالت بررسی

داریم
f(xi−ℓ) = xi+ℓ+١, f(xi+ℓ+١) = xi−ℓ−١,

I٢ℓ+١ = [xi+ℓ, xi+ℓ+١], I٢ℓ+٢ = [xi−ℓ−١, xi−ℓ].

٠ ≤ ℓ ≤ k− ١ به ازای روابط این گیریم است. برقرار ℓ = ٠ برای بالا روابط ،(i) حالت به توجه با
داریم ℓ = k − ١ برای به ویژه باشد. برقرار

f(xi−k+١) = xi+k, f(xi+k) = xi−k,

I٢k−١ = [xi+k−١, xi+k], I٢k = [xi−k, xi−k+١].



١٢٣ شارکوفسکی قضیۀ ١٢٣عکس شارکوفسکی قضیۀ ١٢٣عکس شارکوفسکی قضیۀ عکس

باید f(I٢k) ،٢n− ١ اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ وجود عدم و (٣ . ٧) بودنِ مینیمال به توجه با
باشیم داشته باید ،f(xi−k+١) = xi+k بنابر پس باشد. I٢k+١ شامل تنها
f(xi−k) = xi+k+١, I٢k+١ = [xi+k, xi+k+١].

داشته باید ،f(xi+k) = xi−k به توجه با که باشد I٢k+٢ شامل تنها باید f(I٢k+١) همچنین
باشیم

f(xi+k+١) = xi−k−١, I٢k+٢ = [xi−k−١, xi−k].

داریم ℓ = n− ١ به ازای بنابراین
f(xi−n+١) = xi+n, f(xi+n) = xi−n, (٣ . ٨)

I٢n−١ = [xi+n−١, xi+n], I٢n = [xi−n, xi−n+١]. (٣ . ٩)
نتیجه (٣ . ٩) با مقایسه از .I٢n = [x١, x٢] باید Ijها نامگذاری نحوۀ به توجه با دیگر، سوی از
و f(x٢) = x٢n+١ می آوریم به دست ،(٣ . ٨) در جایگذاری با و i − n = ١ که می گیریم

ترتیب، این به .f(x٢n+١) = x١

xn+١ 7→ xn+٢ 7→ xn 7→ xn+٣ 7→ xn−١ 7→ · · · 7→ x٢ 7→ x٢n+١ 7→ x١

توجه ببینید). را ٢ شکل n = ٣ (به ازای داریم اشتفان دور یک یعنی (x١)f؛ = xn+١ نتیجه در و

می دهد. نشان را اشتفان دور یک که n = ٣ حالت در x١ نقطۀ ٢.مدار شکل

داریم (ii) و (i) حالت دو هر در که کنید
f(I٢n) ⊇ I١ ∪ I٣ ∪ I۵ ∪ · · · ∪ I٢n−١.

دورۀ با تناوبی نقطۀ یک که می سازیم تابعی شده، ذکر مطالب به توجه با ،n ≥ ٢ فرض با اکنون
باشد. نداشته ٢n − ١ اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ ولی باشد داشته ٢n + ١ اولیۀ تناوب
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،٠ ≤ ℓ ≤ n− ١ به ازای می کنیم فرض
I٢ℓ+١ = [n+ ℓ+ ١, n+ ℓ+ ٢], I٢ℓ+٢ = [n− ℓ, n− ℓ+ ١].

تکه ای-خطی١ پیوستۀ تابع
f : [١, ٢n+ ١]→ [١, ٢n+ ١]

،٠ ≤ ℓ ≤ n− ١ به ازای که می کنیم تعریف گونه ای به را
f(n+ ١− ℓ) = n+ ℓ+ ٢, f(n+ ℓ+ ٢) = n− ℓ, f(١) = n+ ١

نتیجه در ببینید). را ٣ شکل n = ٣ حالت (در باشد پاره خط یک ،Ij زیربازۀ هر به f نمودار تحدید و

.n = ٣ به ازای f ٣.نمودار شکل

f(I١) = I١ ∪ I٢, (٣ . ١٠)

f(Ik) = Ik+١, ٢ ≤ k ≤ ٢n− ١, (٣ . ١١)

f(I٢n) =
n−١∪
ℓ=٠

I٢ℓ+١. (٣ . ١٢)

ساده ترین که پاره خط یک لزوماً نه باشد پیوسته زیربازه، هر به f نمودار تحدید است کافی که کنید توجه
با ندارد. ٢n − ١ اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ f که می دهیم نشان اکنون است. تعریف
دارای f ،٢ . ١ گزارۀ بنابر پس .f٢n−١(I١) =

∪٢n
i=١ Ii ⊇ I١ داریم ،(٣ . ١١) و (٣ . ١٠) از استفاده

١piecewise linear function



١٢۵ شارکوفسکی قضیۀ ١٢۵عکس شارکوفسکی قضیۀ ١٢۵عکس شارکوفسکی قضیۀ عکس

یک دارای f ،(٣ . ١٠) بنابر همچنین است. I١ در ٢n − ١ تناوب دورۀ با a مانند تناوبی نقطه ای
که Ij بازۀ هر روی f تابع طرفی، از .f٢n−١(b) = b بنابراین است. I١ در b مانند ثابت نقطۀ
و (٣ . ١٠) روابط به توجه با نتیجه در است. صعودی اکیداً I٢n روی و است نزولی اکیداً ،j ̸= ٢n
دارد، ثابت نقطۀ یک حداکثر نزولی اکیداً تابع هر چون است. نزولی اکیداً I١ روی f٢n−١ ،(٣ . ١١)
اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ I١ در f بنابراین است. ١ برابر a اولیۀ تناوب دورۀ پس .a = b

ندارد. ٢n− ١
یعنی باشد، I٢n در ٢n− ١ اولیۀ تناوب دورۀ با c مانند تناوبی نقطه ای دارای f گیریم حال

c = f٢n−١(c) ∈ I٢n. (٣ . ١٣)

می گیریم نتیجه ندارد، ٢n − ١ اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ I١ در f اینکه و (٣ . ١٢) به توجه با
f٢l−١(c) ∈

∪n−١
ℓ=١ I٢ℓ+١ رابطۀ می کنیم فرض ریاضی، به استقرای .f(c) ∈ ∪n−١

ℓ=١ I٢ℓ+١ که
و (٣ . ١١) از استفاده با بنابراین .f٢l(c) ∈

∪n
ℓ=٢ I٢ℓ که می گیریم نتیجه (٣ . ١١) از است. برقرار

با که f٢n−١(c) ∈
∪n−١

ℓ=١ I٢ℓ+١ به ویژه .f٢l+١(c) ∈
∪n−١

ℓ=١ I٢ℓ+١ می آوریم به دست (٣ . ١٢)
است. تناقض در (٣ . ١٣)

با تناوبی نقطۀ ،f٢n−k(Ik) = I٢n داریم ،٢ ≤ k ≤ ٢n− ١ هر برای ،(٣ . ١١) بنابر چون
تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای ساخته شده، تابع بنابراین ندارد. وجود نیز Ik در ٢n− ١ تناوب دورۀ

ندارد. ٢n− ١ اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ ولی دارد ٢n+ ١ اولیۀ

اولیۀ تناوب دورۀ با نقطه ای که می کنیم معرفی تابعی بخش، این در .٢ حالت بررسی .٣ . ٢
f کنیم فرض نخست نیست. ١ از بزرگتر فرد اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ دارای اما دارد ۶
از بزرگتر فرد اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ ولی دارد زوج اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای

به صورت تناوبی مدار این اعضای کنیم فرض و ندارد ١

x١ < x٢ < · · · < x٢n

i که می کنیم انتخاب گونه ای به را I١ = [xi, xi+١] ،٣ . ١ زیربخش بحث مشابه باشند. شده مرتب
a می کنیم فرض .I١ → I١ و f(xi+١) < xi+١ پس .f(xi) > xi که باشد اندیسی بزرگترین
تصاویر که به طوری باشند موجود a طرفِ یک در x١ مدار متوالی دونقطۀ اگر باشد. I١ میانی نقطۀ

مینیمال دنبالۀ گیرد، قرار a طرفِ دو در آنها

I١ → I٢ → · · · → It → I١ (١۴ . ٣)
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وگرنه (١۴ . ٣) دنبالۀ آن گاه باشد، فرد عددی t اگر صورت، این در می سازیم. ٣ . ١ زیربخش مشابۀ را
دنبالۀ

I١ → I٢ → · · · → It → I١ → I١ (١۵ . ٣)
است. تناقض که می کند تضمین را فرد اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ یک وجوِد

با تناوبی نقطۀ هیچ ولی دارد ۶ اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای که تابعی ۴.نمودار شکل
ندارد. ١ از بزرگتر فرد اولیۀ تناوب دورۀ

به علاوه، و I١ = [xn, xn+١] بنابراین هستند. مساوی a طرفِ دو در x١ مدار نقاط تعداد لذا
f({x١, . . . , xn}) = {xn+١, . . . , x٢n}.

نتیجه در
f({xn+١, . . . , x٢n}) = {x١, . . . , xn}.

دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ دارای اما دارد ۶ اولیۀ تناوب دورۀ با نقطه ای که تابعی تعریف برای بنابراین
باید نیست، ١ از بزرگتر فرد اولیۀ تناوب

.f({x١, x٢, x٣}) = {x۴, x۵, x۶} و f({x۴, x۵, x۶}) = {x١, x٢, x٣}

که می کنیم تعریف گونه ای به را f : [١, ۶]→ [١, ۶] تابع اساس، این بر
f(١) = ۶, f(٢) = ۵, f(٣) = ۴, f(۴) = ١, f(۵) = ٣, f(۶) = ٢ (١۶ . ٣)

اینکه به توجه با .(۴ (شکل باشد پاره خط یک [i, i+ ١] بازۀ در f نمودار و
f([١, ٣]) = [۴, ۶], f([۴, ۶]) = [١, ٣],



١٢٧ شارکوفسکی قضیۀ ١٢٧عکس شارکوفسکی قضیۀ ١٢٧عکس شارکوفسکی قضیۀ عکس

مدار لذا .(f |[٣,۴])′ = −٣ به علاوه، ندارد. فرد تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ [١, ٣] ∪ [۴, ۶] در f
به مجدداً هیچ گاه و می شود خارج بازه این از نهایتاً ثابت) نقطۀ (به استثنای [٣, ۴] در واقع نقطۀ هر
f لذا نیست. ١ از بزرگتر تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ دارای [٣, ۴] بازۀ در f پس برنمی گردد. آن

ندارد. ١ از بزرگتر فرد اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ اما دارد ۶ اولیۀ تناوب دورۀ با نقطه ای
{١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶} که ویژگی این با دیگری تابع هر نیست. یگانه (١۶ . ٣) در شده تعریف تابع
می تواند f ({۴, ۵, ۶}) = {١, ٢, ٣} و f ({١, ٢, ٣}) = {۴, ۵, ۶} دهد، ۶-دور یک تشکیل

۶-دور مثال، برای شود. گرفته نظر در
٣ 7→ ۴ 7→ ٢ 7→ ۵ 7→ ١ 7→ ۶ 7→ ٣

۶-دور یا و
۴ 7→ ٣ 7→ ۵ 7→ ٢ 7→ ۶ 7→ ١ 7→ ۴

گرفت. نظر در می توان را نیز

باشد. پیوسته تابعی f : [٠, ١] → [٠, ١] کنیم فرض .۵ و ۴ ،٣ های حالت بررسی .٣ . ٣
است، f تناوبی نقاط تناوب دورۀ برابرِ دو آن تناوبی نقاط تناوب دورۀ که F تابع معرفی به ابتدا

.(۵ (شکل می کنیم تعریف زیر به صورت و می نامیم «f سازِ برابر «دو را F تابع می پردازیم.

F (x) =


١٣f(٣x) + ٢٣ ٠ ≤ x ≤ ١٣
−٣F ( ١٣)(x− ٢٣) ١٣ ≤ x ≤ ٢٣
x− ٢٣ ٢٣ ≤ x ≤ ١

(٣ . ١٧)

می دهد. نشان را آن سازِ برابر دو چپ سمت و f نمودار راست ۵.سمت شکل
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که کنید توجه

F ([٠, ١
٣ ]) ⊆ [

٢
٣ , ١], F ([

٢
٣ , ١]) = [٠, ١

٣ ] (٣ . ١٨)

از نهایتاً ثابت) نقطۀ (به استثنای [ ١٣ , ٢٣ ] در واقع نقطۀ هر مدار لذا .
∣∣∣∣(F |[ ١

٣ ,
٢
٣ ]

)′
∣∣∣∣ ≥ ٢ به علاوه، و

از بزرگتر تناوب دورۀ با تناوبی نقاط پس برنمی گردد. آن به مجدداً هیچ گاه و می شود خارج بازه این
با است. زوج عددی آنها تناوب دورۀ و دارند قرار [٠, ١٣ ] ∪ [٢٣ , ١] در وجود، صورت در ،F تابع ١
برابر دو تحت x٣ مدار و f تحت x مدار بین رابطۀ که زیر لم ریاضی، استقرای و (٣ . ١٧) از استفاده

می شود. نتیجه می دهد، نشان را آن سازِ

باشد. f سازِ برابر دو F کنیم فرض و باشد پیوسته تابعی f : [٠, ١]→ [٠, ١] کنیم فرض .٣ . ١ لم
صورت، این در

Fn(
x

٣ ) =


١٣f
n+١

٢ (x) + ٢٣ است فرد nعددی
١٣f

n
٢ (x) است زوج nعددی

می آوریم. به دست را زیر نتیجۀ ،F ٢n(x٣ ) = ١٣fn(x) می دهد نشان که ٣ . ١ لم به توجه با

تابع تناوبی نقطۀ x٣ اگر تنها و اگر است n تناوب دورۀ با f تابع تناوبی نقطۀ x نقطۀ .٣ . ٢ نتیجه
باشد. ٢n تناوب دورۀ با آن سازِ برابر دو

حاصل می رود، به کار ۶ حالت بررسی برای ۴ . ٣ زیربخش در که نیز زیر نتیجۀ ،٣ . ١ لم از استفاده با
می شود.

دو G و f سازِ برابر دو F و باشند [٠, ١] به [٠, ١] از پیوسته توابعی g و f کنیم فرض .٣ . ٣ نتیجه
.OF (

x٣ ) = OG(
x٣ ) داریم آن گاه ،Of (x) = Og(x) اگر باشد. g سازِ برابر

می پردازیم. ۵ و ۴ ،٣ حالت های بررسی به بالا، مطالب به توجه با اکنون
تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای که ساختیم پیوسته تابعی ٣ . ١ زیربخش در :٣ حالت بررسی
برابر دو ساختن بار l با ندارد. ٢n−١ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ ولی دارد ٢n+١
٢l×(٢n+١)تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای که می آید به دست پیوسته تابعی تابع، این سازِ

ندارد. ٢l × (٢n− ١) تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ ولی دارد
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دورۀ با تناوبی نقطه ای که کردیم معرفی پیوسته تابعی ٣ . ٢ زیربخش در :۴ حالت بررسی
با ندارد. n ∈ N هر به ازای ٢n+ ١ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ ولی دارد ۶ تناوب
دورۀ با تناوبی ای نقطه که می آید به دست پیوسته تابعی تابع، این سازِ برابر دو ساختن بار l
٢l× (٢n+ تناوب(١ دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ ولی دارد ٢l×۶ = ٢l+٣×١ تناوب

ندارد.
پیوستۀ تابع هر یا همانی تابع f : [٠, ١] → [٠, ١] می کنیم فرض :۵ حالت بررسی
ترتیب بدین می آوریم. به دست بار n را f سازِ برابر دو باشد. دیگری پوشای و صعودی
تناوبی نقطۀ هیچ ولی دارد ٢n اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای که می آید به دست تابعی

ندارد. ٢n+١ اولیۀ تناوب دورۀ با
،m ≥ ٠ هر به ازای که می کنیم معرفی پیوسته تابعی بخش، این در .۶ حالت بررسی .۴ . ٣
٢l × (٢n+ ١) اولیۀ تناوب دورۀ با نقطه ای هیچ ولی دارد ٢m اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطه ای

ندارد. ،n ≥ ١ هر و l ≥ ٠ هر به ازای
آن، در که را (Fn)n≥١ دنبالۀ باشد. همانی تابع F٠ : [٠, ١] → [٠, ١] کنیم فرض نخست
.(۶ (شکل می گیریم نظر در است، Fn سازِ برابر دو Fn+١ ،n ≥ ١ به ازای و F٠ سازِ برابر دو F١
ثابت سپس است. حد دارای نتیجه در و است یکنواخت-کُشی١ دنبالۀ یک دنباله این که می دهیم نشان

دارد. را نظر مورد ویژگی های حدی، تابع این می کنیم

F٣ و F٢ ، F١ توابع نمودار به ترتیب، چپ به راست ۶.از شکل

صورت، این در است. شده تعریف بالا در که باشد دنباله ای (Fn)n≥١ کنیم فرض .۴ . ٣ لم
Fn(x)؛ = Fm(x) آن گاه ،x ∈ [ ٢٣m , ١] و n ≥ m ≥ ١ اگر (الف)

.|Fn(x)− Fm(x)| ≤ ١٣m آن گاه ،x ∈ [٠, ١] و n ≥ m ≥ ١ اگر (ب)
١uniformly Cauchy sequence



اکبری منیره و ربیعی مریم اکبری١٣٠ منیره و ربیعی مریم اکبری١٣٠ منیره و ربیعی مریم ١٣٠

داریم n ≥ ١ به ازای که کنید توجه ابتدا (الف) اثبات.

Fn(x) =


١٣Fn−١(٣x) + ٢٣ ٠ ≤ x ≤ ١٣
−٣Fn(

١٣)(x− ٢٣) ١٣ ≤ x ≤ ٢٣
x− ٢٣ ٢٣ ≤ x ≤ ١

(٣ . ١٩)

است. برقرار m = ١ به ازای لم پس .Fn = F١ داریم ،[٢٣ , ١] بازۀ روی n ≥ ١ هر به ازای پس
این در .x ∈ [ ٢

٣m+١ , ١] و n ≥ m + ١ و باشد برقرار n ≥ m که n هر به ازای لم می کنیم فرض
به دست ،Fn−١ = Fm داریم [ ٢٣m , ١] روی اینکه به توجه با و (٣ . ١٩) از .n− ١ ≥ m صورت،

می آوریم

Fn(x) =



١٣Fn−١(٣x) + ٢٣ ٠ ≤ x ≤ ٢
٣m+١

١٣Fm(٣x) + ٢٣ ٢
٣m+١ ≤ x ≤ ١٣

−٣Fn(
١٣)(x− ٢٣) ١٣ ≤ x ≤ ٢٣

x− ٢٣ ٢٣ ≤ x ≤ ١

(٣ . ٢٠)

رابطۀ جایگذاری با .Fn(
١٣) = ١٣Fn−(١)١ + ٢٣ = ١٣Fm(١) + ٢٣ = Fm+١( ١٣) همچنین

که می گیریم نتیجه ،Fm+١ تعریف از استفاده و (٣ . ٢٠) در اخیر

Fn(x) =


١٣Fn−١(٣x) + ٢٣ ٠ ≤ x ≤ ٢

٣m+١

Fm+١(x) ٢
٣m+١ ≤ x ≤ ١

(٣ . ٢١)

می شود. ثابت لم اول قسمت بنابراین
،n ≥ ١ به ازای که می دهیم نشان استقرا با ابتدا لم، دوم قسمت اثبات برای (ب)

|Fn(x)− Fn−١(x)| ≤
٢
٣n . (٣ . ٢٢)

داریم n = ١ به ازای ،(٣ . ١٩) از استفاده با

|F١(x)− F٠(x)| = |F١(x)− x| ≤ ٢
٣
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لم، اول قسمت به توجه با ،n ≥ ٢ به ازای همچنین و

|Fn(x)− Fn−١(x)| =


١٣ |Fn−١(٣x)− Fn−٢(٣x)| ٠ ≤ x ≤ ١٣
٣|Fn(

١٣)− Fn−١( ١٣)||x− ٢٣ | ١٣ ≤ x ≤ ٢٣
٠ ٢٣ ≤ x ≤ ١

اینکه و استقرا فرض از استفاده با اکنون
|Fn(

١
٣)− Fn−١(

١
٣)| =

١
٣ |Fn−(١)١− Fn−(١)٢| ≤ ٢

٣n ,
می آوریم به دست n ≥ m ≥ ١ برای ،(٣ . ٢٢) به کمک حال می شود. ثابت (٣ . ٢٢)

|Fn(x)− Fm(x)| ≤
n−١∑
i=m

|Fi(x)− Fi+١(x)| ≤
n−١∑
i=m

٢
٣i+١ ≤

١
٣m .

□ می شود. ثابت نیز لم دوم قسمت ترتیب، این به
نتیجه در و است یکنواخت-همگرا١ پیوسته، توابع از (Fn)n≥١ دنبالۀ که می دهد نشان ۴ . ٣ لم
دوره های همۀ دارای f که می دهیم نشان ادامه در است. پیوسته تابعی و موجود f = limn→∞ Fn

نیست. دیگری تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ دارای و است ،m ≥ ٠ ،٢m به صورت اولیه تناوب
،۴ . ٣ لم اول قسمت بنابر پس است، F٢ ثابت نقطۀ x = ٧١۵ چون Fnها، ساختن روش به توجه با
[ ٢
٣٢ , ١] بازۀ در x = ٧١۵ که کنید توجه است. Fnها همۀ ثابت نقطۀ x = ٧١۵ نقطۀ ،n ≥ ٢ به ازای

برای ٢١ اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ x = ٧١۵×٣ ،٣ . ٣ و ٣ . ٢ نتایج به توجه با دارد. قرار
نتایج و ریاضی استقرای از استفاده .OFn(

٧١۵×٣) = OF٣(
٧١۵×٣) و است ،n ≥ ٣ به ازای Fnها

به ازای Fnها برای ٢k اولیۀ تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ x = ٧
١۵×٣k که می دهد نشان ،٣ . ٣ و ٣ . ٢

همۀ دارای f = limn→∞ Fn پس .OFn(
٧

١۵×٣k ) = OFk+٢(
٧

١۵×٣k ) و است n ≥ k + ٢
است. ٢m به صورت تناوب دوره های

کنیم فرض نیست. دیگری تناوب دورۀ با تناوبی نقطۀ هیچ دارای f که می دهیم نشان اکنون
،fk(x٠) ̸= ٠ ،١ ≤ k ≤ l هر برای صورت، این در نباشد. ٢ℓ به صورت l و f l(x٠) = x٠
٠ اگر بنابراین است. برابر خودش با f سازِ برابر دو که می دهد نشان ٣ . ١٩ رابطۀ از حدگیری زیرا
اولیۀ تناوب دورۀ با f تناوبی نقطۀ باید ٠ آن گاه باشد، l ≥ ١ اولیۀ تناوب دورۀ با f تناوبی نقطۀ
این بودن متناهی به توجه با بگیرید. نظر در را f تحت x٠ مدار حال است. تناقض که باشد نیز ٢l
که به طوری می کنیم اختیار بزرگ کافی اندازۀ به را n هستند، ناصفر همگی آن اعضای اینکه و مدار
١uniformly convergent
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یک که است Fn تناوبی نقطۀ x٠ پس ،f = Fn داریم [ ٢٣n , ١] روی چون .Of (x٠) ⊂ [ ٢٣n , ١]
f تناوبی نقاط تناوب دورۀ بنابراین هستند. ٢n به صورت فقط Fn تناوبی نقاط زیرا است، تناقض

است. ٢m به صورت فقط
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