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متناهی سادۀ گروه های رده بندی تا گروه ها نظریۀ تکامل سیر
درفشه محمدرضا

چکیده
در گروه مفهوم است. جبر شاخه های کاربردی ترین و بنیادی ترین از یکی گروه ها نظریۀ
از آمد. به وجود جبری معادلات حل یعنی ریاضی مسائل قدیمی ترین از یکی حل فرآیند
هر که است گروه ها نمایش نظریۀ و جایگشتی گروه های گروه ها، نظریۀ شاخه های مهم ترین
نظریۀ کنونی پژوهش های مرکز در ساده گروه های هستند. فعالی پژوهشی شاخه های دو،
مشابه سؤال هایی به متناهی گروه های دربارۀ عمیق سؤال های از بسیاری دارد. قرار گروه ها
سادۀ گروه های رده بندی که است اینجا و می شود منجر ساده تقریباً یا ساده گروه های دربارۀ
گروه ها، نظریۀ تکامل بررسی ضمن کرده ایم سعی نوشته، این در می کند. پیدا کاربرد متناهی

بپردازیم. آن کاربرد و متناهی سادۀ گروه های رده بندی مسئلۀ به

سرآغاز .١
که است ریاضی نظریه های جمله از بود، آن واضع لاگرانژ) و کُشی (همچنین گالوا که گروه ها «نظریۀ
کرد، روشن کاملا را جبری معادلات موضوع آنکه بر علاوه نظریه این است. ربار پ حیرت انگیزی به طور
نیست ممکن من برای شک، بدون داد. بیستم قرن فیزیکدانان دست به قوی و خوب بسیار وسیله ای
آن، از گذشته و است مشکل و قدغن کیمیاگران، رموز همچون آن به ورود که کنم علمی وارد را شما که
شما به موضوع از واضح تری تصور ساده، مثال یک اما است مجرد و خشک عادی غیر به طور موضوع
تصور به است، نهان آن داخل در که را بی مانندی ثروت های معبر، این آستانۀ از می توانید و داد خواهد
عظیم آن ارزش هم باز بود، جبری معادلات حل به محدود فقط گروه ها نظریۀ کاربرد مورد اگر درآورید.
جبر مورد در را گروه ها نظریۀ گالوا است. این از بیشتر به مراتب آن، اهمیت و وسعت اما می نمود مهم و
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٩ ©

١٣۵
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کرد وارد دیفرانسیل حساب در را آن لی سوفوس داد، قرار استفاده مورد هندسه در را آن کلاین برد، به کار
هندسه و جبر به منحصر گروه ها نظریۀ موضوع [١] گرفتند.» بهره آن از نظریاتشان در نظری فیزیکدانان و
و دارد قرار ریاضیات مدخل در امروزه گروه ها نظریۀ بلکه نیست، دیفرانسیل حساب و نظری فیزیک و
بیاموزد را آن باید ناگزیر باشد، داشته عمیق مطالعه فنی و علمی رشته های از یکی در بخواهد که کس هر

.[١] دهد قرار استفاده مورد و
آن مطالب بیشتر و کرد پیدا ادامه بیستم قرن تا و شد آغاز م. ١٧٧٠ سال از گروه ها نظریۀ شکل گیری
ظهور مجردسازی، دقیق، اثبات های ارائۀ در می توان را توسعه این علل عمده ترین یافت. توسعه ١٩ قرن در
چندجمله ای معادلات حل مطالعۀ عمدتاً جبر هجدهم، قرن اواخر حدود تا دانست. موضوعی اصل روش
انتقال این و شد تبدیل اصل موضوعی روش به مجرد دستگاه های مطالعۀ به جبر بیستم، قرن در اما بود
پدید نوزدهم قرن در را مجرد دستگاه های جدید، به اصطلاح جبرِ به چندجمله ای، معادلات کلاسیک جبرِ از
فضاهای و ناجابه جایی حلقه های هیأت ها، جابه جایی، حلقه های ساختار گروه ها، نظریۀ بر علاوه آورد.
رشد آن، با تداخل در هم گاهی و گروه ها نظریۀ موازات به این ها همۀ و نهادند وجود عرصه به پا نیز برداری
نظریۀ از مخلوطی گروه نمایش نظریۀ است؛ هیأت ها و گروه ها نظریۀ دو هر از مخلوطی گالوا نظریۀ کردند.

است. جبرخطی و ناجابه جایی جبر گروه ها،
کرد: ذکر می توان زیر به ترتیبِ را آنها آورندۀ پدید نام با همراه گروه ها نظریۀ تکامل در عمده منبع چهار
(لی آنالیز و م.) ١٨٧۴ (کلاین هندسه م.)، ١٨٠١ (گاوس اعداد نظریۀ م.)، ١٧٧٠ (لاگرانژ کلاسیک جبر

می شود. اشاره فوق موارد از یک هر به به اختصار ادامه در ١٨٧۶م.). کلاین و پوآنکاره م.، ١٨٧۴

روش با چگونه که می دانستند بابلی ها میلاد، از پیش سال ١۶٠٠ حدود در کلاسیک. جبر .١ . ١
درجه چهار و درجه سه معادلات حل برای جبری روش های و کنند حل را درجه دو معادلۀ مربع، کردنِ کامل
لاگرانژ که بود درجه پنج معادلۀ حل بعد، قرن دو برای اصلی مسائل از یکی شد. ارائه م. ١۵۴٠ در حدوداً
چندجمله ای معادلۀ یک حل میان پیوندی بار، نخستین برای تا کرد مطرح م. ١٧٧٠ سال به مقاله ای در
سنگ معادله، یک ریشه های جایگشت های مطالعۀ واقع، در کند. برقرار آن ریشه های جایگشت های و
ریشه دارای معادله هر آیا اینکه: قبیل از سؤالاتی بود. جبری معادلات برای لاگرانژ عمومی نظریۀ بنای
سال مقالۀ در شد. مطرح نیز منفی اند؟ یا مثبت مختلط، حقیقی، ریشه ها آیا دارد؟ ریشه چند است؟
که پیشین شناخته شدۀ روش های ابتدا او کرد. درجه پنج معادلۀ حل وقف را خود تلاش لاگرانژ م.، ١٧٧٠
ارائه درجه چهار و درجه سه معادلات حل دربارۀ دیگران و دکارت اویلر، چون شاخصی ریاضیدانان توسط
معادلات به معادلاتی چنین تحویل روش ها، این اشتراک نقطۀ که نمود مشاهده و کرد مطالعه بود، شده
لاگرانژ اینکه وجود با است. اصلی معادلات درجۀ از کمتر درجه شان کمکی معادلات چنین است. کمکی
بار نخستین گردید. مهم پژوهش هایی سنگ بنای او روش  نشد، موفق درجه پنج معادلۀ حل پذیریِ مسئلۀ در
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صحبتی هرچند گردید. مطرح آن ریشه های جایگشت و درجه پنج معادلۀ حل بین تناظری لاگرانژ، اثر در
در گروه ها نظریۀ روح که گفت می توان نیست، او کار در جایگشت ها ترکیب نظیر جایگشتی محاسبات از

است. داشته حضور کارش

منتشر م. ١٨٠١ سال در را آن گاوس که حسابی تحقیقات معروف کتاب در اعداد. نظریۀ .١ . ٢
اینکه بدون دانست متناهی آبلی گروه های نظریۀ مبتکر را گاوس می توان که می شود دیده مطالبی کرد،
صحیح اعداد جمعی گروه از عبارت اند گروه ها این باشد. کرده استفاده گروه ها نظریۀ متداول تعاریف از
هم ارزی رده  های گروه ،m پیمانۀ به هستند اول m به نسبت که صحیح اعداد ضربی گروه ،m پیمانۀ به
فرض اول عدد یک p اگر که داد نشان گاوس مثال، برای واحد. nاُم ریشه های گروه و درجه دو فرم های
همگی می شود، داده نمایش Z∗

p با که ناصفر و p پیمانۀ به صحیح اعداد مجموعۀ عضوهای آن گاه شود،
گروه این مولدهای تعداد گاوس به علاوه است. دوری Z∗

p گروه یعنی است، واحد عدد یک از توانی مساوی
p− ١ عدد عضو، هر مرتبۀ که داد نشان و کرد تعریف را عضو مرتبۀ او ،Z∗

p از عضو هر برای کرد. معین را
می کند. عاد را

با صحیح اعداد نمایش مسئلۀ می دهند. دوری گروه تشکیل واحد، nاُم ریشه های که داد نشان گاوس
ax٢+bxy+cy٢ به شکل فرمی درجه دو، دوتایی فرم یک برمی گردد. فرما زمان به درجه دو دوتایی فرم های
و می کند تعریف ترکیب قانون فرم ها این همۀ مجموعۀ روی گاوس صحیح اند. اعداد c و b ،a که است
وجود عضو هر وارون و خنثی عضو همچنین است، جابه جایی و شرکت پذیر قانون این که می دهد نشان
که کرد تصریح نمی توان این، وجود با می نماید. بررسی را آبلی گروه ویژگی های همۀ ترتیب، این به دارد.

است. کرده درک را مجرد آبلی گروه حتی یا مجرد گروه مفهوم گاوس

برنامه به و کرد اعلام ارلانگن دانشگاه در م. ١٨٧٢ سال در کلاین که برنامه ای در هندسه. .١ . ٣
آن، از پس نمود. رده بندی تبدیلات، گروه تحت پایاها مطالعۀ به عنوان را هندسه شد، معروف ارلانگن
هندسه های و بیضوی گروه هذلولوی، گروه تشابهات، گروه صلب، حرکات گروه تصویری، گروه مانند گروه هایی
جدید هندسه های بود. هندسه در انفجارآمیز رشدی شاهد نوزدهم قرن آمد. پدید گروه ها، این به وابسته
هندسۀ و -بعدی n هندسۀ جبری، هندسۀ دیفرانسیل، هندسۀ نااقلیدسی، هندسۀ تصویری، هندسۀ مانند
روش های و متفاوت هندسه های این درونی پیوند عمدۀ مسئلۀ قرن، اواسط در آمد. به وجود گراسمانی
شد شکل هایی ویژگی های مطالعۀ بر أکید ت با هندسی روابط مطالعۀ به منجر این، که شد مطرح هندسی
گوناگونی انواع ترتیب، این به شد. آغاز نیز تبدیلات خودِ مطالعۀ به زودی می مانند. پایا تبدیلات تحت که
قرار بحث مورد تبدیلات، این بین منطقی ارتباط نتیجه در شد. تخصصی مطالعات موضوع تبدیلات، از
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کلاین، ارلانگن برنامۀ ریاضیدانان، عقیدۀ به انجامید. کلاین گروهی نظریۀ هم نهادی به سرانجام، و گرفت

است. داشته گروهی نظریۀ سوی و سمت به صراحت

که چیزی کرد، معرفی را پیوسته تبدیلات گروه عمومی نظریۀ لی م. ١٨٧۴ سال در آنالیز. .۴ . ١
را آنچه و است گالوا و آبل دنباله روی که می کرد فکر لی واقع، در می شود. نامیده لی گروه اساساً امروزه
سپس او پژوهش های دادند. انجام جبری معادلات دربارۀ آنها که می دهد انجام دیفرانسیل معادلات دربارۀ
و باشند پایا پیوسته گروه یک تحت که یافت سوق کلی حالت در دیفرانسیل معادلات مطالعۀ سمت به
اینکه وجود با آورد. به دست معادلات این حل برای نتایجی گروه ها، این معلوم ویژگی های مطالعۀ از سپس
این صورت بندی در او پژوهش های نبود، موفق دیفرانسیل معادلات گالوای نظریۀ به دادنِ شکل در لی

کرد. ایفا اساس نقشی نظریه

گروه ها نظریۀ در مجردسازی .٢
را گروه ها نظریۀ دربارۀ خود پژوهش های لاگرانژ م. ١٧٧٠ سال در که زمانی از پس سال صد تقریباً
از مجرد تعریف اولین مقالاتش از یکی در کیلی م. ١٨۵۴ سال در آمد. وجود به مجرد گروه مفهوم کرد، آغاز
و جایگشت ها کواترنیون ها، کردمانند ارائه گروه از متعدد مثال هایی سپس و داد ارائه را متناهی گروه یک
گروه یک از زیرگروهی با مجرد گروه هر که داد نشان او می شوند. ظاهر بیضوی توابع نظریۀ در که گروه هایی
یک ضرب جدول همچنین است. معروف کیلی قضیۀ عنوان با امروزه که چیزی است؛ یکریخت جایگشتی
می شود. معین کاملا خود، ضرب جدول داشتن با متناهی گروه هر داد نشان و کرد تعریف را متناهی گروه
گروه مجردسازیِ هرچند ساخت. مشخص کاملا یکریختی، تقریب با را ۶ و ۴ مرتبۀ از گروه ها همۀ سپس
مورد تعریفی چنین بعد، سال ٢۵ تقریباً نکرد، جلب خود به را کسی توجه خودش زمان در کیلی توسط
مجردِ تعریف از استفاده با گروه دربارۀ مقاله چهار م. ١٨٧٨ سال در که بود کیلی خودِ و گرفت قرار توجه
مجرد تعریف که دیگری ریاضیدان کرد. طرح را داده شده مرتبۀ از گروه های یافتن مسئلۀ او نوشت. آن
نمود. تعریف روابط و مولدها توسط را گروه که بود دیک فون داد، ارائه را نامتناهی چه و متناهی چه گروه
(n رتبۀ از آزاد (گروه ساخت را مولد n با آزاد گروه او می شود. نامیده گروه نمایۀ یک صورت بندی، چنین

است. متناهی رتبۀ از آزاد گروه یک همریخت تصویر تولیدشده، متناهیاً گروه هر که داد نشان و
می توان م. ١٩٢٠ سال حدود در و یافت بیشتری استحکام بعد، سال چهل تا سی طی گروه مجرد نظریۀ
از: عبارت اند آنها از تعدادی که است یافته انشعاب جدیدتری شاخه های به گروه ها نظریۀ که کرد مشاهده
شرایط از استفاده با نامتناهی گروه های به متناهی گروه های نظریۀ از نتایج توسیع متناهی، گروه های نظریۀ
گروه ها، توسیع نظریۀ نامتناهی، آبلی گروه های نظریۀ گروه ها)، ترکیبیاتی (نظریۀ گروه ها نمایۀ متناهی گونه،
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و نمایش نظریۀ و پیوسته گروه های به گروه ها نمایش نظریۀ توسیع توپولوژیک، گروه های جبری، گروه های
متناهی. گروه های سرشت

متناهی سادۀ گروه های .٣
ساده گروه های همۀ یافتن متناهی، گروه های نظریۀ در اصلی مسائل از یکی شد، ذکر که همان طور
کنیم فرض اکنون باشند. G و {e}نرمالش زیرگروه های تنها اگر می نامیم ساده را G نابدیهی گروه است.
زیرنرمال سری یک باشد. G در H زیرگروه بودن نرمال نمایانگر H ⊴G و است متناهی گروه یک G

:G زیرگروه های از زیر دنبالۀ از است عبارت G برای
{e} = G٠ ⊴G١ ⊴ · · ·⊴Gn = G

بالا سری که کنید توجه .{Gi+١/Gi | ٠ ⩽ i < n} از است عبارت سری عامل های خانوادۀ و
عامل های اگر تنها و اگر دهیم) قرار Gi+١ و Gi بین اضافی زیرگروه نمی توانیم (یعنی است ماکسیمال

داریم و می شود نامیده ترکیبی سری ماکسیمال، سری باشند. ساده گروه های سری،
عامل های خانوادۀ و هستند مساوی طول برایGدارای ترکیبی سری های همۀ (ژُردان-هولدر). ٣ . ١ قضیه

است. یکریخت ساده شان
G یکریختی، تقریب با عامل ها این Gمی نامیم. ترکیبی عامل های را ترکیبی سری در ساده عامل های
همانند نقشی دارای ساده گروه های بنابراین دارند. G ساختار بر کنترل کننده نقش اما نمی سازند معین را
می نامند. متناهی گروه های ساختمانی آجرهای را ساده گروه های لذا و هستند اعداد نظریۀ در اول اعداد

کرد: زیر مسئلۀ دو حل به منوط را متناهی گروه های ساختن می توان
کنید. معین را متناهی سادۀ گروه های همۀ رده بندی. مسئلۀ

را H نرمال زیرگروه با G متناهی گروه های همۀ گروه باشند. دو B و A کنیم فرض توسیع. مسئلۀ
است. B توسط A از توسیعی G گوییم صورت این در .G/H ∼= B و H ∼= A که کنید رده بندی

این حل به بستگی G متناهی گروه ساختار اما است. دشوار مسئله ای کلی حالت در توسیع مسئلۀ
ساده گروه های G٢/G١ و G١ که می شود دیده بگیریم، نظر در را G برای ترکیبی سری اگر دارد. مسئله
به بستگی G٢ ساختار لذا است. B توسط G١ از توسیعی G٢ آن گاه ،G٢/G١ = B اگر لذا و هستند
گروه های از دنباله ای توسیع G که می شود دیده به استقرا دارد. B سادۀ گروه توسط G١ سادۀ گروه توسیع
گروه ساختار شود، حل ساده گروه های برای توسیع مسئلۀ اگر بنابراین است. ساده گروه های توسط ساده
١٩٨١ سال در می شود. معلوم اینجا از متناهی سادۀ گروه های رده بندی مسئلۀ اهمیت می گردد. معین G

است: شده ثابت زیر به ترتیبِ رده بندی قضیۀ که شد اعلام م.



درفشه محمدرضا درفشه١۴٠ محمدرضا درفشه١۴٠ محمدرضا ١۴٠
یکریخت زیر گروه های از یکی با متناهی سادۀ گروه هر متناهی). سادۀ گروه های (رده بندی ٣ . ٢ قضیه

است:
اول؛ عددی مرتبۀ از گروهی (١)

متناوب؛ گروه (٢)
،E٧(q) ،E۶(q) ،Dn(q) ،Cn(q) ،Bn(q) ،An(q) لی: نوع از کلاسیک گروه های (٣)

است؛ اول عدد یک از توانی q و مثبت صحیح عدد یک n که G٢(q) ،F۴(q) ،E٨(q)
،٢F۴(q) ،٢G٢(q) ،٢D۴(q) ،٢Dn(q) ،٢Bn(q) ،٢An(q) لی: نوع از استثنایی گروه های (٣’)

٢E۶(q)؛
،He ،Hs ،J۴ ،J٣ ،J٢ ،J١ ،M٢۴ ،M٢٣ ،M٢٢ ،M١٢ ،M١١ پراکنده: گروه ٢۶ از یکی (۴)
،F٢ ،F٣ ،F۵ ،Fi٢۴ ،Fi٢٣ ،Fi٢٢ ،Co٣ ،Co٢ ،Co١ ،O′N ،Ru ،Ly ،Suz ،Mc

.F١

اعداد تعداد چون است. اول عددی p که هستند Zp دوری گروه های همان ،١ در معرفی شده گروه های
عبارت ،٢ در شده عنوان گروه های است. نامتناهی عددی گروه هایی چنین تعداد است، نامتناهی اول
می شود. داده نمایش An با که ،n ≥ ۵ ،Sn متقارن گروه در زوج جایگشت های همۀ مجموعۀ از است
می شود اطلاق گروهی به پراکنده سادۀ گروه دارد. وجود ،n ≥ ۵ ،An ساده گروه نامتناهی تعداد بنابراین
دارد وجود پراکنده سادۀ گروه ٢۶ تنها که است شده ثابت نگنجد. گروه ها از نامتناهی خانوادۀ هیچ در که

مرتبۀ از هیولا نام به گروهی آنها بزرگترین و ٧٩٢٠ مرتبۀ از M١١ ماتیو گروه آنها کوچکترین که
٨٠٨٠١٧۴٢۴٧٩۴۵١٢٨٧۵٨٨۶۴۵٩٩٠۴٩۶١٧١٠٧۵٧٠٠۵٧۵۴٣۶٨٠٠٠٠٠٠٠٠٠

گروه های از نامتناهی خانوادۀ ١۶ در گروه ها این می شوند: تعریف چنین لی نوع از ساده گروه های است.
دارند. بستگی است، برداری فضای یک بعد که n عدد و عضو q با F میدان یک به که می شوند واقع ساده

می کنیم. اجتناب آنها مجدد توضیح از و شده اند تشریح [٣] مرجع در به تفصیل گروه ها این
را متناهی سادۀ گروه های رده بندی به منجر تاریخی سیر خط و کلی سرخط های که مایلیم اینجا در
را جایگشتی گروه های او و شد معرفی گالوا توسط نرمال زیرگروه م. ١٨٣٢ سال در کنیم. بیان مختصراً
م. ١٨٧٠ سال در ژُردان توسط جایگشتی گروه های صریح معرفی اما کرد وارد خود پژوهشی کارهای در
روی ٢ بعد در خاص تصویری گروه های و ،n ⩾ ۵ ،An متناوب گروه های کرد ثابت که گرفت صورت
می دارد بیان که شد ارائه م. ١٨٧٢ سال در سیلو مشهور حکم های هستند. ساده اول، مرتبۀ از میدان های
عدد از توانی مرتبۀ از زیرگروهی دارای شود، عاد p مانند اولی عدد توسط مرتبه اش که متناهی گروه هر
و شد ثابت جایگشتی گروه های برای بار، نخستین حکم این البته می کند؛ عاد را گروه مرتبۀ که است p



١۴١ متناهی سادۀ گروه های رده بندی تا گروه ها نظریۀ تکامل ١۴١سیر متناهی سادۀ گروه های رده بندی تا گروه ها نظریۀ تکامل ١۴١سیر متناهی سادۀ گروه های رده بندی تا گروه ها نظریۀ تکامل سیر

که ماتیو گروه های از بودند عبارت پراکنده سادۀ گروه های اولین شد. داده تعمیم دلخواه گروه های به سپس
لی نوع از ساده گروه چند م. ١٩٠١-١٩٠٣ زمانی فاصلۀ در شدند. ظاهر م. ١٨٧٣ تا ١٨۶١ سال های در
گروه های جدید خانوادۀ ساختن به منجر ،١٩۵٠ دهۀ در شواله اساسی کار اما گردید کشف دیکسون توسط
گروه های از الهام با لی نوع از استثنایی و کلاسیک گروه های متحد و سازمان یافته مطالعۀ و لی نوع از ساده
استثنایی لی گروه های ساختار مورد در استاینبرگ پژوهش های م. ١٩۵٩ سال در شد. پیوسته لی سادۀ
توسط ساده گروه های از جدیدی خانوادۀ کشف آن، پیرو و نداشتند نظیری پیوسته گروه های در که پیچیده
و کرد ثابت م. ١٩۶٢ سال در را آن تامپسون که برنساید حدسیۀ اما شد. انجام ری و سوزوکی استاینبرگ،
می شود محسوب متناهی سادۀ گروه های رده بندی در مهم گامی است، حل پذیر فرد مرتبۀ از گروه هر می گفت
گروه ماتیو، سادۀ گروه های کشف از پس قرن یک کرد). دریافت فیلدز مدال کار، این برای (تامپسون
از عضوی که گردیدند کشف متعددی سادۀ گروه های سپس و شد کشف م. ١٩۶۶ سال در J١ یانکو سادۀ
پراکنده گروه م.آخرین ١٩٧۵ سال در سرانجام اینکه تا نبودند ساده گروه های از شناخته شده ای خانواده هیچ
سال در متناهی، سادۀ گروه های رده بندی قضیۀ اعلام می شود. داده نمایش J۴ با که شد کشف یانکو توسط

گرفت. صورت گرنشتاین توسط م. ١٩٧٩
یک F کنید فرض می کنیم. تعریف را مشخص گروه دو بعدی، بخش در خواننده کار راحتی برای
خودریختی σp که Aut(F ) = ⟨σp⟩ می دانیم است. اول عدد یک p که است عضو pf با متناهی میدان
روی n بعد با برداری فضای یک V کنیم فرض است. ،x ∈ F ،σp(x) = xp ضابطه با فروبنیوس
زیرگروه و می دهد را GLn(V ) عام خطی گروه تشکیل V وارون پذیر خطی تبدیلات گروه است. F میدان
T : V −→ V خطی تبدیل می دهیم. نمایش SLn(F ) با را ١ دترمینان با خطی تبدیلات از متشکل آن

،λ ∈ F هر و x, y ∈ V هر برای اگر می نامیم شبه خطی را

T (x+ y) = T (x) + T (y), T (λx) = σ(λ)x

ΓLn(F ) با را V وارون پذیر شبه خطی تبدیلات مجموعۀ است. F میدان از خودریختی یک σ آن، در که
آن خارج قسمتی گروه و است آن نرمال زیرگروه GLn(F ) و می دهد گروه یک تشکیل که می دهیم نمایش

.f |GLn(F )| با است برابر ΓLn(F ) مرتبۀ بنابراین است. یکریخت Aut(F ) با

کاربردها .۴
ریاضیات دستاوردهای بزرگترین از یکی ریاضیدانان، عقیدۀ به متناهی سادۀ گروه های رده بندی قضیۀ
دارد طولانی و مشکل اثباتی اما ساده بیانی که است این قضیه این ویژگی های از است. بیستم قرن در



درفشه محمدرضا درفشه١۴٢ محمدرضا درفشه١۴٢ محمدرضا ١۴٢

با که نتایجی از برخی زیر در است. وسیعی و ساده کاربردهای دارای و مجلات) از صفحه ١۵٠٠٠ (تقریباً
می آوریم. است، شده ثابت رده بندی قضیۀ از استفاده

می شود؛ تولید عضو دو با متناهی، سادۀ ناآبلی گروه هر ■
Aut(G) خودریختی هایGبا گروه است. حل پذیر ساده، گروه هر خارجی خودریختی های گروه ■
Out(G) = Aut(G)

Inn(G) و می شود داده نمایش Inn(G) با آن داخلی خوریختی های گروه و
می شود؛ نامیده G خارجی خودریختی های گروه

ندارد؛ وجود متقارن گروه و متناوب گروه بجز ۶-انتقالی جایگشتی گروه هیچ ■
مثال، برای دارد. وجود n مرتبۀ از نایکریخت سادۀ گروه دو حداکثر n طبیعی عدد هر به ازای ■

کرد. اشاره PSL٣(۴) و A٨ گروه دو به می توان
است؛ جابه جاگر یک ناآبلی، متناهی سادۀ گروه یک از عضو هر ■

از عضوی دارای عضو، یک از بیش با متناهی مجموعۀ یک روی انتقالی جایگشتی گروه هر ■
نمی دارد؛ نگه ثابت را Ω از عضوی هیچ که است اول عدد یک از توانی مرتبۀ

است؛ مشخص کاملا G ساختار آن گاه باشد، دوانتقالی گروه یک G اگر ■
است؛ مشخص کاملا G ساختار آن گاه باشد، ٣ رتبۀ از انتقالی جایگشتی گروه یک G اگر ■

حدسیه این می شود. حل G گروه در xn = ١ جواب های تعداد دربارۀ فروبنیوس حدسیۀ ■
اندازه آن گاه شود، فرض G مرتبۀ مقسوم علیه یک n و متناهی گروه یک G اگر می گوید

است؛ n از مضربی {g ∈ G|gn = ١} مجموعۀ
f(x)− g(y) که باشند C[x] در تجزیه ناپذیر ثابت غیر چندجمله ای های g و f کنیم فرض ■
و a, b ∈ C آن، در که g(x) = f(ax + b) یا آن وقت است. تحویل پذیر C[x, y] در
تجزیه ناپذیر f(x) ∈ C[x] اینجا (در deg f = deg g = ٧, ١١, ١٣, ١۵, ٢١, ٣١ یا
آن گاه ،f١(x), f٢(x) ∈ C[x] ،f(x) = f١(f٢(x)) اگر که صورتی در می شود نامیده

i)؛ = ١, ٢ باشد، یک fi(x)ها از یکی درجۀ
گروه های و متناوب متقارن، گروه های از عبارت اند چهارانتقالی جایگشتی گروه های تنها ■

M٢۴؛ و M٢٣ ، M١٢ ،M١١ متناوب
زیرگروه یک PSL٢(p) صورت، این در .p > ٢٣ و است اول عدد یک p کنیم فرض ■

است؛ Ap+١ متناوب گروه از ماکسیمال
f(x) = xp+axk+ b کنیم فرض .١ ≤ k ≤ p− ١ و است اول عدد یک p کنیم فرض ■
از یکی صورت، این در است. Q روی f(x) گالوای گروه G و است تحویل ناپذیر Q روی

است: برقرار زیر حالات



١۴٣ متناهی سادۀ گروه های رده بندی تا گروه ها نظریۀ تکامل ١۴٣سیر متناهی سادۀ گروه های رده بندی تا گروه ها نظریۀ تکامل ١۴٣سیر متناهی سادۀ گروه های رده بندی تا گروه ها نظریۀ تکامل سیر

است. حل پذیر G (آ)
است. یکریخت Sp یا Ap با G (ب)
.G = PSL(٧)٢ و p = ٧ (ج)

است. یکریخت M١١ ماتیو گروه یا G = PSL(١١)٢ با G و p = ١١ (د)
(٢e)SL٢؛ ⊆ G ⊆ ΓL(٢e) و p = ١ + ٢e > ۵ (ھ)

صورت، این در .p٢ ∤ |G| و است اول عدد یک p است، متناهی گروه یک G کنیم فرض ■
دارد؛ وجود G در p-مکمل ها از تزویج ردۀ دو حداکثر

.p٢ ∤ |Aut(G)| آن گاه باشد، p مرتبۀ از p-زیرگروه سیلو با ساده گروه یک G اگر ■
G و p = ۵ آن گاه باشد، حرف ٢p روی انتقالی دو غیر و اولیه جایگشتی گروه یک G اگر ■

است؛ یکریخت S۵ یا A۵ گروه های از یکی با
آن گاه باشد، G متناهی گروه زیرگروه های از زنجیر یک طول بزرگترین l(G) اگر ■

l(Sn) = [(٣n− ٢/(١]− b(n)

است؛ ٢ پایۀ در n عدد نمایش در ١ها تعداد b(n) آن، در که
است. ۶ حداکثر متناهی، گروه هر اول گراف همبندی مؤلفه های تعداد ■

زیادی تعداد پژوهش های حاصل می شود، تولید عضو دو با متناهی سادۀ ناآبلی گروه هر اینکه اثبات
سادۀ گروه های رده بندی قضیۀ از استفاده با که است صورت این به اثبات روش است. ریاضیدانان از
ثابت خاص، گروه آن برای گزاره و می شود مرتبط قضیه در فهرست شده موارد از یکی به G گروه متناهی،

می شود.
سال در حدسیه این است. جابه جاگر یک متناهی، سادۀ گروه یک از عضو هر می گوید اور حدسیۀ
-٢ جایگشتی گروه های ساختار شد. ثابت متناهی سادۀ گروه های رده بندی قضیۀ از استفاده با م. ٢٠١٠
٢-انتقالی، گروه هر سوکل١ که است چنین متناهی، سادۀ گروه های رده بندی قضیۀ از استفاده با انتقالی
رده بندی بین مستقیم ارتباطی ترتیب، این به و است اولیه سادۀ گروه یک اینکه یا است مقدماتی آبلی یا
که می شود ثابت می گردد. ایجاد متناهی سادۀ گروه های رده بندی قضیۀ و ٢-انتقالی جایگشتی گروه های
نیز ٢-انتقالی پراکندۀ اصطلاحاً گروه ده به علاوه، دارد. وجود ٢-انتقالی گروه های از نامتناهی خانوادۀ ٨

دارد. وجود
است. حل پذیر گروهی Aut(G)

Inn(G) آن گاه باشد، متناهی سادۀ گروه یک G اگر می گوید شرایر حدسیۀ
به ویژه می شود. ثابت متناهی سادۀ گروه های رده بندی قضیۀ از استفاده با G ساختار دانستن با حدسیه این
معین گونه این هستند، n طول به دوری دارای که حرف n روی G ٢-انتقالی غیرحل پذیر گروه های ساختار
١socle



درفشه محمدرضا درفشه١۴۴ محمدرضا درفشه١۴۴ محمدرضا ١۴۴
است: یکریخت زیر گروه های از یکی با G که می شود

M٢٣,M١١, PSL(١١)٢
.PSLk(q) ≤ G ≤ PΓLk(q) اینکه یا

f(x) که کرد بررسی می توان می پردازیم. Q روی f(x) = xp + axk + p گالوای گروه  به اکنون
گروه یک می دهیم، نمایش G با که Q روی f(x) گالوای گروه و است حقیقی ریشۀ ٣ دارای حداکثر
می دارد. نگه ثابت را حرف سه حداکثر که است ٢ مرتبۀ از عضوی دارای که است حرف p روی جایگشتی
G برای ممکن ساختار ٢-انتقالی، گروه های رده بندی از است، ٢-انتقالی حرف، p روی G که آنجا از

می گردد. معین
است گرافی می شود، داده نمایش Γ(G) با که G اول گراف است. متناهی گروه یک G کنیم فرض
اگر متصل اند هم به q و p متمایز رأس دو و می کنند عاد را G مرتبۀ که هستند اولی اعداد آن رئوس که
مسائل دربارۀ پژوهش هایی با رابطه در اول گراف مفهوم باشد. pq مرتبۀ از عضوی دارای G اگر وتنها
نیست همبند Γ(G) که شد ثابت شد. مطرح متناهی گروه های صحیح نمایش های با مرتبط کوهومولوژی
دربارۀ ریاضیدانان از شماری کار حاصل باشد. تجزیه پذیر مدول، به عنوان G وابستۀ ایده آل اگر تنها و اگر
Γ(G) که شد چنین متناهی سادۀ گروه های رده بندی قضیۀ از استفاده با Γ(G) همبندی مؤلفه های تعداد
نظریۀ در اخیر پژوهش های در فراوانی کاربردهای مهم، نتیجۀ این است. همبندی مؤلفۀ ۶ حداکثر دارای

است. داشته گروه ها

و خواندند را دست نوشته این اولیۀ متن دقت کمال با که محترمی داوران از بدین وسیله سپاسگزاری:
می کنم. تشکر شد، مقاله نگارش بهبود به منجر که کردند ارائه ارزنده ای پیشنهادات
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