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یافته ها و پرسش ها ناافزا: نگاشته های ثابت نقطۀ نظریۀ
هرندی امینی علیرضا

چکیده
اثبات در متری ثابت نقطۀ نظریۀ از کاربردهایی به اختصار نخست توصیفی، مقالۀ این در
اساسی پرسش های از برخی به سپس می کنیم. بیان را گوناگون معادلات برای جواب وجود
آمده به دست  یافته های مهم ترین از پاره ای و می پردازیم ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ نظریۀ

می کنیم. بیان گذشته قرن نیم طی را پژوهشی حوزۀ این در

سرآغاز .١
نگاشت برای ثابت١ نقطۀ یک را x ∈ X نقطۀ باشد. متری فضای یک (X, d) کنیم فرض
و دیفرانسیلی معادله های جبری، معادله های از بسیاری جواب .Tx = x اگر گوییم T : X → X

.[٢۶ ،٢٢] دانست مناسب متری فضای یک بر نگاشت یک ثابت نقطۀ می توان را انتگرالی معادله های
را ثابت نقطۀ یک وجود که T : X → X نگاشت بر یا و X متری فضای بر شرایطی یافتن این رو از

دارد. اهمیت کند، تضمین T برای
نقطۀ قضیۀ باناخ سال، این در دانست. متری ثابت نقطۀ نظریۀ پیدایش سال می توان را ١٩٢٢ سال
و است غیر  خطی آنالیز در کارا ابزاری که کرد ثابت متری فضای یک در انقباضی نگاشت های برای ثابتی
نظریۀ در نتایج نخستین ١٩۶۵ سال است. شده داده قضیه این از بسیاری کاربر دهای و تعمیم ها تا کنون
بررسی به که متری ثابت نقطۀ نظریۀ از پژوهشی حوزۀ این آمدند. به دست ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ
نیم از بیش دارد. باناخ فضاهای هندسۀ با تنگاتنگ ارتباطی می پردازد، ناافزا نگاشت های ثابت نقاط وجود

بازتابی. باناخ فضای بهنجار؛ ساختار ثابت؛ نقطۀ ویژگی ناافزا؛ نگاشت ثابت؛ نقطۀ کلیدی. کلمات و عبارات
١fixed point
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ارتباط و پرداخته اند ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ نظریۀ در پژوهش به بسیاری ریاضیدان های که است قرن
زیادی پژوهش های کرده اند. بررسی فضا هندسی ویژگی های سایر با را باناخ فضای یک ثابت نقطۀ ویژگی
است دهه دو حدود مانده اند. پاسخ بدون بسیاری پرسش های هنوز چراکه است، انجام حال در زمینه این در
نگاشت های و انقباضی گون نگاشت های ثابت نقطۀ نظریۀ در پژوهش به ریاضیدان هایی نیز ایران در که
مهم پرسش های با را ایرانی توانمند و جوان ریاضیدان های مقاله، این که داریم امید پرداخته اند. ناافزا

کند. کمک ژرف و اصیل پژوهش های انجام به و آشنا پژوهش از حوزه این حل نشدۀ
وجود اثبات در آن از کاربردهایی به سپس و بیان را باناخ انقباضی قضیۀ نخست اول، بخش در
یک از زیرمجموعه یک تقریبی ثابت نقطۀ ویژگی دوم، بخش در می کنیم. اشاره گوناگون معادله های جواب
محدب و  بسته ناتهی، زیرمجمو   عه های همۀ از توصیفی و معرفی را ناافزا نگاشت های برای باناخ فضای
ثابت نقطۀ و ثابت نقطۀ ویژگی های سوم، بخش در می کنیم. ارائه را ویژگی این با باناخ فضای یک از
آنها به مربوط حل نشدۀ پرسش های و می کنیم معرفی را ناافزا نگاشت های برای باناخ فضای یک ضعیف
نقطۀ قضیه و معرفی را باناخ فضای یک بهنجار ساختار مفهوم چهارم، بخش در کرد. خواهیم بررسی را
هستند، بهنجار ساختار مستلزم که باناخ فضای یک هندسی شرایط برخی به و می کنیم بیان را کرک ثابت
کافی شرایط برخی نیستند، بهنجار ساختار دارای که باناخی فضاهای در پنجم، بخش در پرداخت. خواهیم
فضا بودنِ بازتابی بین ارتباط ششم، بخش در شد. خواهند بازگو فضا ضعیف ثابت نقطۀ ویژگی برای
تحت فضا ثابت نقطۀ ویژگی پایداریِ مسئلۀ به هفتم، بخش در می کنیم. بررسی را ثابت نقطۀ ویژگی و
نگاشت های ثابت نقطۀ ویژگی واکاویِ به پایانی، بخش در سرانجام و می        پردازیم مجدد نرم گذاری یک

کرد. خواهیم مطرح را حل نشده پرسش هایی و پرداخت خواهیم چند مقداری
این و می نامند باناخ١ انقباضی قضیۀ را آن اغلب که آورد به دست را زیر قضیۀ ١٩٢٢ سال در باناخ

است. غیر خطی آنالیز در ثابت نقطۀ قضیۀ کاربردترین) (پر مهم ترین

باشد نگاشتی T : X → X و کامل متری فضای یک (X, d) کنیم فرض (باناخ،١٩٢٢). ١ . ١ قضیه
که

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) ∀ x, y ∈ X

و است x ∈ X یکتای ثابت نقطۀ دارای T صورت، این در است. ثابتی عدد ٠ ≤ k < ١ آن، در که
این، بر افزون است. همگرا x به ،n ∈ N ،xn = Tnx با تعریف شده {xn} دنبالۀ x ∈ X هر برای

.d(xn, x) ≤ kn١−kd(x, Tx) داریم n ∈ N هر برای
١Banach contraction principle



١۵٩ ناافزا نگاشت های ثابت ١۵٩نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت ١۵٩نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ

یک را آن (که k < ١ لیپ شیتس ثابت با T : X → X لیپ شیتسی نگاشت هر دیگر، بیان به
دلخواه دقت هر با می توان را ثابت نقطۀ این و است یکتایی ثابت نقطۀ دارای می نامیم)، انقباضی نگاشت
کاربردهای مطالعۀ برای می کنیم. بیان را باناخ انقباضی قضیۀ کاربردهای از نمونه دو اینک زد. تقریب

کنید. مراجعه [٢۶ ،٢٣ ،٢٢] به بیشتر،

مسئله .T > ٠ آن، در که باشد پیوسته تابعی f(t, x) : [٠, T ] × R → R کنیم فرض .١ . ٢ مثال
که به طوری x(t) : [٠, T ] → R مشتق  پذیر پیوسته به طور تابع یافتن از است عبارت کُشی اولیۀ مقدار

دیفرانسیل معادلۀ }در
x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ [٠, T ]
x(٠) = ζ

باشد: زیر انتگرال معادلۀ از جوابی اگر تنها و اگر است دیفرانسیل معادلۀ این از جوابی x تابع کند. صدق

x(t) = ζ +

∫ t

٠
f(s, x(s))ds, t ∈ [٠, T ]. (١ . ١)

با را F : C[٠, T ] → C[٠, T ] تابع اگر

(Fx)(t) = ζ +

∫ t

٠
f(s, x(s))ds, t ∈ [٠, T ]

L > ٠ کنیم فرض .Fx = x اگر تنها و اگر است (١ . ١) انتگرال معادلۀ از جوابی x آن گاه کنیم، تعریف
که باشد موجود چنان

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ L|x− y| ∀x, y ∈ R, t ∈ [٠, T ]. (١ . ٢)
فضای بر را ∥.∥λ نرم λ > ٠ هر برای است. یکتا جوابی دارای کُشی اولیۀ مقدار مسئلۀ می دهیم نشان

می کنیم: تعریف چنین C[٠, T ]
∥x∥λ = max{e−λLt|x(t)| : t ∈ [٠, T ]}

که دید می توان به سادگی ،(١ . ٢) از استفاده با
∥Fx− Fy∥λ ≤ ١

λ
∥x− y∥λ ∀ x, y ∈ C[٠, T ].

نتیجه در است. انقباضی T : (C[٠, T ], ∥.∥λ) → (C[٠, T ], ∥.∥λ) نگاشت λ > ١ برای پس
اولیۀ مقدار مسئلۀ یکتای جواب همان که است یکتا ثابت نقطۀ یک دارای T باناخ، انقباضی قضیۀ بنابر

است. کُشی
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برای باشد. حقیقی باناخ جبر یک (X, ∥.∥) کنیم فرض باناخ). جبرهای در دوم (ریشه های ١ . ٣ مثال
تعویض پذیر همیشه X(z) جبر که می دانیم بگیرید. z توسط تولید شده زیرجبر را X(z) ،z ∈ X هر
که به طوری دارد وجود x ∈ X یکتای نقطۀ ،∥z∥ < ١ که z ∈ X هر برای می دهیم نشان است.

و ∥x∥ < ١
x٢ − ٢x+ z = ٠. (١ . ٣)

می کنیم: تعریف چنین را T نگاشت و ∥z∥ < d < ١ کنیم فرض اثبات، برای

Tx =
١
٢(x

٢ + z), x ∈ B(٠, d) ⊆ X(z)

چون است. d شعاع و ٠ مرکز به بسته گوی B(٠, d) آن، در که

∥Tx∥ ≤ ١
٢(∥x∥

٢ + ∥z∥) ≤ ١
٢(d

٢ + d) < d,

،x, y ∈ B(٠, d) هر برای .T : B(٠, d) → B(٠, d) داریم

∥Tx− Ty∥ =
١
٢∥x

٢ − y٢∥ =
١
٢∥(x+ y)(x− y)∥

≤ ١
٢(∥x∥+ ∥y∥)(∥x− y∥) ≤ d∥x− y∥.

دارای T باناخ، انقباضی قضیۀ بنابر و است B(٠, d) بستۀ مجموعۀ بر انقباضی نگاشت یک T پس
e واحد بردار دارای X کنیم فرض حالا است. (١ . ٣) معادلۀ ریشۀ همان که است x یکتای ثابت نقطۀ

هم ارزِ به صورت می توان را (١ . ٣) معادلۀ باشد.
(e− x)٢ = e− z

،∥z∥ < ١ که e− z ∈ X به شکل X عضو هر اینکه با است هم ارز دادیم، نشان که آنچه پس نوشت.
.∥x∥ < ١ با است y = e− x یکتای دوم ریشۀ دارای

ثابت با لیپ شیتسی نگاشت یک T : X → X و کامل متری فضای یک (X, d) کنیم فرض
این می شود، مطرح طبیعی به طور باناخ انقباضی قضیۀ به توجه با که پرسشی باشد. k = ١ لیپ شیتس

تابع است؟ ثابت نقطۀ دارای T آیا که است
T : R → R, Tx = x+ ١ ∀x ∈ R



١۶١ ناافزا نگاشت های ثابت ١۶١نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت ١۶١نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ
یک بر حتی یا و کامل متری فضای یک بر k = ١ ثابت با لیپ شیتسی نگاشت یک که می دهد نشان
ثابت با T : X → X لیپ شیتسی نگاشت هر باشد. نداشته ثابت نقطۀ است ممکن باناخ، فضای
دو هر تصاویر بین فاصلۀ نگاشتی، چنین در زیرا می خوانیم، ناافزا١ نگاشت یک را k ≤ ١ لیپ شیتس

نیست. بزرگتر نقطه دو آن بین فاصلۀ از نقطه،
مانند ناافزا نگاشت هر که ویژگی این با کنید توصیف را (X, d) کامل متری فضاهای همۀ .۴ . ١ مسئله

باشد. ثابت نقطۀ دارای T : X → X

تقریبی ثابت نقطۀ ویژگی .٢
دنبالۀ باشد. دلخواه نگاشت یک T : C → X و X باناخ فضای از زیرمجموعۀ یک C کنیم فرض
.limn→∞ ∥xn−Txn∥ = ٠ اگر گوییم T نگاشت برای تقریبی ثابت نقطۀ دنبالۀ یک را C در {xn}

که: می دهد نشان باناخ، ثابت نقطۀ قضیۀ از ساده  کاربردی
و باشد X باناخ فضای از کراندار و محدب بسته، ناتهی، زیرمجموعۀ یک K اگر .([٢٢]) ٢ . ١ قضیه

است. تقریبی ثابت نقطۀ دنبالۀ یک دارای T آن گاه باشد، ناافزا نگاشت یک T : K → K

(به اختصار، تقریبی٢ ثابت نقطۀ ویژگی دارای X باناخ فضای از C ناتهی زیرمجموعۀ یک گوییم
باشیم داشته T : C → C ناافزای نگاشت هر برای اگر است ناافزا نگاشت های برای AFPP)
ثابت نقطۀ دنبالۀ یک دارای C در T ناافزای نگاشت هر دیگر، بیان به .infx∈C ∥x − Tx∥ = ٠

باشد. تقریبی
AFPP دارای که کنید توصیف را X باناخ فضای از محدب و بسته زیرمجموعه های همۀ .٢ . ٢ مسئله

باشند.
که کرد ثابت [۴٢] ریخ٣ ١٩٨٣ سال در است. شده حل کامل به طور مسئله این

اگر است AFPP دارای X بازتابی باناخ فضای یک از C محدب و بسته زیرمجموعۀ یک .٢ . ٣ قضیه
باشد. کراندار C ∩ r ،X در r خط هر برای یعنی باشد، ۴ کراندار خطی به طور C اگر تنها و

X باناخ فضای یک از زیرمجموعه یک بودن۶ سویی-کراندار مفهوم [۴۴] ١٩٩٠ سال در شفریر۵
داد نشان و کرد معرفی را است) مجموعه بودن کراندار به طورخطی هم ارز بازتابی باناخ فضای یک در (که
دنبالۀ هر برای اگر تنها و اگر است سویی-کراندار X باناخ فضای یک از C محدب زیرمجموعۀ یک که
١nonexpansive map ٢approximate fixed point property ٣Reich ۴linearly bounded ۵Shafrir
۶directionally bounded
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در که lim supn→∞ f
(

xn
∥xn∥

)
< ∞ باشیم داشته f ∈ SX∗ هر و ∥xn∥ → ∞ که C در {xn}

داد: گسترش دلخواه باناخ فضای یک به را ریخ قضیۀ او می دهد. نشان را X∗ فضای واحد کرۀ SX∗ آن،
C اگر تنها و اگر است AFPP دارای X باناخ فضای از C محدب و بستۀ زیرمجموعۀ یک .۴ . ٢ قضیه

باشد. سویی-کراندار
باناخ فضای یک ضعیف ثابت نقطۀ و ثابت نقطۀ ویژگی های .٣

(FPP (به اختصار، ثابت نقطۀ ویژگی دارای X گوییم باشد. باناخ فضای یک (X, ∥·∥) کنیم فرض
T : K → K ناافزای نگاشت هر ،X Kاز کراندار و محدب بسته، ناتهی، زیرمجموعۀ هر برای اگر است
برای اگر است (WFPP (به اختصار، ضعیف١ ثابت نقطۀ ویژگی دارای X گوییم باشد. ثابت نقطۀ دارای
نقطۀ دارای T : K → K ناافزای نگاشت هر ،X از K محدب و ضعیف فشردۀ ناتهی، زیرمجموعۀ هر
این بازتابی باناخ فضای یک در و هست نیز WFPP دارای FPP با فضا یک که است بدیهی باشد. ثابت

هستند. یکی ویژگی دو
نشان زیر مثال است؟ FPP دارای باناخ، فضای هر آیا که است این می شود مطرح که پرسشی اکنون

است. منفی پاسخ که می دهد
T : Bc٠ → Bc٠ ناافزای نگاشت زیرا نیست، FPP دارای (c٠, ∥ · ∥∞) باناخ فضای .٣ . ١ مثال
Bc٠ آن، در که نیست ثابت نقطۀ دارای T (x١, x٢, x٣, . . .) = (١, x١, x٢, x٣, . . .) با تعریف شده

است. c٠ بستۀ واحد گوی نشان دهندۀ
که کرد ثابت [٣٨] موری٢ ١٩٨١ سال در نیست، FPP دارای (c٠, ∥ · ∥∞) باناخ فضای هرچند

است. WFPP دارای (c٠, ∥ · ∥∞) باناخ فضای .٣ . ٢ قضیه
هستند. باناخ فضای یک از متفاوت ویژگی دو WFPP و FPP کلی، حالت در بنابراین

١٩۶۵ سال همان از که پرسشی لذا و نیستند FPP دارای که دارند وجود باناخی فضاهای که دانستیم
زمان سال ها و نبود ساده چندان پاسخ است؟ WFFP دارای باناخ فضای هر آیا که بود این شد، مطرح

کرد: عرضه را زیر مثال [٢] آلسپاک٣ ١٩٨١ سال در شد. یافت نقضی مثال تا برد
و ضعیف فشردۀ زیرمجموعۀ برای واقع، در نیست. WFPP دارای L٠]١, ١] باناخ فضای .٣ . ٣ مثال

محدب

K =

{
f ∈ L٠]١, ١] : ٠ ≤ f ≤ ٢,

∫ ١

٠
f = ١

}
١weak fixed point property ٢Maurey ٣Alspach



١۶٣ ناافزا نگاشت های ثابت ١۶٣نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت ١۶٣نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ
تعریفِ با T : K → K ناافزای نگاشت ،L٠]١, ١] از

(Tf)(x) =

{
min{٢f(٢x), ٢} ٠ ≤ x ≤ ١٢
max{٢f(٢x− ١)− ٢, ٠} ١٢ < x ≤ ١

ندارد. ثابت نقطۀ
قرارند: این از ناافزا نگاشت های متری ثابت نقطۀ نظریۀ در اساسی پرسش های نخستین

باناخی فضاهای همۀ (٢) هستند. FPP دارای که کنید تعیین را باناخی فضاهای همۀ (١) .۴ . ٣ مسئله
هستند. WFPP دارای که کنید تعیین را

درازی راه آنها کامل حل تا که می رسد نظر به و است نشده داده کامل پاسخ پرسش ها این به هنوز
کافی WFPP یا و FPP برقراریِ برای که شده  ا ند یافت X باناخ فضای بر شرایطی ولی است، مانده

می کنیم. اشاره دست این از مواردی به بعد، بخش در که هستند

باناخ فضای یک در بهنجار ساختار .۴
متوازی الاضلاع قانون اگر تنها و اگر است هیلبرت فضای (X, ∥ · ∥) باناخ فضای یک که می دانیم

،x, y ∈ X هر برای یعنی باشد، برقرار X در
∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢(∥x∥٢ + ∥y∥٢).

وجود δ > ٠ عدد ϵ ∈ (٠, ٢] هر برای اگر است محدب یکنواخت به طور (X, ∥ · ∥) باناخ فضای گوییم
که به طوری باشد )داشته

∥x∥ ≤ ١, ∥y∥ ≤ ١, ∥x− y∥ ≥ ε

)
⇒

∥∥∥x+ y

٢
∥∥∥ ≤ ١ − δ.

به طور فضاهای ردۀ است. محدب یکنواخت به طور هیلبرت فضای هر متوازی الاضلاع، قانون بنابر
آن، در که Lp فضای هر مثال، برای است. هیلبرت فضاهای ردۀ از گسترده تر بسیار محدب یکنواخت

.[٧] است محدب یکنواخت به طور فضای یک ،١ < p < ∞
سال، این در آمدند. به دست ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ نظریۀ در نتایج نخستین ١٩۶۵ سال در

که داد نشان [۵] براودر١
است. FPP دارای هیلبرت فضای هر .(١٩۶۵ (براودر، ١ . ۴ قضیه

١Browder



هرندی امینی علیرضا هرندی١۶۴ امینی علیرضا هرندی١۶۴ امینی علیرضا ١۶۴

:[۶] که کرد ثابت و داد گسترش را خود نتیجه سال همان در سپس

است. FPP دارای محدب یکنواخت به طور باناخ فضای هر .(١٩۶۵ (براودر، ٢ . ۴ قضیه

و کردند معرفی باناخ فضای یک در را بهنجار٢ ساختار مفهوم [۴] میلمن١ و بروتسکی ١٩۴٨ سال در
بهنجار ساختار دارای Xکه باناخ فضای Kاز محدب و ضعیف فشردۀ ناتهی، زیرمجموعۀ هر که دادند نشان
ثابت T : K → K پوشای و ٣ طولپا نگاشت هر تحت که به طوری است x مانند نقطه ای شامل باشد،
زیرمجموعۀ هر اگر است بهنجار ساختار دارای X از K محدب و ناتهی زیرمجموعۀ گوییم .[۴] می ماند
u ∈ D یعنی باشد، ناقطری نقطه ای شامل ،diam D > ٠ شرط با K از D کراندار و محدب ناتهی،

که باشد موجود

sup{∥u− v∥ : v ∈ D} < diam D.

ویژگی دارای X محدب و ناتهی زیرمجموعۀ هر اگر است بهنجار ساختار دارای X باناخ فضای گوییم
فشردۀ ناتهی، زیرمجموعۀ هر اگر گوییم ضعیف۴ بهنجار ساختار دارای را X باناخ فضای باشد. بهنجار

باشد. بهنجار ویژگی دارای X محدب و ضعیف
و نباشد ثابت مآلا {xn} دنبالۀ اگر گوییم قطری را X باناخ فضای در {xn} مانند دنباله یک

lim
n→∞

dist (xn+١, co {x١, . . . , xn}) = diam {x١, x٢, . . .}.

ساده ای توصیف است. قطری دنبالۀ یک خود قطری، دنبالۀ یک از زیردنباله هر که می شود دیده به سادگی
دارد: وجود قطری دنباله های برحسب بهنجار ساختار مفهوم از

X باناخ فضای از K محدب و کراندار ناتهی، زیرمجموعۀ .(١٩۴٨ میلمن، و (بروتسکی ٣ . ۴ قضیه
نباشد. قطری دنباله ای شامل K اگر تنها و اگر است بهنجار ساختار دارای

که داد نشان می توان به سادگی قضیه این از استفاده با

است. بهنجار ساختار دارای باناخ، فضای یک از محدب و فشردۀ زیرمجموعۀ هر .۴ . ۴ قضیه

که است شده ثابت [٢٢] در همچنین

است. بهنجار ساختار دارای هیلبرت، فضای هر نتیجه در و محدب یکنواخت به طور فضای هر .۵ . ۴ قضیه
١Brodskii and Milman ٢normal structure ٣isometry ۴weak normal structure



١۶۵ ناافزا نگاشت های ثابت ١۶۵نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت ١۶۵نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ
مجموعۀ (c٠, ∥ · ∥∞) فضای در .۶ . ۴ مثال

K = {(xn) ∈ c٠ : ٠ ≤ xn ≤ ١ ∀ n ∈ N }

،x ∈ K هر به ازای و است کراندار و محدب
lim
n→∞

∥x− en∥∞ = ١ = diam (K)

نقطۀ دارای K پس هستند. صفر مؤلفه ها بقیۀ و ١ آن nاُم مؤلفۀ که است c٠ در برداری en آن، در که
نیست. بهنجار ساختار دارای (c٠, ∥ · ∥∞) فضای بنابراین و نیست نا قطری

فضای چون ولی نیست، بهنجار ساختار دارای نیز (ℓ١, ∥·∥١) فضای که دید می توان به سادگی .٧ . ۴ مثال
ضعیف فشردگی و فشردگی پس است، همگرا ضعیف، همگرای دنبالۀ هر یعنی است، شور١ ویژگی دارای ℓ١

است. ضعیف بهنجار ساختار دارای ℓ١ بنابراین و است یکسان l١ در مجموعه ها
در بهنجار ساختار مفهوم اهمیت قضیه این .[٢٨] داد تعمیم را براودر قضیۀ ١٩۶۵ سال در کرک٢

می سازد. آشکار را ثابت نقطۀ نظریۀ
است. WFPP دارای X آن گاه باشد، بهنجار ساختار با باناخ فضای یک X کنیم فرض .٨ . ۴ قضیه

می شود: مطرح طبیعی به طور زیر پرسش کرک، قضیۀ به توجه با
هست؟ FPP دارای X آیا باشد. بهنجار ساختار با باناخ فضای یک X کنیم فرض .٩ . ۴ مسئله

است: منفی پرسش این پاسخ کلی، حالت در که می دهد نشان زیر مثال
و µ > ٠ باشد، [٠, ١] در چگال دنبالۀ یک {tn} کنیم فرض .١٠ . ۴ مثال

∥x∥µ =

√√√√(max
t∈[٠,١]x(t))

٢ + µ

∞∑
i=١

(
x(ti)

٢i )٢, x ∈ C[٠, ١].

.[٢٢] نیست FPP دارای ولی دارد، بهنجار ساختار (C[٠, ١], ∥ · ∥µ) باناخ فضای صورت، این در
دیگری بهنجار، ساختار و بازتابی ویژگی دو از هیچ یک باناخ، فضاهای در که می دهد نشان زیر مثال

نمی کند. ایجاب را
١Schur property ٢Kirk



هرندی امینی علیرضا هرندی١۶۶ امینی علیرضا هرندی١۶۶ امینی علیرضا ١۶۶

(توجه نیست بازتابی که است بهنجار ساختار دارای باناخ فضای یک (C[٠, ١], ∥ · ∥µ) .١١ . ۴ مثال
است). یکریخت (C[٠, ١], ∥ · ∥∞) نابازتابی فضای با فضا این که کنید

فضای باشد. |x|√٢ = max{∥x∥٢,
√٢∥x∥∞} نرم با l٢ حقیقی فضای E√٢ کنیم فرض

فضاهای در حتی پس .[٢٩] است FPP دارای ولی ندارد، بهنجار ساختار که است بازتابی E√٢ باناخ
نیست. FPP برای لازم شرط یک بهنجار، ساختار بازتابی، باناخ

اگر است یکنواخت١ بهنجار ساختار دارای X از K کراندار و محدب ناتهی، زیرمجموعۀ گوییم
داشته K از D بسته و محدب ناتهی، زیرمجموعۀ هر برای که به طوری باشد داشته وجود k ∈ (٠, ١)

آن، در که r(D) ≤ k diam K باشیم
r(D) = inf

u∈D
sup
v∈D

∥u− v∥.

کراندار و محدب ناتهی، زیرمجموعۀ هر اگر است یکنواخت بهنجار ساختار دارای X باناخ فضای می گوییم
ساختار دارای باشد، داشته یکنواخت بهنجار ساختار که فضا هر که است بدیهی باشد. ویژگی این دارای آن

که می دانیم [٢٢] از همچنین هست. نیز بهنجار
است. یکنواخت بهنجار ساختار دارای محدب، یکنواخت به طور فضای هر .١٢ . ۴ قضیه

که داد نشان [٣۵] مالوتا٢ اما نیست فضا بودن بازتابی مستلزم فضا بهنجار ساختار که دیدیم
Xبازتابی آن گاه باشد، یکنواخت بهنجار ساختار Xدارای باناخ فضای اگر .(١٩٨٩ (مالوتا، ١٣ . ۴ قضیه

است.
بهنجار ساختار دارای که باناخ فضای یک از است مثالی (C[٠, ١], ∥ · ∥µ) نابازتابی فضای پس
ثابت نقطۀ نظریۀ در را دیگری اساسی پرسش های موضوع، این ندارد. یکنواخت بهنجار ساختار ولی است

می آورد: پیش متری
فضاهای همۀ (٢) هستند. بهنجار ساختار دارای که کنید تعیین را باناخی فضاهای همۀ (١) .١۴ . ۴ مسئله

هستند. ضعیف بهنجار ساختار دارای که کنید تعیین را باناخی
(ضعیف) بهنجار ساختار یک، هر که شده اند یافت باناخ فضای یک بر بسیاری کافی شرایط تاکنون
١٩٩٧ سال در همکاران و لائو جمله، از می کنند؛ ایجاب را فضا آن یکنواخت بهنجار ساختار یا و فضا

:[٣٠] که دادند نشان
١uniform normal structure ٢Maluta



١۶٧ ناافزا نگاشت های ثابت ١۶٧نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت ١۶٧نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ
تنها و اگر است ضعیف بهنجار ساختار دارای X جبر -C∗ یک .(١٩٩٧ همکاران، و (لائو ١۵ . ۴ قضیه

باشد. متناهی بعد X اگر
تعریف چنین که باشد باناخ فضای X همواری١ پیمانۀ ρX : [٠,∞) → [٠,∞) کنیم فرض

می شود:
ρX(t) = sup

{
∥x+ ty∥+ ∥x− ty∥

٢ − ١ : x, y ∈ BX

}
.

که می دانیم [۴۶] از
بهنجار ساختار دارای X آن گاه ،ρ′X(٠) < ١٢ باشیم داشته X باناخ فضای یک در اگر .١۶ . ۴ قضیه

آن، در که است
ρ′X(٠) = lim

t→٠+
ρX(t)

t
.

:[۴٠] گرفت بهتری نتیجه می توان حتی
باشد. یکنواخت بهنجار ساختار دارای X که می کند ایجاب ρ′X(٠) < ١٢ فرض .١٧ . ۴ قضیه

فون نویمان-ژُردان ثابت برحسب بهنجار ساختار برای کافی شرایطی همچنین
CNJ(X) = sup

{
∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢

٢(∥x∥٢ + ∥y∥٢) : x, y ∈ X, نیستند صفر دو هر x و y
}

و ١ ≤ CNJ(X) ≤ ٢ داریم X باناخ فضای هر برای که می دانیم .[۴٣ ،٩] است آمده به دست
باشد. هیلبرت فضای یک X اگر تنها و اگر CNJ(X) = ١

بهنجار ساختار دارای X آن گاه ،CNJ(X) < ٣٢√+١ باشیم داشته X باناخ فضای در اگر .١٨ . ۴ قضیه
است. یکنواخت

که است شده ثابت [٩] در همچنین
ساختار دارای X آن گاه ،CNJ(X) < ١ + ١

J(X)٢ باشیم داشته X باناخ فضای در اگر .١٩ . ۴ قضیه
آن، در که است یکنواخت بهنجار

J(X) = sup{min{∥x+ y∥, ∥x− y∥} : x, y ∈ BX}.

فضای یک X اگر و √٢ ≤ J(X) ≤ ٢ ،X باناخ فضای هر برای (می دانیم است فضا جیمز٢ ثابت
.(J(X) =

√٢ آن گاه باشد، هیلبرت
١m odulus of smoothness ٢James constant



هرندی امینی علیرضا هرندی١۶٨ امینی علیرضا هرندی١۶٨ امینی علیرضا ١۶٨

که کردند ثابت [١٠] همکاران و دومپونگسا ٢٠٠٣ سال در

است. یکنواخت بهنجار ساختار دارای X باناخ فضای آن گاه ،J(X) < ١+√۵٢ اگر .٢٠ . ۴ قضیه

را X باناخ فضای دانکل-ویلیامز٢ هندسی ثابت [٢۴] همکاران و ملادو١ خمینز ،٢٠٠٨ سال در
کردند: تعریف این گونه

DW (X) = sup

{
∥x∥+ ∥y∥
∥x− y∥

∥∥∥ x

∥x∥
− y

∥y∥

∥∥∥ : x ̸= y, x ̸= ٠ ̸= y

}
.

و ٢ ≤ DW (X) ≤ ۴ ،X باناخ فضای هر برای که کنید توجه کردند. ثابت را زیر قضیۀ همچنین آنها
باشد. هیلبرت فضای یک X اگر تنها و اگر DW (X) = ٢

که باشد باناخ فضای یک X اگر .٢١ . ۴ قضیه

DW (X) < (٣ + ٢√٢) ١
٣ + (٣ − ٢√٢) ١

٣ ,

است. بهنجار ساختار دارای X آن گاه

نه؟ یا کرد بهتر را (٣+ ٢√٢) ١
٣ +(٣− ٢√٢) ١

٣ ثابت می توان بالا قضیۀ در آیا که نمی دانیم هنوز
می کنیم تعریف a نامنفی عدد هر برای باشد. باناخ فضای یک X کنیم فرض

R(a,X) = sup{lim inf
n→∞

∥xn + x∥}

واحد گوی در {xn} ضعیف-پوچ دنباله های همۀ و ∥x∥ ≤ a با x ∈ X همۀ روی سوپرمم آن، در که
را M(X) هندسی ثابت حال است. شده گرفته limn,m,n ̸=m ∥xn − xm∥ ≤ ١ شرط با X بستۀ

:[١١] می کنیم تعریف چنین

M(X) = sup

{ ١ + a

R(a,X)
: a ≥ ٠

}
.

که کرد ثابت [٣٧] نابار ماسکونیان ٢٠٠٨ سال در

بهنجار ساختار دارای X آن گاه ،ρ′X(٠) < M(X)
٢ باشیم داشته X باناخ فضای در اگر .٢٢ . ۴ قضیه

است.
١ Jiménez-Melado ٢Dunkl-Williams constant



١۶٩ ناافزا نگاشت های ثابت ١۶٩نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت ١۶٩نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ
ندارند بهنجار ساختار که فضاهایی در WFPP .۵

فضاهایی در است. WFPP برای لازم) نه (و کافی شرط یک فضا بهنجار ساختار کرک، قضیۀ بنابر
این هستند. WFPP مستلزم که شده اند یافت مناسبی کافی شرط های نیستند، بهنجار ساختار دارای که

کرد: ثابت ١٩٨۵ سال در [٣٢] لین را گزاره
X صورت، این در باشد. ١-نامشروط شاودر پایه یک با باناخ فضای یک X کنیم فرض .١ . ۵ قضیه

است. WFPP دارای
پایۀ دارای همگی جیمز D∞ و D١ فضاهای ،١ ≤ p < ∞ ،lp فضاهای ،c٠ فضای که می دانیم
است ممکن هستند، ١-نامشروط شاودر پایۀ دارای که فضاهایی پس .[٢٢] هستند ١-نامشروط شاودر
پاسخ بدون هنوز پرسش این لین، قضیۀ با پیوند در باشند. داشته بهنجار ساختار نه و باشند بازتابی نه

است: مانده
WFPP دارای X آیا باشد. نامشروط شاودر پایه یک با باناخ فضای یک X کنیم فرض .٢ . ۵ مسئله

است؟
کرد. معرفی را باناخ فضای یک ١(WORTH) ضعیف تعامد ویژگی [۴۵] ١٩٨٨ سال در سیمز
٠ به ضعیف همگرای که {xn} دنبالۀ هر برای اگر است WORTH ویژگی دارای X باناخ فضای گوییم

باشیم داشته x هر و است
lim sup
n→∞

∥xn + x∥ = lim sup
n→∞

∥xn − x∥.

می دهیم قرار δ ∈ [٠, ١] و x∗, y∗ ∈ SX∗ برای
S(x∗, δ) = {x ∈ BX : x∗(x) ≥ ١ − δ}

و
S(x∗, y∗, δ) = S(x∗, δ) ∩ S(y∗, δ).

داشته وجود δ > ٠ و ϵ ∈ (٠, r) که صورتی در گوییم r−UNC را X باناخ فضای ،r ∈ (٠, ٢] اگر
در .diam S(x∗, y∗, δ) ≤ ϵ آن گاه ،∥x∗ − y∗∥ ≥ ϵ و x∗, y∗ ∈ SX∗ اگر که به طوری باشند

:[٢٠] که شد ثابت ٢٠٠٣ سال
است. WFPP دارای WORTH ویژگی با ٢ − UNC باناخ فضای هر .٣ . ۵ قضیه

١weak orthogonality



هرندی امینی علیرضا هرندی١٧٠ امینی علیرضا هرندی١٧٠ امینی علیرضا ١٧٠

نمی دانیم: را زیر سؤال پاسخ هنوز ولی
است؟ WFPP دارای WORTH ویژگی با X باناخ فضای هر آیا .۴ . ۵ مسئله

کرد: تعریف X باناخ فضای برای را R(X) هندسی ثابت [١٩] فالست گارسیا ١٩٩٧ سال در

R(X) = sup

{
lim inf
n→∞

∥xn + x∥ : ∥xn∥ ≤ ١, ∥x∥ ≤ ١, xn ⇀ ٠
}
.

که داد نشان او
است. WFPP دارای X آن گاه ،R(X) < ٢ که باشد باناخ فضای یک X اگر .۵ . ۵ قضیه

:[١١] که داد نشان ١٩٩۶ سال در بناویدس دومینگس
است. WFPP دارای X آن گاه ،M(X) > ١ اگر باشد. باناخ فضای یک X کنیم فرض .۶ . ۵ قضیه
دارای نیز Y آن گاه ،d(X,Y ) < M(X) و باشد X با یکریخت باناخ فضای یک Y اگر همچنین

است. WFPP
[٢٢] در ۶.٢ (مثال نیست بهنجار ساختار دارای p ∈ (١,∞) که lp,∞ بینوم١ فضای .٧ . ۵ مثال
که lp,∞ بینوم فضای بناویدس، دومینگس قضیۀ بنابر پس .M(lp,∞) = ٢١− ١

p ولی ببینید) را
،a < ١ اگر R(a, c٠) = ١ + a آن گاه ،X = c٠ اگر همچنین است. WFPP دارای ،p ∈ (١,∞)

دارای c٠ هرچند است؛ WFPP دارای c٠ بنابراین و M(c٠) = ٢ پس .a ≥ ١ اگر R(a, c٠) = a و
ببینید). را [٣] از ١٣۶ (صفحۀ نیست ضعیف بهنجار ساختار

بهنجار ساختار دارای است ممکن ( NUS (به اختصار، هموار٢ یکنواخت به طور تقریباً فضای یک
که است شده ثابت [٣] در هرچند نباشد؛ ضعیف

است. WFPP دارای هموار، یکنواخت به طور تقریباً فضای هر .٨ . ۵ قضیه
فضا بودنِ بازتابی و FPP .۶

L٠]١, ١] بازتابی زیرفضای هر که داد نشان [٣۵] موری نیست، FPP دارای L٠]١, ١] فضای هرچند
پس کردند. ثابت نیز را موری نتیجۀ عکس ٣ [١۶] لنارد و داولینگ ١٩٩٧ سال در است. FPP دارای

و اگر است FPP دارای L٠]١, ١] زیرفضای یک .(١٩٩٧ لنارد، و داولینگ و ١٩٨٢ (موری، ١ . ۶ قضیه
باشد. بازتابی اگر تنها

١Bynum space ٢nearly uniformly smooth ٣Dowling and Lennard



١٧١ ناافزا نگاشت های ثابت ١٧١نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت ١٧١نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ
که دادند نشان [١٨] راندریانانتوانینا١ و داولینگ ١٩٩٩ سال در

است FPP دارای ،H هیلبرت فضای بر فشرده عملگرهای فضای ،K(H) زیرفضای یک .٢ . ۶ قضیه
باشد. بازتابی اگر تنها و اگر

دارد؟ وجود FPP و فضا بودنِ بازتابی میان پیوندی آیا که برانگیخت را پرسش این قضیه دو این
کرد: تقویت را زیر حدس همچنین

باشد. FPP دارای X اگر تنها و اگر است بازتابی X باناخ فضای .٣ . ۶ حدس
لین ٢٠٠٨ سال در اینکه تا ماند ناکام حدس، این رد یا و اثبات برای ریاضیدان ها تلاش سال ها

.[٣٣] نیست FPP برای لازم شرط بودن، بازتابی که داد نشان
که (l١, ∥ · ∥) فضای .(٢٠٠٨ (لین، ۴ . ۶ قضیه

∥(xn)∥ = sup
k∈N

٨k
١ + ٨k

∞∑
n=k

|xn|

. است یکریخت l١ با زیرا نیست بازتابی فضا این که چند هر است، FPP دارای
که نمی دانیم هنوز اما

است؟ FPP دارای X بازتابی باناخ فضای هر آیا .۵ . ۶ مسئله
باشد: مانده بی پاسخ نیز کلی تر پرسش این که است طبیعی

است؟ WFPP دارای رادن-نیکودیم٢ ویژگی با باناخ فضای هر آیا .۶ . ۶ مسئله
زیادی راه نه، یا هست FPP دارای بازتابی فضای هر آیا که سؤال این به پاسخ برای که می رسد نظر به
را نو روش های شاید است. مانده پاسخ بدون نیز پرسش این از مهمی و خاص حالت های زیرا است، مانده
بیاورید یاد به نمی دانیم. را زیر مسئلۀ پاسخ هنوز نمونه، برای یافت. تازه ا ی ابزارهای و کرد جستجو باید
فضای که کرد مجدد نرم گذاری چنان را X بتوان اگر تنها و اگر است ربازتابی اَب X باناخ فضای یک که

باشد. محدب یکنواخت به طور حاصل
است؟ FPP دارای ربازتابی اَب باناخ فضای هر آیا .٧ . ۶ مسئله

که نمی دانیم حتی
١Dowling and Randrianantoanina ٢Radon-Nikodym property



هرندی امینی علیرضا هرندی١٧٢ امینی علیرضا هرندی١٧٢ امینی علیرضا ١٧٢

است؟ FPP دارای است، یکریخت هیلبرت فضای یک با که باناخ فضای هر آیا .٨ . ۶ مسئله
به یاد است. شده ثابت زیر قضیۀ [٢١] در ٢٠٠۶ سال در است. شده حاصل نیز پیشرفت هایی البته

است: بازتابی نامربع،١ یکنواخت به طور باناخ فضای یک که آورید
است. FPP دارای نامربع یکنواخت به طور فضای هر .٩ . ۶ قضیه

٢٠٠۶ سال در است. شده ثابت هیلبرت فضای یک در مجدد نرم های برخی برای FPP همچنین
:[٣۶] که داد نشان نابار ماسکونیان

عدد β و باشد یکریخت (l٢, ∥ · ∥٢) هیلبرت فضای با (l٢, | · |) باناخ فضای کنیم فرض .١٠ . ۶ قضیه
(l٢, | · |) آن گاه ،β <

√
۵+√١٧٢ اگر .x ∈ l٢ هر برای ∥x∥٢ ≤ |x| ≤ β∥x∥٢ که باشد ثابتی

است. FPP دارای
FPP ِپایداری .٧

که پرسش این به لین قضیۀ
باشند؟ FPP دارای که کرد مجدد نرم گذاری چنان می توان را c٠ و l١ فضاهای از یک هر آیا .٧ . ١ مسئله

که نمی دانیم هنوز اما می دهد. مثبت پاسخ l١ فضای برای
باشد؟ FPP دارای که کرد مجدد نرم گذاری چنان می توان را c٠ فضای آیا .٧ . ٢ مسئله

می دهد. منفی پاسخ زیر سؤال به همچنین لین قضیۀ
می ماند؟ پایدار ،X باناخ فضای از مجدد نرم گذاری یک تحت FPP آیا .٧ . ٣ مسئله

می دانیم نیستند، FPP با مجددی نرم گذاری هیچ دارای که دارند وجود باناخی فضاهای دیگر، سوی از
:[١٧] که

نیست. FPP دارای l∞ با یکریخت باناخ فضای هر .۴ . ٧ قضیه
اینکه آن و می کند مطرح را دیگری اساسی مسئلۀ قضیه، این

دارای که کرد مجدد نرم گذاری طوری را آنها می توان که کنید تعیین را باناخی فضاهای همۀ .۵ . ٧ مسئله
باشند. FPP

١uniformly nonsquare Banach space



١٧٣ ناافزا نگاشت های ثابت ١٧٣نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت ١٧٣نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ
کرد مجدد نرم گذاری چنان می توان را جدایی پذیر باناخ فضای هر که کرد ثابت دِی ١٩٧١ سال در
دارای UCED فضای هر چون .[٨] باشد (١UCED (به اختصار، محدب یکنواخت به طور سو هر از که

پس ،[١] است بهنجار ساختار
باشد. FPP دارای که مجدد نرم گذاری چنان می توان را X جدایی پذیر باناخ فضای هر .۶ . ٧ قضیه

قضیۀ پس .[٢٧] نیست یکریخت UCED فضای هیچ با که دارد وجود بازتابی باناخ فضای می دانیم
که داد نشان [١٢] بناویدس دومینگس ٢٠٠٩ سال در نمی آید. به کار بازتابی فضاهای برای بالا

مجدد نرم گذاری چنان می توان را X بازتابی باناخ فضای هر .(٢٠٠٩ بناویدس، (دومینگس ٧ . ٧ قضیه
باشد. FPP دارای که کرد

است: مانده پاسخ بدون نیز زیر پرسش هنوز
باشد؟ FPP دارای که کرد مجدد نرم گذاری چنان می توان را L٠]١, ١] باناخ فضای آیا .٧ . ٨ مسئله

نام به دیگری اساسی پرسش خود، این و نیست پایدار مجدد نرم گذاری یک تحت FPP که دیدیم
می کند: مطرح را پایداری٢ مسئلۀ

فضای اگر که به طوری هست d > ١ مثبت عدد آیا باشد. FPP با فضا یک X کنیم فرض .٧ . ٩ مسئله
FPP دارای Y آن گاه ،d(X,Y ) < d باناخ-مازور٣ فاصله و باشد X فضای با یکریخت Y باناخ

است؟ کدام d بزرگترین وجود، صورت در باشد؟
که داد نشان [٣۶] ۴ نابار ماسکونیان ، ٢٠٠۶ سال در

دارای X باناخ فضای آن گاه ،d(X, l٢) <
√

۵+√١٧٢ اگر .(٢٠٠۶ ،نابار ماسکونیان ) ٧ . ١٠ قضیه
است. FPP

به دست را زیر نتیجۀ لین ،٢٠١٢ سال در نه؟ یا است دقیق
√

۵+√١٧٢ کران آیا که نمی دانیم هنوز
آورد:

معادلۀ مثبت ریشۀ کوچکترین را Cp > ١ ،١ < p < ∞ برای .(٢٠١٢ لین، ) ٧ . ١١ قضیه
C(C − ١) = [C

١
p−١ + (٢C − ٢) ١

p−١ ]p−١

است. FPP دارای X آن گاه ،d(X, lp) < (Cp)
١
p اگر بگیرید.

١ uniformly convex in every direction ٢  stability problem ٣Banach-Mazur distance ۴Mazcuñan-Navarro



هرندی امینی علیرضا هرندی١٧۴ امینی علیرضا هرندی١٧۴ امینی علیرضا ١٧۴

FPP و بی کران مجموعه های .٨
پاسخ باشد. کراندار K مجموعۀ می کنیم فرض FPP تعریف در چرا که بپرسیم خود از است ممکن
کم بسیار K بر ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ وجود دربارۀ ما دانش باشد، بی کران K اگر است: ساده
هر برای اگر است X بی کران و محدب زیرمجموعۀ هر برای FPP دارای X باناخ فضای گوییم است.
باشد. ثابت نقطۀ دارای T : K → K ناافزای نگاشت هر ،X از K بی کران و محدب زیرمجموعۀ

آورد: به دست [۴١] ری١ ١٩٨٠ سال در باره این در را نتیجه اولین
نیست. بی کران و محدب زیرمجموعه های برای FPP دارای هیلبرتی فضای هیچ .٨ . ١ قضیه

بناویدس٢ دومینگس ،٢٠١٢ سال در اینکه تا نشد حاصل پیشرفتی زمینه این در و گذشت سال ها
که داد نشان [١۵]

نیست. FPP دارای بی کران و محدب زیرمجموعه های برای c٠ .٨ . ٢ قضیه
است: مانده پاسخ بدون است سال ها زمینه این در که مهمی پرسش و

برای FPP دارای که دارد وجود X باناخ فضای یک از بی کرانی و محدب زیرمجموعۀ آیا .٨ . ٣ مسئله
باشد؟ ناافزا های نگاشت

چند مقداری نگاشت های .٩
و بسته ناتهی، زیرمجموعه های همۀ گردایۀ را M باشد. کامل متری فضای یک (M,d) کنیم فرض

می کنیم تعریف A,B ∈ M هر برای بگیرید. M کراندار

H(A,B) = max

{
sup
a∈A

inf
b∈B

d(a, b), sup
b∈B

inf
a∈A

d(a, b)

}
.

چند مقداری نگاشت ثابت نقطۀ یک را x ∈ M است. کامل متری فضای یک (M,H) صورت، این در
را T : (M,d) → (M,H) چند مقداری نگاشت .x ∈ Tx اگر نامیم T : (M,d) → (M,H)

که به طوری باشد موجود ٠ ≤ k < ١ ثابت اگر گوییم انقباضی
H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) ∀ x, y ∈ M.

قضیۀ از تعمیمی که آورد به دست [٣٩] در را چند مقداری نگاشت های برای ثابت نقطۀ قضیۀ اولین نادلر
است. باناخ انقباضی

١Ray ٢Domínguez-Benavides



١٧۵ ناافزا نگاشت های ثابت ١٧۵نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت ١٧۵نقطۀ ناافزا نگاشت های ثابت نقطۀ

T : انقباضی نگاشت هر آن گاه باشد، کامل متری فضای یک (M,d) اگر .(١٩۶٩ (نادلر، ٩ . ١ قضیه
دارد. ثابت نقطۀ (M,d) → (M,H)

باشد. X از کراندار و محدب بسته، ناتهی، زیرمجموعۀ یک K و باناخ فضای یک X کنیم فرض
اگر گوییم چندمقداری١ ناافزای را T : K → K نگاشت

H(Tx, Ty) ≤ ∥x− y∥ ∀ x, y ∈ K.

چندمقداری ناافزای نگاشت های برای (MFPP) چندمقداری ثابت نقطۀ ویژگی دارای X باناخ فضای
یک K که باشد ثابت نقطۀ دارای T : K → KC(K) چندمقداری ناافزای نگاشت هر اگر است
محدب ناتهی، زیرمجموعه های همۀ گردایۀ KC(K) و X از کراندار و بسته محدب، ناتهی، زیرمجموعۀ
(WMFPP) چندمقداری ضعیف ثابت نقطۀ ویژگی دارای X باناخ فضای همچنین است. K فشرده و
T : K → KC(K) چندمقداری ناافزای نگاشت هر اگر است چندمقداری ناافزای نگاشت های برای
در [٣١] لیم٢ است. X ضعیف فشرده و محدب ناتهی، زیرمجموعۀ یک K که باشد ثابت نقطۀ دارای
آورد: به دست چندمقداری ناافزای نگاشت های ثابت نقطۀ نظریۀ در را اساسی قضیۀ نخستین ١٩٨٠ سال
ناتهی، زیرمجموعۀ یک K و محدب یکنواخت به طور فضای یک X کنیم فرض .(١٩٨٠ (لیم، ٩ . ٢ قضیه
با T : K → K چندمقداری ناافزای نگاشت هر صورت، این در باشد. X از کراندار و محدب بسته،

است. MFPP دارای محدب یکنواخت به طور فضای هر پس دارد. ثابت نقطۀ فشرده، مقادیر
که دادند نشان ٢٠٠٧ سال در [١٣] گابیرا و بناویدس دومینگس

آن گاه باشد، هموار یکنواخت به طور فضای یک X اگر .(٢٠٠٧ گابیرا، و بناویدس (دومینگس ٩ . ٣ قضیه
است. MFPP دارای X

:[١۴] نه یا است برقرار چند مقداری ناافزای نگاشت های برای کرک قضیۀ آیا که نمی دانیم هنوز
است؟ WMFPP دارای X آیا باشد. بهنجار ساختار با باناخ فضای یک X کنیم فرض .۴ . ٩ مسئله

می بریم. پایان به ماند ه اند، پاسخ بدون که زیر کلی تر پرسش  دو با را مقاله
نیز MFPP دارای X آیا است. FPP دارای که باشد باناخ فضای یک X کنید فرض (١) .۵ . ٩ مسئله
نیز WMFPP دارای X آیا است. WFPP دارای که باشد باناخ فضای یک X کنید فرض (٢) است؟

است؟
١multivalued nonexpansive map ٢Lim
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آن، کاربردهای و تابعی آنالیز سمینار پنجمین در اینجانب سخنرانی اساس بر مقاله این قدردانی: و تشکر
این علمی دبیر از که می دانم لازم خود بر است. شده نگاشته گردید، برگزار زنجان دانشگاه در ١٣٩۶ سال تیرماه در که

نمایم. سپاسگزاری صمیمانه مقصودی، سعید دکتر آقای جناب سمینار،
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