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احتمالاتی و هندسی منظر دو از دو در دو ماتریس های حاصل ضرب مطالعۀ به مقاله این در چکیده.
و ماتریس ها ضربی رفتار بین روابطی یافتن با دارد. کلیدی نقش رشد مفهوم میان این در که می پردازیم
می کنیم. ارائه کلاسیک قضیه های از بعضی از جدید اثبات هایی هذلولوی، هندسۀ طولپایی های ترکیب

مقدمه ۱

می شود. شگرف تغییرات به منجر کوچک تغییرِ یک زیادِ تکرار طبیعی، پدیده های از بسیاری در

این انعکاس است. بوده علوم در بنیادی نتایج و مطالعات از بسیاری منشأ مهم این مشاهدۀ

قرن اواخر از است. شده متنوعی مفاهیم و نظریات شکل گیری به منجر نیز ریاضیات در رویکرد

ریاضیات در شاخه ای به تدریج گردید، آغاز دیفرانسیل معادلات کیفی مطالعات که میلادی نوزدهم

شد گسترده تر میلادی بیستم قرن اواسط از شاخه این یافت. سامان دینامیکی۱ سیستم های نام به

اعداد نظریۀ و جبر، احتمال، آنالیز، هندسه، توپولوژی، همچون ریاضیات از متنوعی حوزه های با و

و مهم ترین از که می پردازیم، «رشد» مفهوم از جنبه هایی به مقاله این در کرد. پیدا عمیقی ارتباط های

است. دینامیکی سیستم های در مباحث بسامد ترین پر

تصادفی حاصل ضرب رشد، خطی، دستگاه های هذلولوی، هندسۀ دینامیکی، دستگاه های کلیدی: کلمات و عبارات
لیاپونف نماهای ماتریس ها،

۱۴۰۳/۶/۲۸ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۳/۳/۳؛ دریافت: تاریخ پژوهشی؛ مقاله: نوع

1. dynamical systems
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مفهوم برای مثال ها ابتدایی ترین از جمله

۱ شکل

خطی جبر درس در مثال هایی به می توان رشد

درایه های با ۲ × ۲ ماتریس هر کرد. اشاره

،R۲ نقاط روی طبیعی به طور A مثل حقیقی

نقطه هر و می کند اثر دوبعدی، اقلیدسی صفحۀ

این اگر می کند. تصویر جدیدی نقطۀ به را

یک نقاط تصویر باشد، وارون پذیر ماتریس

را A ماتریس دیگر بار اگر حال .(۱ (شکل می  دهد تشکیل بیضی۱ یک آن، اثر تحت دایره

متوالی دادن اثر با به همین ترتیب و می آید دست به جدیدی بیضی دهیم، اثر بیضی این نقاط روی

می رسیم. بیضی ها از دنباله ای به A ماتریس

نمود: مطرح می توان بیضی ها از دنباله  این مورد در طبیعی سؤال چند

دارد؟ رفتاری چه بیضی ها از دنباله این مساحت •

دارد؟ رفتاری چه بیضی ها از دنباله این کوچک و بزرگ قطرهای •

دارد؟ رفتاری چه بیضی ها از دنباله  این کوچک قطر به بزرگ قطر نسبت •

چه همگرایی نرخ مورد در می کنند؟ میل بی نهایت به یا می شوند نزدیک خاصی عدد به بالا مقادیر آیا

هر در بلکه دوبعدی، ماتریس های مورد در نه تنها می توان را آن مشابه و بالا سؤالات گفت؟ می توان

می دانیم است. وابسته A ماتریس دترمینان به بالا سؤال اولین پاسخ کرد. مطرح نیز ۲ ≤ n بعد

آن اثر تحت صفحه اشکال مساحت تبدیل ضریب برابر ۲ × ۲ ماتریس یک دترمینان مطلق قدر

اولیه دایرۀ شعاع r آن در که است | detA|nπr۲ برابر بیضی nاُمین مساحت پس است. ماتریس

| detA| اگر و یکسان، بیضی ها همۀ مساحت | detA| = ۱ اگر به وضوح می دهد. نمایش را

(به بی نهایت به نمایی به طور بیضی ها دنبالۀ مساحت باشد، (۱ از کمتر ترتیب (به ۱ از بیشتر عددی

کرد. خواهد میل صفر) به ترتیب

را ماتریس ها عمل و خطی جبر از مفاهیمی است لازم بالا سؤالات دیگر به دادن پاسخ برای

به ۳ بخش در سپس داد. خواهیم انجام بعد بخش در را کار این کنیم. وضع نمادهایی و یادآوری

در پایدار پدیده هایی و می پردازیم خطی دستگاه های و ماتریس ها رده بندی در آن نقش و رشد انواع

در رشد به ۴ بخش در می کنیم. مطالعه می شوند تعریف رشد مبنای بر که را دینامیکی دستگاه های

مفاهیم محوری ترین از که را ، لیاپونف نمای مفهوم و می پردازیم احتمالاتی از منظر خطی دستگاه های

باشد. دایره یک بیضی این اگر تنها و اگر است،  صفحه در دوران یک با متناظر A ماتریس .۱
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می کنیم. تعریف است، هموار و خطی دینامیکی دستگاه های شناخت در

اثبات های و است شده اکتفا آن ها مورد در مثال هایی ذکر و اصلی قضیه های بیان به ۴ بخش در

قضیه ها این برای متنوعی اثبات های هر چند است. شده موکول ۶ بخش به اصلی قضیه های از بعضی

کرده ایم محدود را خود دوبعدی خطی دستگاه های حالت در اثبات هایی به نوشته این در دارد، وجود

اصلی نقش هذلولوی صفحۀ طولپایی های با SL(۲,R) عضو ماتریس های جالب ارتباط آن ها در که

از مفاهیم بعضی مرور به ۵ بخش در یادآوری، منظور به و نوشته این انسجام برای می کند. ایفا را

گروه عمل به خاص، به طور پرداخته ایم. می رود، کار به اصلی قضیه های اثبات  در که هذلولوی، هندسۀ

بسیاری که می دهیم نشان و می کنیم کید تأ هذلولوی صفحۀ طولپایی  های به عنوان SL(۲,R) ضربی

لازم مقدمات بخش این است. ترجمه قابل زبان این به دوبعدی خطی دستگاه های ویژگی های از

قضیه های اثبات به ۶ بخش در پایان، در می کند. فراهم را ۶ بخش در اصلی قضیه های اثبات برای

می پردازیم. قبلی بخش  های اصلی

مقدمات ۲
جبرخطی از مفاهیمی ۱ .۲

تعریف |v| := (v۲
۱ + · · ·+ v۲

d)
۱/۲ به صورت را v نُرم ،v = (v۱, . . . , vd) ∈ Rd هر برای

می شود تعریف مشابه به صورت نیز C اعضای مطلق قدر ،R۲ و C تناظر به توجه با می کنیم.

حقیقی ضرایب با d × d ماتریس های همۀ مجموعۀ می کنیم. استفاده آن برای نماد همین از و

اعضای مجموعۀ ترتیب به SL(d,R) و GL(d,R) از منظور و می دهیم نمایش Md(R) با را

برای بردارها،  روی | · | نُرم از استفاده با است. Md(R) از واحد دترمینان با اعضای و وارون پذیر

نُرم این نمایش برای ‖ · ‖ نماد از و می شود تعریف زیر به صورت عملگری نُرم ،A ∈ Md(R) هر

می کنیم. استفاده

‖A‖ := max
{
|Av| : v ∈ Rd, |v| = ۱

}
. (۱ .۲)

می توان همچنین .|Av| ≤ ‖A‖ |v| ،v ∈ Rd هر برای که می شود دیده بالا تعریف از به سادگی

دارد زیرضربی خاصیت که می کند تعریف Md(R) روی نُرم یک ‖ · ‖ که کرد بررسی

‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖, ‖rA‖ = |r| ‖A‖, (۲ .۲)

‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖, (۳ .۲)
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می گیریم. نظر در ماتریس ها روی را ‖ · ‖ از القاشده فاصلۀ همه جا مقاله این در

بگیرد. نظر در گفته شده نرم خواص دربارۀ تمرینی را زیر مسئلۀ می تواند خواننده

.‖A‖ = ‖A−۱‖ دهید نشان A ∈ SL(۲,R) هر برای (الف) .۱ مسئله

Ut := و ،Dt :=
[
t ۰
۰ t−۱

]
،Rt :=

[
cos t − sin t
sin t cos t

]
کنیم تعریف t ∈ R+ برای اگر (ب)

کنید ثابت .
[ ۱ t

۰ ۱
]

‖Rt‖ = ۱, ‖Dt‖ = max{t, t−۱}, ‖Ut‖ =

√
t۲ + t

√
t۲ + ۴ + ۲
۲

.

که باشد موجود P ∈ GL(d,R) اگر گویند مزدوج را A,B ∈ Md(R) ماتریس دو (پ)

دارند؟ برابر نُرم مزدوج ماتریس دو آیا .A = P−۱BP

نمایش ρ با را آن که طیفی، شعاع از منظور حقیقی درایه های با مربعی ماتریس هر برای

مقادیر λ۱, λ۲, . . . , λd اگر در واقع است. ماتریس آن ویژۀ مقادیر قدرمطلق ماکسیمم می دهند،
باشند۱ A ∈ Md(R) ماتریس ویژۀ

ρ(A) := max{|λ۱|, . . . , |λd|}. (۴ .۲)

طیفی شعاع که می کند روشن می شود، نامیده گلفاند۲ حدی فرمول که طیفی شعاع از مهم ویژگی یک

است: ماتریس توان های نُرم نمایی رشد نرخ در واقع

ρ(A) = lim
n→∞

‖An‖۱/n. (۵ .۲)

نشان (۳ .۲) نابرابری است. آموزنده بسیار دارد، وجود حدی چنین چرا اساساً اینکه مشاهدۀ

اعداد از {an}n∈N دنباله ٔ می کند. صدق زیرجمعی رابطۀ در an := ln ‖An‖ دنبالۀ که می دهد

(لم ساده ای لم .an+m ≤ an + am ،m,n ∈ N هر برای اگر می گویند زیر جمعی۳ را حقیقی

ساده اثبات این کلی ایدۀ می دهد. نتیجه را (۵ .۲) در حد وجود فوراً زیرجمعی، دنباله های برای (۴ .۳

در که می رود کار به نیز دینامیکی سیستم های در حدی رفتارهای در مهم و عمیق نتایج از بسیاری در

آمد. خواهد دست این از مواردی مقاله این ادامۀ

باشند. مختلط یا حقیقی می توانند λiها .۱

2. I. Gelfand 3. subadditive
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از مثالی ارائۀ با .ρ(A) ≤ ‖A‖ ،A ∈ Md(R) ماتریس هر برای کنید ثابت (الف) .۲ مسئله

حالت در |Av| ≤ ρ(A)|v| نابرابری که دهید نشان ،v ∈ R۲ و A ∈ SL(۲,R) ماتریس یک

نیست. برقرار کلی

ρ(AB) ≤ آن گاه باشد، ABبرقرار = BAتساوی  ،A,B ∈ Md(R)برای اگر کنید ثابت (ب)

وارون پذیر ماتریس های از نقضی مثال ارائۀ با .ρ(A+B) ≤ ρ(A) + ρ(B) و ρ(A)ρ(B)

ندارد. زیرجمعی یا زیرضربی خاصیت کلی حالت در ρ دهید نشان ۲ × ۲

است شده داده {An}n∈N مانند  ماتریس ها از دنباله ای A ماتریس به جای کنید فرض حال

این با مسئله این کنیم. مطالعه را An · · ·A۲A۱ آن ها حاصل ضرب دنبالۀ حدی رفتار بخواهیم و

می پردازیم. ماتریس ها تصادفی حاصل ضرب به آن پیچیدگی بهتر فهم برای ندارد. ساده ای پاسخ کلیت

ماتریس ها تصادفی حاصل ضرب ۲ .۲

A,B ∈ GL(۲,R) ماتریس دو کنید فرض

۲ شکل

هم بار این داریم! اختیار در ۱ سالم سکۀ یک و

دنباله ای و می کنیم شروع صفحه در دایره ای با

قاعده این با تصادفی به صورت را بیضی ها از

از مستقل به صورت را سکه بار هر که می سازیم

شیر سکه پرتاب نتیجۀ اگر می کنیم. پرتاب هم

سکه پرتاب نتیجۀ اگر و می سازیم جدید بیضی یک قبلی، بیضی روی A ماتریس دادن اثر با بود،

متناظر به این ترتیب می کنیم. تولید قبلی بیضی روی از را جدید Bبیضی ماتریس دادن اثر با بود خط

مطرح شده سؤالات مشابۀ می توانیم و می سازیم A,B از تصادفی دنباله ای سکه پرتاب های نتیجۀ با

دید خواهیم کنیم. مطرح دنباله این از حاصل متناهی حاصل ضرب های مورد در را مقاله ابتدای در

دهیم! پاسخ سؤالات این به آن ها) همۀ نه (و دنباله هایی چنین «بیشتر» مورد در می توانیم که

اندازۀ به را {A,B}N یعنی A,B از نامتناهی دنباله های همۀ فضای می توان دقیق تر، به طور

اصطلاح آن گاه کرد. مجهز A,B به برابر وزن دهی به وابسته برنولی احتمال اندازۀ عنوان با احتمالی

است. احتمال فضای این از ۱ احتمال با پیشامد یک اعضای دقیق،  معنی به دنباله ها» «بیشتر

که می گیرد قرار دینامیکی سیستم های از مهمی ردۀ مطالعۀ ذیل سؤالات این نظام مند مطالعۀ

می شوند. نامیده خطی دستگاه های

باشد. یکسان آن پرتاب در خط یا شیر شدن ظاهر احتمال که است سکه ای سالم سکۀ از منظور .۱
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خطی دستگاه های ۳ .۲

باشد. پیوسته تابعی f : X → X و فشرده متریک فضای یک X کنید فرض .۱ .۲ تعریف

از خطی تبدیلی X عضو هر به که باشد پیوسته نگاشتی A : X → Md(R) کنید فرض همچنین

طبیعی به طور زیر به صورت هم کنار در A و f صورت این در نسبت دهد. d بعدی اقلیدسی فضای

می کنند تعریف X × Rd روی نگاشتی

F (x, v) :=
(
f(x), A(x)v

)
.

خطی دستگاه این پایۀ۲ دینامیک f به و خطی۱ دستگاه یک (f,A) زوج یا F به حالت این در

می شود. گفته

تابع ترکیب بار n ،n ∈ N برای اگر

۳ شکل

هر برای دهیم، نمایش Fn با را خودش با F

،(x, v) ∈ X × Rd

Fn(x, v) =
(
fn(x), An(x)v

)
با است برابر An(x) آن در که

A(fn−۱(x)) · · ·A(f(x))A(x)

تابع اثر تحت درواقع .fn = f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
بار n

و

هستیم روبه رو ماتریس ها از زیر دنبالۀ  حاصل ضرب های با f

A(x), A(f(x)), A(f۲(x)), . . . .

یک f : X → X پایۀ دینامیک و باشند وارون پذیر A(x) ماتریس های همۀ اگر که کنید توجه

جهت در را خطی دستگاه می توانیم و بود خواهد همسان ریختی یک نیز F باشد، همسان ریختی

کنیم: تعریف نیز منفی

A−n(x) = A−۱(f−n(x)) · · ·A−۱(f−۱(x))

می شود. برده نام  linear cocycle عنوان با خطی دستگاه های از دینامیکی سیستم های متون از بسیاری در .۱

2. base dynamics
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است. f j تابع وارونِ f−j از منظور آن در که

مختلف نقطه های برای {An(x)}n∈N دنبالۀ که است این زمینه این در علاقه مورد سؤال و

پرسید: می توان اینکه مشخص تر دارد؟ رفتاری چه x

دنباله های آیا است؟ چگونه {‖An(x)‖}n∈N دنبالۀ رشد ،x ∈ X مختلف نقاط برای .۱ سؤال

دارند؟ یکسانی رشد مختلف نقاط به وابسته

رفتار بررسی آن، مطالعۀ و خطی دستگاه های از کلی تعریف این که می دهد نشان زیر مثال

دارد. بر در خاصی حالت عنوان به را ثابت ماتریس یک توان های

A۰ آن در که A(x) = A۰ مثال برای باشد، ثابت تابعی A : X → Md(R) اگر .۲ .۲ مثال

x نقطۀ انتخاب از مستقل An(x) بنابراین و An(x) = An
۰ باشد، d × d ثابت ماتریس یک

است. A۰ ماتریس توان های رفتار مطالعۀ همان دراصل An(x) رفتار مطالعۀ و بود خواهد

مطالعۀ برای مناسبی زبان که است خطی دستگاه های مثال های مهم ترین از یکی بعدی مثال

می کند. فراهم ماتریس ها تصادفی حاصل ضرب

{۱, ۲, . . . , k} اعداد از نامتناهی دنباله های همۀ مجموعۀ را Σk ،k ∈ N برای .۳ .۲ مثال

بگیرید.

Σk :=
{
(ℓ۰, ℓ۱, ℓ۲, . . .) : ℓi = ۱, ۲, . . . , k

}
.

حاصل ضربی توپولوژی همان آن از حاصل توپولوژی که کرد تعریف Σk روی مناسبی متریک می توان

متریک فضای یک به Σk بنابراین و باشد {۱, ۲, . . . , k} روی گسسته توپولوژی از آمده دست به

شود. تبدیل فشرده

به جا۱ تغییرِ واحد یک با را (ℓ۰, ℓ۱, . . .) ∈ Σ مانند عضو هر که σ : Σk → Σk تابع

Σk روی پوشا و پیوسته تابع یک می نگارد، (ℓ۱, ℓ۲, . . .) به عضو) اولین حذف (و چپ سمت

نگاشت ،A = {A۱, A۲, . . . , Ak} ⊂ Md(R) عضوی k مجموعۀ هر به حال می کند. تعریف

ضابطۀ با که را A : Σk → Md(R)

A(ℓ۰, ℓ۱, . . .) = Aℓ۰

1. shift



نصیری رشادت، ماتریس ها/رجب زاده، تصادفی حاصل ضرب ۸۸

،n ∈ N هر و x = (ℓ۰, ℓ۱, . . .) ∈ Σk هر برای تعریف، این با می دهیم. نسبت می شود تعریف

x ∈ Σk مختلف نقاط برای An(x) رفتار مطالعۀ بنابراین و An(x) = Aℓn−۱ · · ·Aℓ۱Aℓ۰

است. A در مختلف دنباله های از حاصل حاصل ضرب های مطالعۀ معادل

باشد. هموار تابع یک f : T۲ → T۲ و دوبعدی چنبرۀ T۲ := R۲/Z۲ کنید فرض .۴ .۲ مثال

ماتریس یک با طبیعی به طور می توان را x نقطۀ در f مشتق x ∈ T۲ هر برای صورت این در

Df : T۲ → M۲(R) تابع کمک به می دهیم. نمایش Df(x) با را آن که کرد توصیف ۲ × ۲

می گویند. مشتق۱ خطی دستگاه آن به که می شود تعریف f روی دوبعدی خطی دستگاه یک

شد، بیان دوبعدی چنبرۀ یعنی خاص، خمینۀ یک روی هموار نگاشتی برای ۴ .۲ مثال هر چند

روی هموار نگاشت هر برای و نیست خاص مثال این به محدود مشتق خطی دستگاه تعریف اما

از استفاده نیازمند کلی حالت در مفهوم این دقیق تعریف است. تعریف قابل هموار خمینه های

آن به مقاله این در که است کلاف ها این بین نگاشت های و برداری۲ کلاف های مثل مفاهیمی

کنید. رجوع [۱۲] به باره این در بیشتر مطالعه برای نمی پردازیم.

دینامیکی رفتارهای انواع و رشد مفهوم ۳

در دارد. وجود ریاضیات از متنوعی موضوعات در سهموی و بیضوی، هذلولوی، سه گانۀ تقسیم بندی

بخش این در دارد. ویژه مقادیر بر حسب بیانی که است مطرح تقسیم بندی این نیز ماتریس ها فضای

کلی خطی دستگاه های به تعمیم قابل که کنیم بیان رشد مفهوم را براساس مفاهیم این می کنیم سعی

باشد.

دنباله ها برای رشد مفهوم انواع ۱ .۳

نحوۀ مبین دنباله یک رشد کلی به طور بگیرید. نظر در را مثبت حقیقی اعداد از {an}n∈N دنبالۀ  

را رشد از مختلفی انواع اینجا در می کند. میل بی نهایت به n وقتی است an مقادیر بزرگ شدن

می کنیم. معرفی

۰ < C حقیقی اعداد اگر گوییم،  نمایی) حداقل رشد (یا نمایی۳ رشد دارای را {an}n∈N دنبالۀ

 ،n ∈ N هر برای که باشد موجود ۱ < λ و

an > Cλn.

1. derivative cocycle 2. vector bundle 3. exponential growth
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دنباله های مثال برای باشد. +∞ یا مثبت عددی lim inf
n→∞

n
√
an که است این معادل بالا تعریف

{(۱+ ۱
n)

n}n∈N و {۲
√
n}n∈N دنباله های ولی دارند نمایی رشد {n!}n∈N و {۳n−۲n}n∈N

ندارند. نمایی رشد

چندجمله ای اگر گوییم چندجمله ای۱ حداکثر رشد دارای را {an}n∈N دنبالۀ به همین ترتیب

معادل تعریف این .an < P (n) ،n ∈ N هر برای که باشد موجود حقیقی ضرایب با P (x)

دنباله های مثال برای .an ≤ Cnα ،n ∈ N هر برای که است C,α > ۰ اعداد وجود با

رشد {۲
√
n}n∈N دنباله ٔ ولی دارند چندجمله ای حداکثر رشد {ln(n!)}n∈N و {

√
n۲ + ۱}n∈N

ندارد. چندجمله ای حداکثر

چندجمله ای حداکثر رشد با دنباله های دستۀ در خطی رشد با دنباله های و کران دار دنباله های

C مثبت حقیقی عدد اگر گوییم، کران دار را {an}n∈N دنبالۀ که می کنیم یادآوری می گیرند. قرار

گوییم خطی رشد دارای را دنباله این به همین ترتیب .an ≤ C ،n ∈ N هر برای که باشد موجود

K۱n + C < ،n ∈ N هر برای و ۰ < K۱,K۲ که باشند موجود K۱,K۲, C ∈ R اگر

کران دار {ln(n+ ۱)− ln(n)}n∈N و { n
√
n}n∈N دنباله های مثال برای .an < K۲n+C

دارند. خطی رشد {n+ lnn}n∈N و { n
√
nn + ۱}n∈N دنباله های در حالی که هستند،

دارد. وجود هم ماتریس یک توان های نُرم مورد در رشد انواع از مثال هایی

آن در که A =
[ ۳ ۲

۱ ۱
]
, B =

[ ۱ t
۰ ۱

]
, C =

[
cos t − sin t
sin t cos t

]
ماتریس های برای .۱ .۳ مثال

و دارند، خطی رشد و نمایی  رشد ترتیب به {‖Bn‖}n∈N و {‖An‖}n∈N دنباله  های  ،t ∈ R

است. کران دار {‖Cn‖}n∈N دنبالۀ

دنبالۀ اگر هستند، مزدوج هم با که حقیقی درایه های با A,B مربعی ماتریس دو هر برای .۳ مسئله

{‖Bn‖}n∈N دنبالۀ رشد باشد، داشته چندجمله ای حداکثر یا نمایی حداقل رشد {‖An‖}n∈N
کران دار {‖Bn‖}n∈N اگر تنها و اگر است  کران دار {‖An‖}n∈N همچنین است. مشابه نیز

باشد.

دینامیکی سیستم های مختلف پدیده های در که نمایی حداقل رشد با دنباله ها از بسیاری به می توان

رشد کمی به طور که داد نسبت رشد نرخ به عنوان عددی می شوند ظاهر ریاضیات دیگر شاخه های یا

کند. توصیف را دنباله نمایی

1. polynomial growth
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حد مقدار مثبت، حقیقی اعداد از {an}n∈N دنبالۀ نمایی رشد نرخ از منظور .۲ .۳ تعریف

است. وجود صورت در lim
n→∞

۱
n ln an

lim sup
n→∞

۱
n ln an حدهای مقادیر مثبت حقیقی اعداد از {an}n∈N دنبالۀ برای .۳ .۳ ملاحظه

کنیم تعریف اگر بنابراین هستند. رشد نرخ برای پایینی و بالا کران های lim inf
n→∞

۱
n ln an و

در صورتی که حتی است، λ حداکثر دنباله نمایی رشد نرخ می گوییم ،lim sup
n→∞

۱
n ln an = λ ∈ R

باشد. نداشته وجود lim
n→∞

۱
n ln an حد

دارد. وجود دنباله ها نمایی رشد نرخ به مربوط حد شرایطی تحت که می کند بیان زیر سادۀ لم

برقرار دینامیکی سیستم های به خصوص و ریاضیات در متنوع مثال های از بسیاری در لم این شرایط

اگر گوییم  زیرجمعی و زیرضربی۱ ترتیب به را مثبت حقیقی اعداد از {an}n∈N دنبالۀ می شود.

باشد. برقرار am+n ≤ am + an و am+n ≤ aman نابرابری های  m,n ∈ N هر برای

است. زیرجمعی {ln an}n∈N دنبالۀ باشد،  زیرضربی {an}n∈N دنبالۀ اگر به وضوح

باشد، مثبت حقیقی اعداد از زیرجمعی دنباله ای {bn}n∈N اگر .۴ .۳ لم

lim
n→∞

۱
n
bn = inf

{۱
n
bn : n ∈ N

}
.

دنبالۀ هر برای به علاوه و دارند نمایی حداکثر رشد زیرضربی دنباله های که می شود نتیجه بالا لم از

که است بالا لم از ساده کاربردی زیر مسئلۀ می شود. تعریف نمایی رشد نرخ به مربوط حد زیرضربی 

دارد. وجود طیفی شعاع برای گلفاند فرمول به مربوط حد می کند تضمین

و است زیرضربی دنبالۀ یک {‖An‖}n∈N  ،A مربعی ماتریس هر برای کنید ثابت .۴ مسئله

A ,k، مجموعۀ d = ۲ برای ۳ .۲ مثال در با این حال دارد. وجود lim
n→∞

‖An‖۱/n بگیرید نتیجه

باشد. نداشته وجود lim
n→∞

‖An(x)‖۱/n ،x ∈ Σ۲ بی نهایت برای که کنید تعیین به گونه ای را

می شود. گفته زیرنمایی۲ رشد با دنباله های است صفر برابر آن ها نمایی رشد نرخ که دنباله هایی به

عکس اما دارد، زیرنمایی رشد چندجمله ای  حداکثر رشد نرخ با دنباله هر که می شود دیده به سادگی

حداکثر رشد ولی دارد زیرنمایی رشد {۲
√
n}n∈N دنبالۀ مثال برای نیست. درست موضوع این

نمایی رشد نرخ ولی ندارند چندجمله ای حداکثر رشد که این چنینی دنباله های به ندارد. چندجمله ای

می شود. گفته میانی۳ رشد با دنباله های است،  صفر برابر آن ها

1. submulitiplicative 2. subexponential growth 3. intermediate growth
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{‖An‖}n∈N دنبالۀ حقیقی  درایه های با A مربعی ماتریس هر برای دهید نشان .۵ مسئله

به گونه ای را A ,k، مجموعۀ d = ۲ برای ۳ .۲ مثال در با این حال باشد. داشته میانی رشد نمی تواند

باشد. داشته میانی رشد {‖An(x)‖}n∈N دنباله ،x ∈ Σ۲ بی نهایت برای که کنید تعیین

ماتریس ها در رشد انواع ۲ .۳

مشاهده را ماتریس یک توان های نُرم رشد مختلف انواع از متنوع مثال هایی قبل بخش های در

سه گانۀ به ماتریس ها تقسیم بندی برای معادلی روش می تواند نُرم  رشد مختلف نحوه های کردیم.

دهد. دست به SL(۲,R) اعضای برای بیضوی و سهموی، هذلولوی،

قدرمطلق با ویژه ای مقدار هیچ اگر گویند هذلولوی را حقیقی درایه های با مربعی ماتریس یک

قدرمطلق و باشند غیر حقیقی آن ویژۀ  مقادیر همۀ اگر گویند بیضوی را آن مقابل در باشد، نداشته واحد

باشند. داشته واحد

z۲ − tr(A)z + ۱ برابر A مشخصۀ چندجمله ای A ∈ SL(۲,R) برای اینکه به توجه با

را ویژه مقادیر اگر در واقع می شود. رده بندی tr(A) بر حسب A ویژۀ مقادیر وضعیت های است،

،|λ۱| ≤ |λ۲| که بنامیم λ۱, λ۲

|λ۱|؛ < ۱ < |λ۲| و λ۱ = λ−۱
۲ ∈ R ،۲ < |tr(A)| اگر •

|λ۱|؛ = |λ۲| = ۱ و λ۱ = λ۲ 6∈ R  ،۲ > |tr(A)| اگر •

.λ۱ = λ۲ = −۱ یا λ۱ = λ۲ = ۱ ،|tr(A)| = ۲ اگر •

اگر تنها و اگر است،  هذلولوی A ∈ SL(۲,R) ماتریس که می دهد نشان بالا تقسیم بندی

سهموی را A حالات سایر در .۲ > |tr(A)| اگر تنها و اگر است بیضوی و ۲ < |tr(A)|

هستند. SL(۲,R) در بیضوی و هذلولوی ماتریس های بین مرز سهموی ماتریس های در واقع گوییم.

کافی اندازۀ به مقدار به را A ∈ SL(۲,R) مثل بیضوی یا هذلولوی ماتریس یک درایه های اگر

مجموعه ٔ بنابراین بود. خواهد بیضوی یا هذلولوی ترتیب به نیز حاصل ماتریس دهیم۱، تغییر کوچکی

که دارند مشترکی مرز که هستند SL(۲,R) از باز زیرمجموعه دو بیضوی و هذلولوی ماتریس های

است. سهموی ماتریس های از متشکل دقیقاً

این عمل زبان به سهموی و بیضوی، هذلولوی،  سه گانۀ به SL(۲,R) ماتریس های تقسیم بندی

۱۳ (مسئلۀ شد خواهد اشاره آن به ۵ بخش در که است بیان قابل نیز هذلولوی صفحۀ بر ماتریس ها

ببینید). را ۴ شکل و

بماند. برابر ماتریس دترمینان که باشد به گونه ای باید درایه ها تغییر .۱
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نگاه با و آمد دست به SL(۲,R) ماتریس های ویژۀ مقادیر از که رده بندی این از استفاده با

سهموی، وضعیت سه این از هر یک در که کرد ثابت می توان ماتریس، هر ژوردان کانونی صورت به

است. مزدوج استاندارد صورت یک با ماتریس هذلولوی و بیضوی،

است. مزدوج زیر خانواده های از عضو یک با دقیقاً  A ∈ SL(۲,R) ماتریس هر .۵ .۳ گزاره

Rθ :=
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
, Dλ := ±

[
λ ۰
۰ λ−۱

]
, U۱ = ±

[ ۱ ۱
۰ ۱

]
.θ ∈ [۰, ۲π) و λ > ۱ آن در که

 ،Rθ صورت به ماتریس هر برای که می دانیم ۵ .۳ گزارۀ ماتریس های توان های نُرم رشد مورد در

{‖Dn
λ‖}n∈N ،۱ < λ آن در که Dλ به صورت ماتریس هر برای و کران دار {‖Rn

θ ‖}n∈N دنبالۀ 

(ب) قسمت طبق و Un
۱ = (±۱)n

[ ۱ n
۰ ۱

]
که کنید توجه U۱ ماتریس مورد در دارد. نمایی رشد

،۱ مسئلۀ از

‖Un
۱ ‖ =

√
n۲ + n

√
n۲ + ۴ + ۲
۲

۳ مسئلۀ کمک به مشاهدات این دارد. خطی رشد U۱ بنابراین و lim
n→∞

‖Un
۱ ‖/n = ۱ پس

دست به SL(۲,R) در رشد بر حسب را هذلولوی و سهموی، بیضوی، سه گانه برای زیر صورت بندی

می دهد.

نباشد، ±
[ ۱ ۰

۰ ۱
]

برابر که A ∈ SL(۲,R) ماتریس .۶ .۳ گزاره

باشد. داشته نمایی رشد {‖An‖}n∈N اگر تنها و اگر است هذلولوی •

باشد. کران دار {‖An‖}n∈N اگر تنها و اگر است بیضوی •

باشد. داشته خطی رشد {‖An‖}n∈N اگر تنها و اگر است سهموی •

است. نیز خطی دستگاه های به تعمیم قابل رشد مفهوم دیدیم ۱ .۳ بخش مثال های در چنان که

و بیضوی، هذلولوی، رده بندی خطی دستگاه های برای آیا که می شود مطرح سؤال این تعمیم، این با

برای {‖An(x)‖}n∈N دنباله های رشد بر حسب را مفاهیم این می توان آیا و دارد؟ وجود سهموی

کرد؟ بیان x ∈ X مختلف نقاط

می پردازیم. سؤالات این به مفصل به طور بعد بخش های در
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یکنواخت هذلولوی رفتار و یکنواخت نمایی رشد ۳ .۳

مورد ویژگی های مهم ترین از همواره پایداری مسئلۀ دینامیکی، رفتارهای دسته بندی و شناخت برای

f : R۲/Z۲ → نگاشت دینامیکی سیستم های پایدار رفتارهای از مهم مثال یک است. مطالعه

می شود: القاء دوبعدی چنبرۀ روی
[ ۲ ۱

۱ ۱
]

هذلولوی ماتریس از زیر ضابطۀ با که است R۲/Z۲

f(x, y) = (۲x+ y, x+ y) (Z۲ پیمانۀ .(به (۱ .۳)

این و می شود مشاهده آشوب مهم پدیدۀ از جمله دینامیکی رفتارهای پیچیده ترین دینامیک۱ این در
هموارریختی۳ هر در واقع می مانند. برقرار f کوچک پریشیدگی ۲ تحت پیچیده دینامیکی رفتارهای

باشد نزدیک f مشتق خطی دستگاه به کافی اندازۀ به آن مشتق خطی دستگاه که دوبعدی چنبرۀ

می نامند. یکنواخت هذلولوی۴ را هموارریختی هایی چنین دارد. مشابهی رفتار

بالا مثال از تعمیمی که می پردازیم خطی دستگاه های از بزرگ دسته ای معرفی به بخش این در

مختلف نقاط در خطی دستگاه های از نوع این رشد همچنین پایدارند، طبیعی به طور و می دهند ارائه

می کنیم. بررسی را

کید تأ را ماتریس ها مورد در پایدار پدیدۀ دو خطی، دستگاه های مورد در کلی تعریف ارائۀ قبل از

هستند. ماتریس ها در پایدار پدیده هایی بودن، هذلولوی همین طور و توان ها نُرم  نمایی رشد می کنیم.

هر برای باشد، داشته نمایی رشد {‖An‖}n∈N که باشد به گونه ای A مربعی ماتریس اگر •

دارد. نمایی رشد نیز {‖Bn‖}n∈N دنبالۀ B مانند A نزدیک۵ کافی اندازۀ به ماتریس

هذلولوی نیز A نزدیک کافی اندازۀ به ماتریس هر باشد،  هذلولوی A مربعی ماتریس  اگر •

است.

در است. ماتریس درایه های تغییر به نسبت ویژه مقادیر پیوستگی نتیجۀ بالا رفتار دو هر پایداری

منطبق هم بر بالا مفهوم دو واحد دترمینان با ۲ × ۲ ماتریس های مورد در که دیدیم ۶ .۳ گزارۀ

کلی خطی دستگاه های به تعمیم قابل نُرم نمایی رشد و بودن هذلولوی مفهوم دو هر می شوند۶.

حافظ و پیوسته دوبعدی خطی دستگاه های برای مقاله رویکرد به توجه با اینجا در که هستند نیز

می شود تعریف ∥A−B∥ به صورت A,B ماتریس دو فاصلۀ .۵ است. معروف آرنولد گربۀ نگاشت به نگاشت این .۱
نتیجه هم گلفاند فرمول از مستقیماً موضوع این .۶ می کند. پیدا معنا فاصله این کمک به ماتریس دو بودن نزدیک و

می شود.

2. perturbation 3. diffeomorphism 4. uniformly hyperbolic
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و f : X → X و فشرده متریک فضای یک X می کنیم فرض یعنی می شوند. بیان مساحت۱

باشند. پیوسته توابعی A : X → SL(۲,R)

یکنواخت نمایی رشد دارای (f,A) خطی دستگاه می گوییم یکنواخت نمایی). (رشد ۷ .۳ تعریف

،n ∈ N هر و x ∈ X هر برای که باشند داشته وجود C > ۰ و λ > ۱ حقیقی مقادیر اگر است،

Cλn < ‖An(x)‖. (۲ .۳)

ماتریس یک توان  های نُرم نمایی رشد بودن نمایی از تعمیمی یکنواخت نمایی رشد به وضوح

نقاط همۀ برای λ,C ثابت های که دارد موضوع این به اشاره بالا تعریف در «یکنواخت» واژۀ است.

با مثبتی فاصلۀ x از مستقل {‖An(x)‖}n∈N دنبالۀ نمایی رشد نرخ لذا و است یکسان فضا

دارد. صفر

خطی دستگاه باشد، مثبت A(x) درایه های همه ،x ∈ X هر برای اگر کنید ثابت .۶ مسئله

دارد. یکنواخت نمایی رشد (f,A)

یکنواخت هذلولوی۲ رفتار دارای (f,A) خطی دستگاه یکنواخت هذلولوی).  (رفتار ۸ .۳ تعریف

که باشد داشته وجود vs : X → R۲ پیوستۀ تابع و C > ۰ و λ > ۱ حقیقی مقادیر اگر است

باشند؛ هم راستا vs(f(x)) و A(x)vs(x) ،x ∈ X هر برای •

.|An(x)v
s(x)| < Cλ−n  ،n ∈ N هر و x ∈ X هر برای •

تابع باشد، همسان ریختی یک f پایۀ نگاشت که در حالتی کنید ثابت بالا تعریف در .۷ مسئله

توسط خطی فضای یک عنوان به R۲ ،x ∈ X هر برای که دارد وجود نیز vu : X → R۲ پیوستۀ

هم راستا x ∈ X هر برای A(x)vu(x) و vu(f(x)) بردارهای شود، تولید vs(x), vu(x)

x ∈ X هر برای یعنی کند،  عمل انبساطی به صورت خطی دستگاه vu راستای در به علاوه و باشند،

.|An(x)v
u(x)| > Cλn  ،n ∈ N هر و

یکنواخت هذلولوی رفتار با هموارریختی های از طبیعی تعمیمی هذلولوی خطی دستگاه های

نزدیک همه جا آن مشتق که g هموارریختی هر یا ،(۱ .۳) نگاشت مورد در مثال برای هستند.

دترمینان نقاط همۀ به شده داده نسبت ماتریس های که است خطی دستگاهی مساحت،  حافظ خطی دستگاه از منظور .۱
باشند. داشته واحد

2. hyperbolic linear cocycle
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(منظور است یکنواخت هذلولوی خطی دستگاه یک (g,Dg) خطی دستگاه باشد،
[ ۲ ۱

۱ ۱
]

ماتریس

است). g هموارریختی مشتق Dg از

دستگاه های در بالا پدیده های ماتریس، یک توان های شبیه آیا که است این طبیعی سؤال یک لذا

پایدارند؟ نیز خطی

یکنواخت هذلولوی ) رفتار ترتیب (به یکنواخت نمایی رشد دارای (f,A) خطی دستگاه اگر .۲ سؤال

کوچک کافی اندازۀ به sup
x∈X

‖A(x)−B(x)‖ آن در که (f,B) مثل خطی دستگاه های آیا باشد،

دارند؟ یکنواخت هذلولوی ) رفتار ترتیب (به یکنواخت نمایی رشد نیز باشد

که است این بعد سؤال و

اعضای برای هذلولوی بودن و نُرم نمایی رشد بودن معادل مورد در که ۶ .۳ گزارۀ مشابه آیا .۳ سؤال

است؟ برقرار نیز SL(۲,R) در ماتریس های با خطی دستگاه های برای دیدیم، SL(۲,R)

یکنواخت هذلولوی رفتار دارای (f,A) خطی دستگاه اگر است. سرراست ۳ سؤالِ طرفِ یک پاسخ

،n ∈ N هر و x ∈ X هر برای ماتریس،  نُرم تعریف به توجه با باشد،

‖An(x)‖ ≥ |An(x)v
u(x)| > Cλn.

پیشرفته تری ابزارهای به حکم دیگر جهت اما است. یکنواخت نمایی رشد دارای (f,A) بنابراین

می دهد. مثبت پاسخ ۳ سؤال به که می کنیم ارائه زیر قضیۀ از اثباتی ۲ .۶ بخش در دارد. نیاز

A : X → SL(۲,R) و f : X → X و فشرده متریک فضای Xیک کنید فرض .۹ .۳ قضیه

است یکنواخت هذلولوی رفتار دارای (f,A) خطی دستگاه صورت این در باشند. پیوسته توابعی

باشد. یکنواخت نمایی رشد دارای اگر تنها و اگر

خطی دستگاه های از ساده ای مثال های است. برقرار ۲ بعد در تنها بالا قضیۀ که می کنیم کید تأ

باشند. نداشته یکنواخت هذلولوی رفتار که داد ارائه می توان بالاتر بعدهای در یکنواخت نمایی رشد با

شبه همدیس و بیضوی رفتارهای ۴ .۳

خطی دستگاه های به ماتریس ها از را یکنواخت نمایی رشد و بودن هذلولوی مفاهیم قبل بخش در

در پایدار مفهومی به بیضوی ماتریس های مفهوم از تعمیمی می کنیم سعی بخش این در دادیم. تعمیم

دهیم. ارائه دوبعدی پیوستۀ خطی دستگاه های
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A : X → و f : X → X پیوستۀ توابع و X فشردۀ متریک فضای برای .۱۰ .۳ تعریف

که باشد موجود n ∈ N و x ∈ X اگر گویند،  بیضوی را (f,A) خطی دستگاه SL(۲,R)

باشد. بیضوی ماتریس یک An(x) و fn(x) = x

x 7→ A(x) پیوستگی و درایه ها کوچک تغییر تحت بیضوی ماتریس های پایداری به توجه با

،A,B : X → SL(۲,R) برای هستند. پایدار نیز بیضوی خطی دستگاه های که می گیریم نتیجه

می شود تعریف زیر به صورت آن ها بین C۰ فاصله

dC۰(A,B) := sup
x∈X

‖A(x)−B(x)‖. (۳ .۳)

بیضوی (f,A) خطی دستگاه اگر که است معنی این به بیضوی خطی دستگاه های پایداری

اندازۀ به (۳ .۳) در تعریف شده dC۰ فاصله با که B : X → SL(۲,R) پیوستۀ تابع هر برای باشد

است. بیضوی نیز (f,B) خطی دستگاه باشد، نزدیک A به کافی

[۱۵] در منیه بر عکس. و باشد هذلولوی نمی تواند بیضوی خطی دستگاه یک به وضوح به علاوه

مناسب انتخاب با نیز خطی دستگاه های مورد در  ،SL(۲,R) عضو ماتریس های مشابۀ که داد نشان

(نسبت خطی دستگاه های همۀ فضای در هذلولوی و بیضوی پایدار پدیدۀ دو اجتماع پایه، دینامیک

به دنباله ها جا تغییر نگاشت پایه،  دینامیک اگر که می دهد نشان منیه است. چگال (dC۰ فاصلۀ به

مشتق به همه جا آن مشتق که باشد دوبعدی چنبرۀ روی هموارریختی یا و ۳ .۲ مثال در چپ سمت

است. برقرار دوگانگی  این آنگاه باشد، نزدیک (۱ .۳) در معرفی شده نگاشت

را دوبعدی ماتریس های تصادفی حاصل ضرب برای منیه قضیۀ مشابۀ حکم که است گفتنی

[۱۵] در منیه احکام با [۴] در اثبات شده حکم تفاوت کردند. ثابت [۴] در یوکوز و بوکی ، اویلا ،

در دنباله ها جای تغییر پایۀ دینامیک با پیوسته خطی دستگاه های همۀ فضای [۱۵] در که است این

وابسته خطی دستگاه های به مطالعه مورد خطی دستگاه های [۴] در در حالی که می شود،  گرفته نظر

در چگال و باز مجموعۀ یک تحدید است ممکن است. محدود ماتریس ها تصادفی حاصل ضرب به

دلیل به این و نباشد چگال و باز محدودتر، زیرفضای این به پیوسته خطی دستگاه های همۀ فضای

به وابسته خطی دستگاه های از ظریف تری تحلیل به کوچک تر زیرفضای یک در مشابه حکم اثبات

دارد. نیاز ماتریس ها ضرب

دیگر پایدار پدیده های از مثالی آیا است. چنین می شود مطرح طبیعی به طور که سؤالی ادامه در

رفتاری و است تعریف قابل ابعاد همۀ در یکنواخت هذولولی رفتار می شود؟ یافت بالاتر بعدهای در
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بالاتر ابعاد در را بیضوی رفتار معادل می توان آیا اما است. پیوسته دستگاه های همۀ بین در پایدار

باشد؟ پایدار که کرد تعریف به گونه ای

ارائه ماتریس ها ضرب از دنباله ای برای بیضوی رفتار مشابۀ رفتاری از تعریفی شروع، برای

کران دار می کند، متمایز ماتریس ها سایر از را بیضوی ماتریس های رشدْ نرخ بر حسب آنچه می کنیم.

است. زیر تعریف برای انگیزه ای دیدگاه این است. آن توان های نُرم دنبالۀ بودن

A : X → و f : X → X پیوستۀ توابع و X فشردۀ متریک فضای برای .۱۱ .۳ تعریف

که شود یافت x ∈ X اگر گویند، شبه همدیس۱ رفتار دارای را (f,A) خطی دستگاه  ،SL(d,R)

باشد. کران دار {‖An(x)‖}n∈N دنبالۀ

به وضوح نیست. تناوبی x نقطۀ لزوماً ، ۱۰ .۳ تعریف بر خلاف ،۱۱ .۳ تعریف در که کنید توجه

این عکس کلی حالت در که می دهد نشان زیر مثال اما است، شبه همدیس بیضوی خطی دستگاه هر

نیست. برقرار موضوع

،۳ .۲ مثال در اگر باشند. ناگویا نسبت با مثبت حقیقی عدد دو α, β کنید فرض .۱۲ .۳ مثال

شبه همدیس وابسته خطی دستگاه  ،A۲ =
[ ۱ −β

۰ ۱
]

و A۱ =
[ ۱ α

۰ ۱
]

و باشد k = d = ۲

به An(x) ،fn(x) = x که n ∈ N و x ∈ X هر برای در واقع نیست. بیضوی ولی است،

x ∈ Σ۲ می توان در حالی که نیست. بیضوی An(x) بنابراین و  ،s 6= ۰ که است
[ ۱ s

۰ ۱
]

صورت

بماند. کران دار {‖An(x)‖}n∈N دنبالۀ که یافت طوری را

چنین بیضوی،  رفتار بر خلاف که است این شبه همدیس رفتار تعریف در دیگر قابل توجه نکتۀ

نسبت که کرد ارائه A′ خطی دستگاه از مثالی می توان نیستند. پایدار لزوماً خطی دستگاه های

،x ∈ X هر برای ولی باشند نزدیک بالا مثال خطی دستگاه  به کافی اندازۀ به dC۰ فاصلۀ به

کافی اندازۀ به که r > ۱ مقدار هر برای است کافی منظور این برای . lim
n→∞

‖A′
n(x)‖ = +∞

بگیریم نظر در را زیر ماتریس های به داده شده نسبت خطی دستگاه باشد،  نزدیک ۱ به

A′
۱ = [ r α

۰ r−۱ ], A′
۲ =

[
r −β
۰ r−۱

]
.

اینکه و دارد؟» وجود ۲ از بیشتر ابعاد در پایدار شبه همدیس رفتار «آیا که سؤال این به پاسخ در اما

1. quasi-conformal
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در دارد؟» وجود بالاتر ابعاد در دوگانه رفتار توصیف در [۱۵ ،۴] از اشاره شده احکام مشابه «آیا

است. شده داده زیر پاسخ [۱۶]

هذلولوی رفتار که را dبعدی پیوستۀ خطی دستگاه های ،d ≥ ۲ طبیعی عدد هر برای .۱۳ .۳ قضیه

زد. تقریب شبه همدیس پایدار به طور خطی دستگاه های با می توان ندارند

۱۳ .۳ قضیۀ که است گفتنی است. برقرار γ > ۰ برای Cγ توپولوژی در تنها پایداری اینجا در

نام به مفهومی به را خود جای هذلولوی رفتار ،۲ از بیشتر بعد در اما است،  برقرار ابعاد همۀ در

یکنواخت هذلولوی رفتار از تعمیمی تعریف بنابر تسلطی تجزیۀ مفهوم می دهد. تسلطی»۱ «تجزیۀ

از یکی بردارهای رشد  نحوۀ بلکه ندارند،  انبساطی انقباضی، رفتار لزوماً زیرفضا دو آن در که است

در است. پایدار هذلولوی رفتار همانند ویژگی این دارد. نمایی رشد دیگری با مقایسه در زیرفضا دو

مورد در بیشتر جزئیات برای معادل اند. مفهوم دو این SL(۲,R) در خطی دستگاه های برای ۲ بعد

همچنین کنید. مراجعه [۹] به هموار دینامیکی سیستم های در آن اهمیت و تسلطی تجزیۀ مفهوم

کنید. مطالعه را [۱۶] می توانید خطی دستگاه های در شبه همدیس رفتار مورد در بیشتر مطالعۀ برای

احتمالاتی منظر از  دینامیکی رفتارهای ۴

آن ها برای نُرم رشد نرخ همیشه که ثابت ماتریس  یک توان های بر خلاف که دیدیم ۴ مسئلۀ در

رشد نرخ این نقاط بعضی برای که است دست در خطی دستگاه های از مثال هایی دارد،  وجود

و f : X → X پیوستۀ توابع از مثالی می توان آیا اما واگراست). مربوط (دنبالۀ ندارد وجود

این در باشد؟ واگرا ۱
n ln ‖An(x)‖ دنبالۀ  x ∈ X هر برای که کرد پیدا A : X → SL(۲,R)

مجموعۀ که می دهیم نشان و می کنیم بررسی را خطی دستگاه های در رشد احتمالاتی دیدگاه از بخش

X فضای روی خاصی احتمال اندازه های منظر از است تعریف قابل آن ها برای رشد نرخ که نقاطی

هستند. نقاط همه تقریباً

ارگودیک قضیه های ۱ .۴

می پردازد. ناوردا احتمال اندازۀ یک دید از دینامیکی سیستم  های آماری رفتار به ارگودیک نظریه شاخۀ

که است۲ X روی µ مثل اندازه ای  ،f : X → X تحت ناوردا احتمال اندازۀ یک از منظور

است. شده تعریف X بورل زیرمجموعه های سیگما جبر روی اندازه این .۲

1. dominated splitting
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.µ(Z) = µ({x : f(x) ∈ Z}) ،X از Z اندازه پذیر زیرمجموعۀ هر برای و µ(X) = ۱

فضای یک روی شده تعریف پیوسته تابع هر که می کند تضمین ارگودیک۱ نظریۀ در معروف قضیه ای

است. ناوردا اندازۀ یک دارای دست کم فشرده متریک

است، معروف کینگمن۲ زیرجمعی ارگودیک قضیۀ به که ، ۴ .۳ لم دینامیکی صورت از استفاده با

که می دهد نتیجه قضیه این دهیم. منفی پاسخ بخش این ابتدای در شده مطرح سؤالات به می توانیم

حد که x مثل نقاطی مجموعۀ

lim
n→∞

۱
n
ln ‖An(x)‖ (۱ .۴)

دارد. کامل اندازۀ f : X → X تحت ناوردا احتمال اندازۀ هر به نسبت دارد،  وجود آن ها برای

با نقاطی وجود ناوردا احتمال اندازه های وجود به دلیل (۱ .۴ (قضیۀ زیرجمعی ارگودیک قضیۀ

نمایش را ‖An(x)‖ نمایی رشد نرخ که (۱ .۴) حد مقدار می کند. تضمین را نُرم نمایی رشد نرخ

است. لیاپونف نمای نام به دینامیکی سیستم های در اهمیت حائز مفهومی از خاصی حالت می دهد،

برای دنباله این می گوییم بگیرید. نظر در را ϕn : X → R توابع از {ϕn}n∈N دنبالۀ

،m,n ∈ N هر و x ∈ X هر برای اگر است، زیرجمعی f : X → X دینامیک

ϕn+m(x) ≤ ϕm(x) + ϕn(f
m(x)).

احتمال اندازۀ یک µ و فشرده متریک فضای Xیک کنید فرض زیرجمعی). (ارگودیک ۱ .۴ قضیه

ناوردا آن تحت µ احتمال اندازۀ که کنید فرض پیوسته نگاشتی را f : X → X باشد. X روی

نظر در توابع پیوسته از زیر جمعی دنباله ای ۱ ≤ n برای را ϕn : X → R همچنین می ماند.

این در بنامید. Rµ دارد وجود lim
n→∞

۱
nϕn(x) حد که را x مثل نقاطی همۀ مجموعۀ و بگیرید

تابعی ϕ : X → R دهیم،  نمایش ϕ(x) با را حد مقدار اگر به علاوه .µ(Rµ) = ۱ صورت

.ϕ(f(x)) = ϕ(x) ،x ∈ Rµ هر برای که می کند تعریف اندازه پذیر

از برکاف ارگودیک قضیۀ یعنی ارگودیک،  نظریه قضیۀ معروف ترین که کنیم اشاره است جالب

[۲۱] به ۱ .۴ قضیۀ اثبات همین طور و باره این در بیشتر مطالعات برای می شود. نتیجه ۱ .۴ قضیۀ

می کند. ارائه زیرجمعی ارگودیک قضیۀ برای را [۳] از اثباتی که کنید رجوع

1. Krylov–Bogolyubov theorem 2. Kingman’s subadditive ergodic theorem
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A : X → GL(d,R) و f : X → X و فشرده متریک فضای یک X کنید فرض .۸ مسئله

حدهای ها آن برای که x ∈ X نقاط کنید ثابت ۱ .۴ قضیۀ کمک به باشند. پیوسته تابع هایی

تحت ناوردا احتمال اندازۀ هر به نسبت دارد وجود lim
n→∞

۱
n | detAn(x)| و lim

n→∞
۱
n‖An(x)‖

دارد. کامل اندازۀ f

برای نمایی رشد نرخ وجود علاوه بر که می دهد نشان می آید، ادامه در که ضربی، ارگودیک قضیۀ

برای نمایی رشد نرخ که داد نشان می توان خطی دستگاه های به وابسته دنباله های نُرم و دترمینان

توجه با ولی است،  برقرار بعدی هر در ضربی ارگودیک قضیۀ دارد. وجود هم بردارها تصویر طول

خطی دستگاه های برای را قضیه می دهیم ارائه حکم این برای هذلولوی هندسۀ کمک به که اثباتی به

می کنیم. بیان مساحت حافظ دوبعدی

اندازۀ یک µ و فشرده متریک فضای یک X کنید فرض ضربی). ارگودیک (قضیۀ ۲ .۴ قضیه

تحت µ احتمال اندازۀ که کنید فرض پیوسته نگاشتی را f : X → X باشد. X روی احتمال

برای صورت این در بگیرید. پیوسته تابعی را A : X → SL(۲,R) همچنین می ماند. ناوردا آن

دارد وجود زیر حد x ∈ X هر µ−تقریباً

lim
n→∞

۱
n
ln ‖An(x)‖.

تابعی λ : X → [۰,∞) دهیم، نمایش λ(x) با وجود) صورت (در را حد این مقدار اگر به علاوه

و است اندازه پذیر

. lim
n→∞

۱
n
ln ‖An(x)v‖ = ۰ ،v ∈ R۲ ناصفر بردار هر برای ،λ(x) = ۰ اگر •

که یافت Es(x) ⊂ R۲ یک بعدی زیرفضای می توان  ،۰ < λ(x) اگر •

lim
n→∞

۱
n
ln ‖An(x)v‖ =

{
λ(x) v ∈ R۲ \ Es(x)

−λ(x) v ∈ Es(x) \ {۰}

گفته (f,A) خطی سیستم لیاپونف نماهای اصطلاحاً بالا قضیۀ در λ(x),−λ(x) اعداد به

خواهد تعریف نیز f(x) نقطۀ در در شود، تعریف x نقطۀ در λ اگر که داد نشان می توان می شود.

.λ(x) = λ(f(x)) و شد

شد ذکر قضیه قبل از چنان که و دارد شهرت نیز اُسلدِتس۱ قضیۀ به ۲ .۴ ضربی ارگودیک قضیه

1. V. Oseledets
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X فشردگی فرض های به علاوه است. برقرار بعد هر در مشابهی قضیۀ نیست؛ ۲ بعد به محدود

µ اندازۀ به نسبت x 7→ ln ‖A(x)‖ تابع انتگرال پذیری شرط  با می توان نیز را A پیوستگی و

ماتریس ها تصادفی حاصل ضرب برای [۱۱] در کستن و فورستنبرگ ابتدا را قضیه این کرد. جایگزین

[۱۸] در بعدتر و کردند ثابت ۱(A اعضای روی برابر وزن دهی از حاصل برنولی اندازۀ با ۳ .۲ (مثال

آمد. در فعلی کلی صورت به

A۲ =
[
b ۰
۰ b−۱

]
و A۱ = [ a ۰

۰ a−۱ ] ،k = d = ۲ کنیم فرض  ۳ .۲ مثال در اگر .۳ .۴ مثال

A اعضای روی برابر وزن دهی از حاصل اندازۀ برنولی µ اگر صورت این در ،a, b > ۱ آن در که

.λ(x) = ln
√
ab ،x ∈ Σ۲ هر µ‑تقریباً برای باشد، 

(f,A) خطی دستگاه اگر ،A : X → SL(۲,R) برای که است این بالا مثال کلی تر حالت

لیاپونف نمای یک نقاط همۀ تقریباً در ناوردا اندازۀ هر به نسبت باشد، یکنواخت نمایی رشد دارای

دارد. منفی لیاپونف نمای یک و مثبت

،x ∈ Σ۲ هر µ‑تقریباً برای کنید ثابت a, b > ۰ اگر ،۳ .۴ مثال شرایط تحت .۹ مسئله

λ(x) = max{ln
√
ab,− ln

√
ab}.

برای لیاپونف نماهای آن در و بالاست مثال مقابل نقطۀ است، شده گرفته [۱۳] از که زیر، مثال

هستند. صفر برابر برنولی اندازۀ

 A۲ =
[ ۰ −۱

۱ ۰
]

و A۱ =
[

۲ ۰
۰ ۱/۲

]
،k = d = ۲ اگر ،۳ .۲ مثال شرایط تحت .۴ .۴ مثال

.λ(x) = ۰ ،x ∈ Σ۲ هر µ‑تقریباً برای

ماتریسی کمیت های سایر رشد ۲ .۴

تابع تحت که باشد آن روی احتمال اندازۀ یک µ و فشرده متریک فضای یک X می کنیم فرض

باشد. پیوسته نگاشتی نیز A : X → SL(۲,R) به علاوه می ماند. ناوردا f : X → X پیوستۀ

،x ∈ X هر µ‑تقریباً برای که می کند تضمین زیرجمعی ارگودیک قضیۀ  که دیدیم قبل بخش در
۱
n ln ‖An(x)‖ یا ‖An(x)‖۱/n یعنی می شود،  تعریف {‖An(x)‖}n∈N دنبالۀ نمایی رشد نرخ

{An(x)}n∈N دنبالۀ از دقیق تری شناخت ضربی ارگودیک قضیۀ هستند. همگرا دنباله هایی

ناورداست. ۳ .۲ مثال در معرفی شده σ نگاشت تحت اندازه این .۱
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دنبالۀ نمایی رشد نرخ  ،v ∈ R۲ ناصفر بردار هر برای که می دهد نشان و می دهد دست به

می شود. تعریف x ∈ X هر µ‑تقریباً برای نیز {‖An(x)v‖}n∈N
به وابسته دیگر کمیت های برای نمایی رشد نرخ وجود می پردازیم آن به بخش این در که سؤالی

است. {An(x)}n∈N ماتریس های دنبالۀ

دنباله های x ∈ X هر µ‑تقریباً برای آیا بالا شرایط تحت .۴ سؤال

ρ(An(x))
۱/n, |tr(An(x))|۱/n, |Ai,j

n (x)|۱/n, |Aj
n(x)|

۱/n
, . . .

این ستون jاُمین نُرم |Aj
n(x)| و An(x) ماتریس i, j درایۀ Ai,j

n (x) آن در که هستند،۱ همگرا

چیست؟ لیاپونف نماهای با آن ها حد ارتباط همگرایی، صورت در ,i)؟ j = ۱, ۲) است ماتریس

هر یک می توان می دهد. پاسخ |Aj
n(x)|

۱/n
دنبالۀ مورد در بالا سؤال به ضربی ارگودیک قضیۀ

اگر در واقع آورد. دست به R۲ استاندارد پایۀ بردار یک روی آن اثر با را ماتریس یک ستون های از

ضربی ارگودیک قضیۀ طبق بنابراین و Aj
n(x) = An(x)ej آن گاه e۲ := [ ۰

۱ ] و e۱ := [ ۱
۰ ]

است. e±λ(x) عدد دو از یکی برابر و دارد وجود lim
n→∞

|Aj
n(x)|

۱/n
حد ،x هر µ‑تقریباً برای

در که است نمونه ای ۴ .۴ مثال است. منفی بالا سؤال پاسخ |Ai,j
n (x)|۱/n دنبالۀ مورد در اما

ندارد. وجود مذکور حد آن

i, j ∈ هر برای ۴ .۴ مثال در کنید ثابت احتمال، در بزرگ اعداد قوی قانون کمک به .۱۰ مسئله

،x ∈ Σ۲ هر µ‑تقریباً برای ،{۱, ۲}

lim inf
n→∞

|Ai,j
n (x)|۱/n = ۰, lim sup

n→∞
|Ai,j

n (x)|۱/n =
√

۲.

مثبت X نقاط به شده داده نسبت ماتریس های درایه های همۀ اگر که کنیم اشاره است جالب

درایه ها از هر یک نمایی رشد به مربوط حد که کردند ثابت [۱۱] در کستن و فورستنبرگ باشند،

دارد. وجود

دستگاه می دهد. منفی پاسخ نیز |tr(An(x))|۱/n دنبالۀ مورد در ۴ سؤال به بالا مسئلۀ

صورت دو از یکی به An(x) ماتریس های همۀ که است شده تنظیم به شکلی ۴ .۴ مثال خطی

فهرست این به هم n
√

| detAn(x)| دنبالۀ  می کرد، اختیار مقدار GL(۲,R) در SL(۲,R) به جای A تابع اگر .۱
است. همگرا x ∈ X هر µ‑تقریباً برای دنباله این که دیدیم ۱ .۴ قضیۀ در می شد. اضافه
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tr(An(x)) = چون حالا است. ناصفری حقیقی عدد r آن در که باشند
[ ۰ r
−r−۱ ۰

]
یا و [ r ۰

۰ r−۱ ]

 ،x ∈ X هر µ‑تقریباً برای که می شود نتیجه ۱۰ مسئلۀ از A۱,۱
n (x) +A۲,۲

n (x)

lim inf
n→∞

|tr(An(x))|۱/n = ۰, lim sup
n→∞

|tr(An(x))|۱/n =
√

۲.

ρ(An(x))
۱/n دنباله ٔ برای ۴ سؤال پاسخ می شود، نتیجه ضربی ارگودیک قضیۀ از که [۲] زیر قضیۀ

می دهد. را

µ−تقریباً برای باشد، وارون پذیر f تابع اگر ۲ .۴ قضیۀ شرایط تحت .([۱۵ قضیۀ ،۲]) ۵ .۴ قضیه

،x ∈ X هر

lim sup
n→+∞

ρ(An(x))
۱/n = eλ(x)

است. x نقطۀ در لیاپونف نمای همان λ(x) آن در که

و دارد وجود lim
n→∞

ρ(An(x))
۱/n می شودکه نتیجه λ(x) = ۰ که حالتی در بالا قضیۀ از

،۲] در باشد. داشته وجود حد این که داشت انتظار نمی توان کلی حالت در اما است. ۱ برابر

مقدار نقاط همۀ تقریباً برای که است شده ارائه دوبعدی خطی دستگاه یک از مثالی [۱۶ مثال

اعداد از n۱ < n۲ < . . . دنبالۀ ،x هر تقریباً برای ولی است مثبت lim sup
n→∞

ρ(An(x))
۱/n

درنتیجه و lim inf
n→∞

ρ(An(x))
۱/n = ۰ بنابراین و ρ(Ani(x)) = ۱ که می شود یافت طبیعی

ندارد. وجود حد این

خطی دستگاه های در متداول رفتارهای ۳ .۴

ناوردا اندازۀ یک به نسبت لیاپونف نمای بودن مثبت کردیم. تعریف را لیاپونف نمای قبل بخش در

آن دید از فضا نقاط اکثر به داده شده نسبت ماتریس های حاصل ضرب که دارد پی در را نتیجه این

µ مرجع اندازۀ و f نگاشت بودن ثابت فرض با که پرسید می توان حال است. نمایی رشد دارای اندازه

A : X → SL(۲,R) مختلف توابع برای (f,A) خطی دستگاه های بین در رفتار کدام ،X روی

دستگاه های بیشتر برای آیا دقیق تر، بیان به دارند؟ نمایی رشد خطی دستگاه های اکثر آیا است؟ غالب

است؟ صفر برابر لیاپونف نمای خطی

باشد، Xتک عضوی اگر مثال برای دارد. f تابع Xو فضای به زیادی بستگی بالا سؤال پاسخ

به که دارد وجود X روی ناوردا اندازۀ یک تنها و است همانی تابع X روی تعریف قابل تابع تنها
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توان های رفتار با متناظر خطی دستگاه هر رفتار حالت این در می دهد. نسبت را ۱ وزن عضو آن

هستند. مشاهده قابل دو هر هذلولوی و بیضوی رفتارهای دیدیم چنان که که است ماتریس یک

µ و پیوسته تابعی f : X → X و فشرده متریک فضای یک X کنید فرض .([۱]) ۶ .۴ قضیه

نگاشت µ تکیه گاه به fk تحدید k ∈ N هر برای اگر باشد. f تحت ارگودیک احتمال اندازۀ یک

لیاپونف نمای A : X → SL(۲,R) پیوسته توابع از چگالی  زیرمجموعه برای نباشد، همانی

است. ناصفر µ اندازۀ به نسبت (f,A)خطی دستگاه

شد. تعریف (۳ .۳) در که می شود گرفته نظر در dC۰ متریک به نسبت بالا قضیۀ در بودن چگال

هر به µ که است x مثل نقاطی از متشکل X از بسته زیرمجموعه ای µ اندازۀ تکیه گاه از منظور

ارگودیک f به نسبت را µ احتمال اندازۀ همچنین می دهد. نسبت مثبت اندازۀ x شامل باز مجموعۀ

تعریف های مشاهده برای .µ(Z) ∈ {۰, ۱}   ،Z ⊂ X اندازه پذیر زیرمجموعۀ هر برای اگر گوییم 

کنید. رجوع [۲۱] به ارگودیک اندازه های برای دیگر معادل

است. لازم ۶ .۴ قضیۀ درستی برای µ تکیه گاه روی fk توابع نبودن همانی فرض که کنید توجه

مجموعۀ باشد، همانی تابع f و تک عضوی فضای یک X اگر حالت ساده ترین در مثال، برای

شعاع لگاریتم همان بزرگ تر لیاپونف نمای و SL(۲,R) اعضای با تناظر در خطی دستگاه های

ترتیب به که بیضوی و هذلولوی ماتریس های می دانیم ۲ .۳ بخش از حالت، این در است. طیفی

بنابراین و هستند SL(۲,R) از بازی زیرمجموعه های دارند، ۱ برابر و ۱ از بزرگ تر طیفی شعاع

باشد. چگال نمی تواند ناصفر لیاپونف نمای

که می دهد نشان بالا قضیۀ هر چند می کنیم. اشاره بالا قضیۀ از دیگری جنبۀ به ادامه، در

این آیا اما چگال اند،  dC۰ متریک در مثبت لیاپونف نمای دارای خطی دستگاه های مجموعۀ

خطی دستگاه  که حالتی در می کنند؟ تعریف خطی دستگاه های همۀ از بازی زیرمجموعۀ دستگاه ها

است یکنواخت هذلولوی نیز نزدیک خطی دستگاه هر که داد نشان می توان باشد، یکنواخت هذلولوی

دارد. مثبت لیاپونف نمای بنابراین و

زیرمجموعۀ  برای یکنواخت هذلولوی ،  رفتار با دستگاه های از دور که می کند بیان زیر قضیۀ  اما

است. صفر برابر لیاپونف نماهای دستگاه های خطی از چگالی

تابعی f : X → X و فشرده متریک فضای یک X کنید فرض .([C قضیۀ ،۶]) ۷ .۴ قضیه

A : X → پیوستۀ تابع برای اگر باشد. f تحت ارگودیک احتمال اندازۀ یک µ و پیوسته
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B : X → پیوستۀ توابع می توان نباشد، یکنواخت هذلولوی (f,A) خطی دستگاه SL(۲,R)

خطی دستگاه لیاپونف نماهای و باشند A نزدیک دلخواه به dC۰ متریک در که یافت SL(۲,R)

باشند. صفر برابر دو هر µ اندازۀ به نسبت (f,B)

µ اندازۀ تکیه گاه به fk تحدید k ∈ N هر برای اگر که می شود نتیجه بالا قضیۀ دو ترکیب از

متریک در هم زمان را آن می توان یا و است یکنواخت هذلولوی یا خطی دستگاه هر نباشد، همانی

منفی و مثبت لیاپونف نمای با خطی دستگاه های و صفر لیاپونف نمای با خطی دستگاه های با dC۰

زد. تقریب

لطف از خالی دارد. خطی دستگاه های روی C۰ توپولوژی به زیادی وابستگی بالا قضیه های

منظور این برای کنیم. اشاره بیشتر همواری درجۀ با خطی دستگاه های مورد در قضیه ای به که نیست

از القایی اندازۀ که باشد هموار تابعی f : X → X و بسته ریمانی خمینۀ یک X کنیم فرض باید

صحبت f روی هموار خطی دستگاه های از می توان حالتی چنین در می کند. حفظ را ریمانی متریک

هر یک که Aاست : X → SL(۲,R) مثل تابع یک f روی Cr خطی دستگاه یک از منظور کرد.

به Cr توپولوژی در Cr خطی دستگاه دو به علاوه باشد. Cr حقیقی مقدار تابع یک به عنوان درایه ها از

نقطه های در متناظر درایه های در jاُم مرتبۀ مشتق های ،۰ ≤ j ≤ r هر برای اگر هستند نزدیک هم

باشند. نزدیک هم به یکسان

لیاپونف نمای که Cr خطی دستگاه های مجموعۀ باشد، غنی کافی اندازۀ به f تابع اگر حال

توپولوژی به نسبت Cr خطی دستگاه های همۀ فضای از چگال و باز زیرمجموعۀ یک دارند، مثبت

چنبرۀ روی (۱ .۳) در شده معرفی تابع باشد، داشته را شرایط این که f تابع از مثالی هستند. Cr

نزدیک مثال این تابع مشتق به نقاط همۀ در آن مشتق که است چنبره روی تابعی هر یا دوبعدی

کنید). رجوع [۱۹] به بیشتر جزئیات (برای باشد

هذلولوی هندسۀ و ماتریس ها ضرب ۵

ماتریس ها ضربی رفتار بین جدید روابطی هذلولوی هندسۀ از مقدماتی بیان پس از بخش این در

بعد بخش در نتایج این از استفاده با می کنیم. ثابت را هذلولوی هندسۀ طولپایی های ترکیب و

کرد. خواهیم ارائه ۹ .۳ قضیۀ و ضربی ارگودیک قضیۀ از کوتاه اثبات هایی
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هذلولوی هندسۀ از مقدماتی ۱ .۵

دیدگاهی از هریک اما معادل اند هم با هر چند که دارد وجود هذلولوی هندسۀ برای مختلفی مدل های

بالایی نیم صفحۀ مدل و پوانکاره دیسک مدل به مدل ها این معروف ترین از مورد دو دارد. ترجیح

تعریف از خاصی نوع با C از زیرمجموعه ای فضا نقاط مجموعۀ مدل دو هر در معروف اند. پوانکاره

نیم صفحه مدل در و مبدأ مرکز به ۱ شعاع به دیسک درون نقطه های دیسک  مدل در هستند. فاصله

مدل در نقاط مجموعۀ می دهند. تشکیل را فضا نقاط مثبت مختلط جزء با مختلط اعداد مجموعۀ

می دهیم. نمایش H و D با ترتیب به را نیم صفحه و دیسک

D = {w ∈ C : |w| < ۱} و H = {w ∈ C : Im(w) > ۰}.

تعریف زیر به صورت که می دهیم نمایش ρH و ρD با ترتیب به را H و D روی هذلولوی فاصلۀ

می شوند

ρD(z, w) := ln
|۱ − zw|+ |z − w|
|۱ − zw| − |z − w|

, (۱ .۵)

ρH(z, w) := ln
|z − w|+ |z − w|
|z − w| − |z − w|

. (۲ .۵)

فاصلۀ که می دهد دست به D و H بین دو سویی تابع یک ι(z) = z−i
z+i ضابطۀ با ι : H → D تابع

ρD(ι(z), ι(w)) = داریم z, w ∈ H هر برای که معنی این به می کند، حفظ را نقاط هذلولوی

ιψι−۱ : D → D باشد، ρH به نسبت طولپایی یک ψ : H → H اگر به این ترتیب، .ρH(z, w)

طولپایی یک D از طولپایی هر از مزدوج گیری با می توان مشابه طریق به است. طولپایی ρD به نسبت

و دیسک مدل طولپایی های گروه ι نگاشت کمک به مزدوج گیری تحت در واقع آورد. دست به H از

هستند. یکریخت نیم صفحه

φ(z) به صورت= ρD متریک به Dنسبت از جهت نگهدار طولپایی هر دهید نشان (الف) .۱۱ مسئله

.|α| < |β| = ۱ که هستند مختلط اعدادی α, β آن در که است β z−α
۱−αz

ψ(z) = az+b
cz+d به صورت ρH متریک به نسبت H از جهت نگهدار طولپایی هر دهید نشان (ب)

.ad− bc = ۱ که هستند حقیقی اعدادی a, b, c, d آن در که است

هذلولوی صفحۀ خودریختی های و ماتریس ها ۲ .۵

نگاشت A =
[
a b
c d

]
∈ SL(۲,R) ماتریس هر برای ۱۱ مسئلۀ از (ب) قسمت به توجه با
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به طولپایی این وابستگی به توجه با می کند. تعریف H از جهت نگهدار طولپایی یک z 7→ az+b
cz+d

،A ماتریس هر به که تابعی داد نشان به سادگی می توان می دهیم. نمایش ψA با را آن ،A ماتریس

جهت نگهدار طولپایی گروه و SL(۲,R) ضربی گروه بین گروهی هم ریختی یک می دهد نسبت را ψA

صورت این به H جهت نگهدار طولپایی های همۀ ۱۱ مسئلۀ از (ب) قسمت طبق به علاوه می دهد. H

بالاتر که ، ι : H → D همدیس هم ارزی از استفاده با است. پوشا بالا همریختی بنابراین و هستند

φA := ιψAι
−۱ طولپایی A ∈ SL(۲,R) هر به که تابعی که گرفت نتیجه می توان شد، معرفی

D جهت نگهدار طولپایی های گروه و SL(۲,R) گروه بین پوشا همریختی یک نیز می دهد نسبت را

می دهد. دست به

دهید نشان A =
[
a b
c d

]
∈ SL(۲,R) هر برای (الف) .۱۲ مسئله

φA(z) =
(a+ d+ bi− ci)z + (a− d− bi− ci)

(a− d+ bi+ ci)z + (a+ d− bi+ ci)
.

دوران A ماتریس اگر تنها و اگر φA(۰) = ۰ دهید نشان ،A ∈ SL(۲,R) هر برای (ب)

باشد.

A ماتریس با متناظر جهت نگهدار طولپایی  A ∈ SL(۲,R) هر برای بالا همانند ادامه،  در

شد، اشاره ۲ .۳ بخش در که همان گونه داد. خواهیم نمایش φA و ψA با ترتیب به را D و H روی

آن ها عمل بر اساس سهموی و بیضوی، هذلولوی، سه گانۀ به SL(۲,R) ماتریس های تقسیم بندی

است. تعریف قابل نیز پوانکاره دیسک روی

دهید نشان A ∈ SL(۲,R) برای .۱۳ مسئله

اگر تنها و اگر دارند  قرار واحد دیسک مرز دو هر که دارد ثابت نقطۀ دو دقیقاً φA نگاشت •

باشد؛ هذلولوی A

واحد دیسک بستار بیرون دیگری و درون یکی که دارد ثابت نقطۀ دو دقیقاً φA نگاشت •

باشد؛ بیضوی A اگر تنها و اگر دارند  قرار

تنها و اگر دارد  قرار پوانکاره دیسک مرز روی که دارد ثابت نقطۀ یک دقیقاً φA نگاشت •

باشد. سهموی A اگر

نگاشت اثر تحت حالات از هر یک در که داد نشان ثابت نقاط تحلیل علاوه بر می توان در واقع
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D روی هذلولوی و سهموی، بیضوی، ماتریس های عمل چپ) به راست (از .۴ شکل

حرکت مشخص شده اند، نقطه  چین با ۴ شکل در که خط هایی، یا دایره  روی پوانکاره دیسک نقاط φA

کرد. خواهند

D روی طولپایی های عمل و R۲ روی خطی عمل ماتریس ها؛ ۳ .۵

ارائه قبل بخش  های قضیه های برای هذلولوی هندسۀ کمک به ۶ بخش در که اثبات هایی منشأ

طولپایی های به عنوان آن ها عمل به را R۲ روی ماتریس ها خطی عمل که است مشاهداتی می دهیم

مثل مفاهیمی از مناسبی ترجمه ٔ که باشد به گونه ای باید ارتباط این می کند. مرتبط D جهت نگهدار

انقباض و انبساط بیشترین با راستاهای و آن،  اثر تحت بردارها تصویر طول ماتریس، عملگری نُرم

دهد. ارائه

نقطه ای SL(۲,R) در ماتریس هر به می توان که است مطلب این ارتباط این در اصلی کلید

مفاهیم از طرف دیگر و دارد ماتریس ها ضرب با مناسبی سازگاری طرفی از که داد نسبت D در

نقطۀ A ∈ SL(۲,R) ماتریس هر به در واقع دارند. ساده ای تعبیر نقطه آن بر حسب ذکرشده

که دید φA نگاشت ویژگی های از استفاده با می توان می دهیم. نسبت را ωA := φ−۱
A (۰) ∈ D

است. برقرار زیر خواص

ωA؛ = ω که یافت A ∈ SL(۲,R) می توان ω ∈ D نقطۀ هر برای •

φB(ωAB)؛ = ωA  ،A,B ∈ SL(۲,R) ماتریس دو هر برای •

ρD(ωAC؛ , ωBC) = ρD(ωA, ωB) ،A,B,C ∈ SL(۲,R) ماتریس سه هر برای •

باشد؛ دوران A ماتریس معادل به طور یا ‖A‖ = ۱ گر ا تنها و اگر ωA = ۰ •

R دوران ماتریس اگر تنها و اگر ωA = ωB ،A,B ∈ SL(۲,R) ماتریس دو برای •

.A = RB که باشد داشته وجود

است. بیان قابل ωA بر حسب R۲ روی A ماتریس عمل ویژگی های از بسیاری می کنیم ادعا
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واحدی بردارهای را u(A) و s(A) نباشد، دوران ماتریس که A ∈ SL(۲,R) ماتریس هر برای

که می کنیم تعریف

|A(u(A))| = max
{
|Av| : v ∈ Rd, |v| = ۱

}
,

|A(s(A))| = min
{
|Av| : v ∈ Rd, |v| = ۱

}
.

هستند. ATA متقارن ماتریس ویژۀ بردارهای u(A) و s(A) در واقع

A (اگر که کرد ثابت می توان به علاوه

۵ شکل

و s(A) بردارهای نباشد) دوران ماتریس

عمودند. هم بر و یکتا قرینه تقریب با u(A)

برای تکین مقادیر تجزیۀ قضیۀ از موارد این

می کند بیان که می شود نتیجه A ماتریس

می توان A ∈ SL(۲,R) ماتریس هر برای

قطری ماتریس و R,R′ دوران ماتریس های

مثبت قطری درایه های با D ∈ SL(۲,R)

.A = RDR′ که به طوری یافت

،A ∈ SL(۲,R) هر برای .۱ .۵ گزاره

‖A‖ = exp
۱
۲
ρD(ωA, ۰). (۳ .۵)

s(A) = و u(A) = ±
[
cos(θ/۲)
sin(θ/۲)

]
باشد، θ برابر ωA

۱ شناسۀ و ωA 6= ۰ اگر به علاوه

.±
[
cos(θ/۲+π/۲)
sin(θ/۲+π/۲)

]
با متناظر نقطۀ ‖A‖ 6= ۱ که A ∈ SL(۲,R) ماتریس هر برای بالا گزارۀ طبق .۲ .۵ ملاحظه

ترتیب به مبدأ از آن اقلیدسی و هذولولی فاصلۀ که است D در نقطه ای ωA مختلط صفحۀ در A

با u(A) بردار از گذرنده خط بین زاویۀ برابرِ دو برابر آن شناسۀ و است ∥A∥۲−۱
∥A∥۲+۱ و ۲ ln ‖A‖

.(۵ (شکل است x محور

1. argument
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تساوی درستی بنابراین و ωA = ۰ آن گاه ‖A‖ = ۱ اگر که کنید توجه ابتدا .۱ .۵ گزارۀ اثبات

تجزیۀ قضیۀ طبق صورت این در .۱ < ‖A‖ می کنیم فرض ادامه در پس است. واضح (۳ .۵)

درایه های با D ∈ SL(۲,R) قطری ماتریس و R,R′ دوران ماتریس های می توان تکین مقادیر

را بردارها نُرم دوران ماتریس های اینکه به توجه با .A = RDR′ که طوری یافت را مثبت قطری

،ωAویژگی های به توجه با از طرف دیگر، .‖A‖ = ‖RDR′‖ = ‖D‖ داریم نمی دهند، تغییر

ωA = ωRDR′ = φ−۱
R′ (ωRD) = φ−۱

R′ (ωD). (۴ .۵)

لذا و φR′(۰) = ۰ است،  دوران ماتریس یک R′ چون حالا

ρD(ωA, ۰) = ρD(φ
−۱
R′ (ωD), φ

−۱
R′ (۰)) = ρD(ωD, ۰).

D = اگر کنیم. ثابت قطری ماتریس های برای را (۳ .۵) رابطۀ درستی است کافی بنابراین

نشان به سادگی می توان حالت این در .‖D‖ = λ وضوح به  ،λ > ۱ آن در که
[
λ ۰
۰ λ−۱

]
پس .ωD = λ۲−۱

λ۲+۱ که داد

ρD(ωD, ۰) = ln
۱ + λ۲−۱

λ۲+۱

۱ − λ۲−۱
λ۲+۱

= ۲ lnλ.

،۱۲ تمرین الف بخش طبق باشد، α زاویه اندازه به دوران R′ اگر که کنید توجه همچنین

علاوه به است. −۲α برابر ωA آرگومان (۴ .۵) به توجه با و φR′(z) = e۲iαz

u(A) = ±
[
cos(−α)
sin(−α)

]
, s(A) = ±

[
cos(−α+π

۲ )

sin(−α+π
۲ )

]
,

می شود. ثابت حکم ترتیب این به و

ρD متریک به نسبت D جهت نگهدار طولپایی های ۱۱، همۀ مسئلۀ از (ب) قسمت به توجه با

از آنجا که تمام ریخت اند. و شده تعریف نقطه یک حداکثر به استثنای مختلط صفحۀ نقاط همۀ در

را، دایره مرز روی آن ها عمل می توان شده اند،  تعریف واحد دایرۀ بستار روی نگاشت ها این همۀ

فرمول از مشتق گیری با کرد. بررسی و مطالعه هستند، هذلولوی صفحۀ مرزی نقاط به نوعی که

که ξ ∈ C هر برای که می گیریم نتیجه φ(α) = ۰ اینکه به توجه با و φ(z) = β z−α
۱−αz

،|ξ| = ۱

|φ′(ξ)| = ۱ − |φ−۱(۰)|۲

|ξ − φ−۱(۰)|۲
. (۵ .۵)
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می دهد نتیجه ωA = φ−۱
A (۰) به توجه با بالا تساوی کنید. رجوع [۱۷] به بیشتر جزئیات برای

،|ξ| = ۱ که ξ ∈ C هر و A ∈ SL(۲,R) هر برای که

|φ′
A(ξ)| =

۱ − |ωA|۲

|ξ − ωA|۲
. (۶ .۵)

R۲ بردارهای روی A ∈ SL(۲,R) ماتریس یک از حاصل عمل نُرم می کنیم سعی ادامه در

به منظور این برای کنیم. مربوط مختلط صفحۀ در واحد دایرۀ نقاط روی φA تابع مشتق نُرم به را

واحد نُرم که می دهیم نسبت را مختلط صفحۀ در ξv := e۲iθ نقطۀ v =
[
cos θ
sin θ

]
∈ R۲ بردار هر

دارد.

،|v| = ۱ شرط با v ∈ R۲ بردار هر و A ∈ SL(۲,R) ماتریس هر برای .۳ .۵ گزاره

|Av| = |φ′
A(ξv)|−۱/۲.

مثلثاتی اتحادهای به توجه با ،v =
[
cos θ
sin θ

]
و A =

[
a b
c d

]
اگر که کنید توجه ابتدا اثبات.

،cos(θ) و sin(θ) بر حسب cos(۲θ) و sin(۲θ)

|Av|۲ = (a cos θ + b sin θ)۲ + (c cos θ + d sin θ)۲

=
a۲ + b۲ + c۲ + d۲

۲
+ cos(۲θ)

a۲ + c۲ − b۲ − d۲

۲
+ sin(۲θ)(ab+ cd).

عبارت با که دهیم نشان و کنیم محاسبه را |φ′
A(e

۲iθ)|−۱ (۶ .۵) رابطۀ کمک به است کافی حالا

است. برابر بالا

هذلولوی هندسۀ و ماتریس ها ضرب بین روابطی ۴ .۵

در موجود اثبات  های وام دار آورد خواهیم ۹ .۳ و ۲ .۴ قضیه های برای ۶ بخش در که اثبات هایی

جدید استدلال های با حاضر مقالۀ در که است، قضیه ها این برای [۲۴] و ،[A ضمیمه ،۷] ،[۵]

کمک به بعدتر را ضربی ارگودیک قضیۀ اثبات است. آمده در واحدی زبان به مختلف گام های برای

در گزاره هایی و شد،  بیان قبل بخش در که ماتریس ها، خطی عمل و هذلولوی هندسۀ بین ارتباط

بخش در و می آوریم متناظر طولپایی های ترکیب و ماتریس ها حاصل ضربی حدی رفتار با ارتباط

می گیریم. نتیجه احکام این از به سادگی را اصلی قضیه های بعد

می پردازیم. است، [۲۴] در ۱ لم مشابۀ که زیر، لم به ابتدا
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O مخالف که u, u′ ∈ D نقطۀ دو هر برای دهیم، نشان O با را پوانکاره دیسک مرکز اگر

می دهیم. نمایش ∠(u, u′) نماد با را ûOu′ زاویۀ باشند،

داریم K ≤ ‖H‖, ‖H ′H‖ که SL(۲,R) در H,H ′ هر و K > ۱ هر برای .۴ .۵ لم

∠
(
u(H),u(H ′H)

)
≤ CK

‖H ′‖۲

‖H‖۲ ,

.CK = ۴πK۴(K۴ − ۱)−۱ آن در که

‖H ′H‖, ‖H‖ 6= ۱ شرط های که کنید توجه

۶ شکل

ماتریس H ′H و H ماتریس های که می دهند نتیجه

تعریف u(H ′H) و u(H) بنابراین و نیستند دوران

هستند. D مرکز مخالف و می شوند

اثباتی با [۱ لم ،۲۴] در که کنیم توجه است لازم

بردارهای بین زاویۀ برای مشابهی تخمین متفاوت، 

که فرض این تحت است آمده u(H),u(H ′H)

قابل ثابت عدد یک مضرب تقریب با ‖H‖, ‖H ′‖

قضیۀ اثبات برای [۱ لم ،۲۴] هر چند باشند. مقایسه

نیست. کافی ضربی ارگودیک قضیۀ اثبات و بردارها نُرم رشد تحلیل برای اما می کند، کفایت ۹ .۳

۱ < K < که شرط این با بگیرید نظر در را H,H ′ ∈ SL(۲,R) ماتریس دو .۴ .۵ لم اثبات

.(۶ (شکل کنید توجه ۰, ωH , ωH′H رأس های با هذلولوی مثلث به حال .‖H‖, ‖H ′H‖

ρD(ωH′H , ωH) = و ρD(ωH′H , ۰) = ۲ ln ‖H ′H‖ ،ρD(ωH , ۰) = ۲ ln ‖H‖ می دانیم

.ρD(ωH′ , ۰) = ۲ ln ‖H ′‖

برابر نظر مورد زاویۀ بنامیم، α را ωH′H و ωH شناسه های اختلاف اگر که کنید دقت به علاوه

هندسۀ در کسینوس ها قانون از مثلث ضلع سه طول کمک به α زاویۀ تخمین برای حال است. ۲α

نسبت آن اضلاع طول که هذلولوی مثلث هر در که می کند بیان قضیه این می کنیم. استفاده هذلولوی

زیر تساوی باشد، α برابر a ضلع به روبه رو زاویۀ اگر هستند، a, b, c برابر هذلولوی متریک به

است برقرار

cosh a = cosh b cosh c− sinh b sinh c cosα. (۷ .۵)
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داشت خواهیم (۷ .۵) فرمول در مثلث اضلاع طول جانشانی با

cosα =
(‖H ′H‖۴ + ۱)(‖H‖۴ + ۱)
(‖H ′H‖۴ − ۱)(‖H‖۴ − ۱)

− ۲(‖H ′‖۴ + ۱)‖H‖۲‖H ′H‖۲

(‖H‖۴ − ۱)‖H ′‖۲(‖H ′H‖۴ − ۱)
(۸ .۵)

>۱ − ۲
‖H ′‖۴ + ۱
‖H ′‖۲

‖H‖۲

‖H‖۴ − ۱
‖H ′H‖۲

‖H ′H‖۴ − ۱
(۹ .۵)

‖H ′‖۴ + ،۱ ≤ ‖H ′‖ چون که کنید توجه بالا، رابطۀ از cosα برای ساده تر تقریبی یافتن برای

K∗ = شرط با x۲/(x۴ − ۱) ≤ K∗/x
۲ ،K ≤ x هر برای از طرف دیگر، .۱ ≤ ۲‖H ′‖۴

می گیریم نتیجه ،K ≤ ‖H‖, ‖H ′H‖ اگر بنابراین .K۴/(K۴ − ۱)

cosα > ۱ − ۴K۲
∗‖H ′‖۲

‖H‖۲‖H ′H‖۲ . (۱۰ .۵)

نتیجه و است،  برقرار cosα ≤ ۱ − α۲/π۲ نابرابری ،α ∈ (−π,+π) هر برای چون حال

 می گیریم

α <
۲K∗π‖H ′‖
‖H‖‖H ′H‖

. (۱۱ .۵)

،۱ مسئلۀ از (الف) قسمت به توجه با و ‖H‖ ≤ ‖(H ′)−۱‖.‖H ′H‖ نامساوی از بالاخره،

که می شود نتیجه
۱

‖H ′H‖
≤ ‖(H ′)−۱‖

‖H‖
=

‖H ′‖
‖H‖

می شود. نتیجه نظر مورد حکم (۱۱ .۵) نابرابری به توجه با و

A : X → SL(۲,R) و f : X → X و فشرده متریک فضای Xیک کنید فرض .۵ .۵ قضیه

آن گاه λ := lim inf ۱
n ln ‖An(x)‖ اگر x ∈ X برای صورت این در باشند. پیوسته توابعی

lim sup
n→∞

۱
n
ln |ωAn+۱(x) − ωAn(x)| ≤ −۲λ. (۱۲ .۵)

D مرز از ωs(x) مثل نقطه ای به اقلیدسی متریک در {ωAn(x)}n∈N دنبالۀ λ > ۰ اگر به علاوه

و همگراست

lim sup
n→∞

۱
n
ln |ωs(x)− ωAn(x)| ≤ −۲λ. (۱۳ .۵)
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آن در که ωn = rnθn می کنیم فرض و می دهیم نمایش ωn با را ωAn(x) سادگی برای اثبات.

است. واحد نُرم با مختلط عددی θn و حقیقی عدد rn = |ωn| ∈ [۰, ۱)

lim inf ۱
n ln ‖An(x)‖ = λ فرض اینکه به توجه با .K := max

x∈X
‖A(x)‖ کنید فرض

باشیم داشته Nϵ < n هر برای که کرد انتخاب به گونه ای Nϵ ∈ N می توان را ϵ > ۰ هر برای

K < e(λ−ϵ)n < ‖An(x۰)‖.

بنابراین و ρD(ωn, ۰) ≥ ۲n(λ− ϵ) ،Nϵ < n هر برای که می گیریم نتیجه ۱ .۵ گزارۀ به توجه با

۱ − rn ≤ ۲e−۲n(λ−ϵ). (۱۴ .۵)

نابرابری می کنیم سعی ادامه در .|rn − rn+۱| ≤ ۴e−۲n(λ−ϵ) که می شود نتیجه بالا رابطۀ از

قرار با می کنیم. استفاده ۴ .۵ لم از موضوع این اثبات جهت کنیم. ثابت {θn}n∈N برای را مشابهی

K < ‖H‖, ‖H ′H‖ می شود نتیجه Nϵ < n از H ′ = A(fn(x)) و H = An(x) دادن

،۴ .۵ لم طبق بنابراین و

|θn+۱ − θn| =
∠(u(H)u(H ′H))

۲
≤ ۱

۲
CKK

۲‖An(x)‖−۲

≤ ۱
۲
CKK

۲e−۲n(λ−ϵ).

،|rn| ≤ |θn| = ۱ اینکه به توجه با و مثلث نابرابری طبق در نتیجه

|ωn+۱−ωn| = |rn+۱θn+۱−rnθn| ≤ |rn+۱−rn|+|θn+۱−θn| ≤ Ce−۲n(λ−ϵ).

رابطۀ ϵ بودن دلخواه به توجه با و بالا رابطۀ از گرفتن لگاریتم با حالا .C := ۴ + ۱
۲CKK

۲ که

می شود. نتیجه (۱۲ .۵)

همگرایی به توجه با کنیم، انتخاب (۰, λ) بازۀ در را ϵ و باشد λ > ۰ اگر که کنید توجه حال

است اقلیدسی متریک در کوشی دنباله ای {ωn}n∈N می گیریم نتیجه
∑∞

n=۱ e
−۲n(λ−ϵ) سری

هر برای حال .|ωs| = ۱ که می شود نتیجه (۱۴ .۵) رابطۀ از می کند. میل ωs مثل نقطه ای به که

،Nϵ از بزرگ تر طبیعی اعداد از n < m زوج
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|ωm − ωn| ≤
m−۱∑
j=n

|ωj+۱ − ωj |

≤
m−۱∑
j=n

e−۲j(λ−ϵ) ≤
∞∑
j=n

e−۲j(λ−ϵ) =
e−۲n(λ−ϵ)

۱ − e−۲(λ−ϵ)
.

می گیریم نتیجه بی نهایت به m دادن میل و n نگه داشتن ثابت با پس

|ωs − ωn| ≤
e−۲n(λ−ϵ)

۱ − e−۲(λ−ϵ)
.

پس

lim sup
n→∞

۱
n
ln |ωs − ωn| ≤ −۲(λ− ϵ).

می شود. نتیجه (۱۳ .۵) رابطۀ صفر به ϵ دادن میل با و

اصلی قضیه های اثبات ۶

دربارۀ ۹ .۳ قضیۀ و ضربی) ارگودیک (قضیۀ ۲ .۴ قضیۀ قبل، بخش نتایج از استفاده با بخش این در

می کنیم. اثبات را یکنواخت هذلولوی رفتار و یکنواخت نمایی رشد بودن معادل

ضربی ارگودیک قضیۀ اثبات ۱ .۶

ϕn(x) = ضابطۀ به را ϕn : X → R≥۰ تابع ،n ∈ N هر برای .۲ .۴ قضیۀ اثبات

هذلولوی متریک به نسبت مثلثی نابرابری به توجه با صورت این در کنید. تعریف ρD(ωAn(x), ۰)

،m,n ∈ N هر و x ∈ X هر برای که می شود نتیجه

ϕn+m(x) ≤ ϕm(x) + ϕn(f
m(x)).

،x ∈ X هر µ‑تقریباً برای که دارد وجود λ : X → R اندازه پذیر تابع ۱ .۴ قضیۀ به توجه با پس

lim
n→∞

۱
n
ρD(ωAn(x), ۰) = lim

n→∞

۱
n
ϕn(x) = ۲λ(x). (۱ .۶)

چون که کنید توجه می  دهیم. نمایش R با است برقرار آن ها برای بالا تساوی که را xهایی مجموعۀ

بخش (۳ .۵) به توجه با رابطه این .λ(x) ≥ ۰ ،x ∈ R هر برای هستند، نامنفی همگی ϕn توابع
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برای ،D در هذلولوی فاصلۀ تعریف به دلیل ضمناً می شود. نتیجه ضربی ارگودیک قضیۀ حکم اول

،x ∈ R هر

lim
n→+∞

۱
n
ln(۱ − |ωAn(x)|) = −۲λ(x), lim

n→+∞
|ωAn(x)| = ۱. (۲ .۶)

که می شود نتیجه رابطه دو این از

lim
n→+∞

۱
n
ln(۱ − |ωAn(x)|

۲) = −۲λ(x). (۳ .۶)

،|v| = ۱ شرط با v ∈ R۲ هر برای (۶ .۵) رابطۀ و ۳ .۵ گزارۀ طبق حالا

|An(x)v|۲ =
۱

|φ′
An(x)

(ξv)|
=

|ξv − ωAn(x)|۲

۱ − |ωAn(x)|۲
. (۴ .۶)

را آن که همگراست D مرز از نقطه ای به {ωAn(x)}n∈N دنبالۀ ۵ .۵ قضیۀ طبق ،λ(x) > ۰ اگر

،ξv 6= ωs(x) اگر می دهیم. نمایش ωs(x) نماد با

lim
n→∞

۱
۲n

ln |ξv − ωAn(x)|
۲ = lim

n→∞

۱
۲n

ln |ξv − ωs(x)|۲ = ۰,

بنابراین و

lim
n→∞

۱
n
ln |An(x)v| = lim

n→∞

۱
۲n

ln
|ξv − ωAn(x)|۲

۱ − |ωAn(x)|۲

= lim
n→∞

۱
۲n

ln |ξv − ωAn(x)|
۲

− lim
n→∞

۱
۲n

ln(۱ − |ωAn(x)|
۲)

= lim
n→∞

۱
۲n

ln |ξv − ωAn(x)|
۲ + λ(x) = λ(x).

،(۴ .۶) رابطۀ طبق  ۱−|ωAn(x)| ≤ |ωAn(x)−ωs(x)| از آنجا که ،ξv = ωs(x) که حالتی در

|An(x)v|۲ ≥
۱ − |ωAn(x)|
۱ + |ωAn(x)|

,

.lim inf
n→∞

۱
n ln |An(x)v| ≥ −λ(x) می دهد نتیجه (۲ .۶) به توجه با این که
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،(۱۳ .۵) رابطۀ از استفاده با از طرف دیگر،

lim sup
n→∞

۱
n
ln |An(x)v| = lim

n→∞

۱
۲n

ln
|ξv − ωAn(x)|۲

۱ − |ωAn(x)|۲

≤ lim sup
n→∞

۱
۲n

ln |ξv − ωAn(x)|
۲

− lim
n→∞

۱
۲n

ln(۱ − |ωAn(x)|
۲)

≤ −λ(x).

پس

−λ(x) ≤ lim inf
n→∞

۱
n
ln |An(x)v| ≤ lim sup

n→∞

۱
n
ln |An(x)v| ≤ −λ(x),

است. −λ(x) برابر و دارد وجود lim
n→∞

۱
n ln |An(x)v| حد می دهد نتیجه که

۱ − |ωAn(x)| ≤ داریم |v| = ۱ شرط با v ∈ R۲ هر برای ،λ(x) = ۰ که حالتی در

،(۴ .۶) رابطۀ به توجه با پس .|ξv − ωAn(x)| ≤ ۲

۱
۱ + |ωAn(x)|

≤ |An(x)v|۲ ≤ ۲
۱ − |ωAn(x)|۲

,

. lim
n→∞

۱
n ln |An(x)v| = ۰ ،v هر برای که می دهد نتیجه (۲ .۶) به توجه با این و

یکنواخت هذلولوی رفتار و یکنواخت نمایی رشد بودن معادل اثبات ۲ .۶

دارای خطی دستگاه هر اینکه مبنی بر شد بیان ۹ .۳ قضیۀ حکم از طرف یک اثبات ۳ .۳ بخش در

این دیگر طرف اثبات به اینجا در است. نُرم یکنواخت نمایی رشد دارای یکنواخت هذلولوی رفتار

می پردازیم. قضیه

ωn(x) := ωAn(x) = ضابطۀ با را ωn : X → C تابع n ∈ N هر برای .۹ .۳ قضیۀ اثبات

اگر حال است. پیوسته تابع این می شود دیده تعریف از به سادگی می کنیم. تعریف φ−۱
An(x)

(۰)

این در باشند Cλn < ‖An(x)‖ شرط با λ > ۱ و C > ۰ مثبت حقیقی عددهای کنید فرض

،x ∈ X هر برای صورت

lim inf
n→∞

۱
n
ln ‖An(x)‖ ≥ lnλ > ۰
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،x ∈ X هر برای ،۵ .۵ قضیۀ طبق بنابراین

lim sup
n→∞

۱
n
ln |ωn+۱(x)− ωn(x)| ≤ −۲ lnλ < ۰.

sup
x∈X

|ωn+۱(x) − ωn(x)| که داد نشان می توان بالا رابطۀ کمک به ،X فشردگی به توجه با

به طور ωn توابع دنبالۀ که می شود نتیجه این از می کند. میل صفر به نمایی به طور n → ∞ وقتی

شرط با واحد نُرم با v ∈ R۲ بردار هر برای حال می کند. میل ωs مثل پیوسته ای تابع به یکنواخت

نمایی →nبه طور ∞ وقتی |An(x)v| که می شود نتیجه قبلی گزارۀ مشابۀ استدلال با ξv = ω(x)

یکنواخت هذلولوی رفتار (f,A) خطی دستگاه که می شود نتیجه به این ترتیب می کند. میل صفر به

دارد.
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